Tero Harju (2008/2010)

Airellisesti generoitujen Abelin ryhmien peruslause

Merkinti | X| on joukon koko ( eli #X).

Vapaat Abelin ryhmit

Tiassd kappaleessa kiytetddn Abelin ryhmille additiivista merkint4i.
Abelin ryhmé G on joukon B = {aj,aq,...,a,} generoima vapaa Abelin ryhmé,
jos jokainen g € G voidaan esittdd yksikésitteisesti muodossa

g =myay +maag + ...+ mpa, (m; €7Z).
Téssd tapauksessa B on ryhmin G kanta.

Esimerkki 1.1. Ryhmi Z on vapaa: joukot {1} ja {—1} ovat sen kantoja. Yleisemmin
L" = ZSZL®. . .BZ on vapaakantana {ej1, €2, ..., e, }, missie; = (0,...,0,1,0,...,0).

Todetaan, ettei vapaan Abelin ryhmén nolla-alkio 0 voi kuulua mihink#d#n kantaan,
silld 0 4+ 0 = 0 antaa kaksi esitystd joukon {0, ...} suhteen.

Esimerkki 1.2. Toisaalta Z5 ei ole vapaa, silld muutoin sen kantana olisi valttimétti
{1}, mutta esimerkiksi 2- 1 4+ 1 =1 (mod 2) eli alkiolla 1 on useita esityksii.

Lemma 1.1. Olkoon G didrellisesti generoitu Abelin ryhmd. Tdlloin sen kaikki minimaa-
liset generoijajoukot ovat ddrellisid.

Todistus. Harjoitustehtivi. a

Lause 1.1. Olkoon G ddrellisesti generoitu vapaa Abelin ryhmd. Télloin ryhmdin G jo-
kaisessa kannassa on yhtd monta alkiota. Tdtd lukua kutsutaan ryhmdin G asteeksi.

Todistus. Edeltivin mukaan ryhmilld G on (ddrellinen) kanta B = {a1, ..., a,}. Tar-
kastellaan ryhmén G aliryhmdd 2G = {29 | ¢ € G} < G, ja sen tekijaryhmid
G/2G = {9+ 2G | g € G}. Kun g € G, niin g = Y mja; joillain m; € Z, sano-
kaamme m; = 2k; + r;, missd 0 < r; < 1. Siten

n n n n
g+2G = (2ki+71)a; +2G = ria; +2Y kia; +2G =Y ria; +2G.
=1 =1 =1 i=1

Tassd r; € {0,1} ja siten |G/2G| = 2", missd |G/2G| on riippumaton kannan B
valinnasta. Niin ollen jokaisessa kannassa on tarkalleen n alkiota. a
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Lause 1.2. Olkoon G astetta n oleva vapaa Abelin ryhmdi kantana B = {a1, az, ... ,a,}
ja olkoon H Abelin ryhmii. Tiillbin jokainen kuvaus f': B — H laajenee yksikdsittei-
sesti homomorfismiksi f: G — H, missd f(an) = f'(an).

Todistus. Médritellddn

flmiar + ... +mpay) = myf(ar) + ... + muf'(an),
jolloin vdite todetaan helposti oikeaksi. a
Lause 1.3. Samaa astetta olevat vapaat Abelin ryhmdit G ja Gy ovat isomorfiset.

Todistus. Olkoot By = {a1,as,...,a,} ja Ba = {b1,ba,...,b,} vastaavasti ndiden
ryhmien kantoja. T#ll6in kuvaus f': By — G4 ehdosta f'(a;) = b; laajenee homomor-
fismiksi f: G; — G9. Kuvaus f on surjektiivinen, silld B generoi ryhmin G, ja se on
injektiivinen, koska By on kanta. Tdten f on isomorfismi. a

Edeltivin nojalla saadaan:

Lause 1.4. Jokainen astetta n oleva vapaa Abelin ryhmd on isomorfinen ryhmdn 7" =
Z®...D 7L kanssa.

Lause 1.5. Jokainen ddrellisesti generoitu Abelin ryhmd on vapaan Abelin ryhmdn ho-
momorfinen kuva.

Todistus. Olkoon G = (g1, ...,gn) ja olkoon B = {ey,...,e,} astetta n olevan va-
paan Abelin ryhmén H kanta. Tilloin kuvaus f: B — G ehdosta f’(e;) = g; laajenee
homomorfismiksi f: H — G, joka on surjektiivinen. Titen G = f(H). O

Téssd on erityisesti G = H/ Ker(f).

Torsiovapaat ryhmit

Ryhmi G on torsioryhmaé, jos sen jokaisen alkion g kertaluku ord(g) on &drellinen.
Ryhmi G on torsiovapaa, jos jokaisen alkion a # 1 kertaluku on déreton.

Esimerkki 1.3. Abelin ryhmit Z, Q, R ja C ovat torsiovapaita yhteenlaskun suhteen.
Tekijaryhmé QQ/Z on torsioryhmd, silld p - (¢/p) € Z kaikille ¢/p € Q. Kertolaskun
suhteen Q \ {0} on torsiovapaa, mutta C \ {0} ei ole.

Vuonna 1902 Burnside esitti seuraavan ongelman: Ovatko &ddrellisesti generoidut tor-
sioryhmit vilttamattd dadrellisid? Kysymys sai negatiivisen vastauksen, kun Golod ja
Shafarevich (1964) osoittivat, ettd on olemassa kolmen alkion generoima #déreton ryh-
mi, jonka alkioiden kertaluvut ovat alkuluvun p potensseja. Adjan ja Novikov (1968)
todistivat, ettd kun n > 4381 on pariton luku, niin on olemassa kahden alkion generoi-
ma dédretdn ryhmi, jossa g™ = 1 kaikille g.
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Olkoon GG Abelin ryhmi. Alkio g € G on torsioalkio, jos on n > 1, jolla ng = 0.
Merkitaan
T(G) ={g € G | g torsioalkio}.

Lause 1.6. Olkoon G Abelin ryhmd. Tdlloin T(G) < G on torsioryhmd ja G/T(G) on
torsiovapaa.

Todistus. Selvisti 0 € T'(G). Jos g1, 92 € T(G), sanokaamme ng; = 0 ja mge = 0,
niin nm(g; — g2) = 0 jasiten g1 — g2 € T(G). Siis T(G) < G. My6s T'(G) 9 G,
koska G on Abelin ryhma.
Josg+T(G) €e G/T(G)jan(g+T(G)) =ng+T(G) =T(G) (ryhmin G/T(G)
nolla-alkio), niin m(ng) = 0 jollain m > 1, eli g € T(G), jasiten g + T'(G) = T(G).
O

Esimerkki 1.4. Todetaan, ettd T(Z ® Zs) = {(0,0), (0,1)} jaZ ® Zo/T(Z & Zo) = 7.

Lause 1.7. Adrellisesti generoitu Abelin ryhmd G on vapaa jos ja vain jos se on torsio-
vapaa.

Todistus. Ensinnd, jos G on vapaa, niin G = Z" jollain n, ja ndin ollen 7'(G) = {0}.
Toisaalta, oletetaan, ettd G on torsiovapaa, ja G = (g1, ..., gn), Missd n on mini-
maalinen. Todistetaan viite induktiolla lukuun n.
Josn = 1,niin G = (g1) = Z, joten viite on selvid. Olkoon sitten n > 2 ja ettd
jollain g € G on kaksi esitystd generaattorien avulla:

g=mig1 + ... +mMugn Zmllg1+...+m%gn (mz,m; S Z).
Vihentdmalli toisistaan saadaan
kigr + kaga + ... + kngn =0 (k; € Z). (1.1)

Oletetaan nyt, ettd (1.1) on valittu niin, ettd ) |k;| on pienin mahdollinen. T#ll6in var-
mastikin syt(ki,...,k,) = 1. (Muutoin jaetaan yhteinen tekijd pois vedoten ryhmén
G torsiovapauteen.) Todetaan, ettd |k;| # 1, silli muutoin g; voidaan lausua mui-
den generaattorien avulla vastoin luvun n minimaalisuutta. Voidaan olettaa myds, et-
ti 0 < |ka| < |ki|, sanokaamme k1 = sko + r, missd 0 < r < |ko|. Merkitién
95 = g2 + 591 Nyt

rg1 + kagy + ksgs + ... + kngn = 0.

Siis G = (g1, 65, - -, gn), missd 0 < r < |k;| vastoin summan Y |k;| minimaalisuutta.
Tdma on ristiriita todistaa viitteen. ad



Adrellisesti generoidut Abelin ryhmiit

Muistetaan, ettd Abelin ryhmé G on aliryhmiensd H ja N suora summa,eliG = HG N,
jos jokainen g € G voidaan esittdd yksikésitteisesti muodossa g = a + b, missd a € H
jabe N.Vieli: G = H @ N josjavainjos HNN ={0}jaG=H + N.

Lause 1.8. Olkoon G ddrellisesti generoitu Abelin ryhmd. Tilloin
G=T(G)s G/TG),
missi T'(G) on ddrellinen ja G /T (G) on vapaa Abelin ryhmdi, eli
G=TG)PLD ... DL.

Todistus. Lauseen 1.6 mukaan G/T(G) on torsiovapaa, ja lauseen 1.7 mukaan se on
vapaa. Olkoon

{e1+T(G),ea + T(G),...,ex + T(G)} (e; € G)

ryhmén G /T (G) jokin kanta, ja merkitdéin B = {ej, ea, ..., ex}. Merkitdidn H = (B).
Jos nyt Zle m;e; = 0 joillain m; € Z, niin my0s Zle mi(e; + T(G)) = T(G) (=
O¢/7(c))» ja siis vapauden perusteella m; = 0 kaikilla 7. Néin ollen H on vapaa, ja siten
H = G/T(G) lauseen 1.3 mukaan.

Viite 1. G = T(G) @ H.
Tod. Kun g € G, niin on luvut m; € Z, joilla

k k
g+T(G)= Z m; (e; + T(G)) = (Z miei> +T(G),
=1 =1

toisin sanoen g — »_ m;e; € T'(G), jasiten on alkio a € T'(G), jollag = a+ > mje; €
T(G)+ H.SiisG=T(G) + H.

Toisaalta jos a1 + > mje; = az+ Y _ n;je; joukossa T'(G) + H, niin Y _(m; —n;)e; =
az — a1 € T(G),jasitenonlukun € Z,n # 0, niin, ettd 0 = n - Y (m; — n;)e; =
Y- n(m; — n;)e;. Mutta B on ryhmin H kanta, joten n(m; — n;) = 0 kaikilla ¢, eli
m; = n; kaikilla ¢. Lopulta my0s as = ay, ja viite 1 on todistettu.

On osoitettu, ettdi G = T(G) @ G/T(G), missi G/T(G) on vapaa.
Viite 2. T'(G) on &irellinen.

Olkoon G = (g1, 92,-..,9n), missd edeltivin nojalla g; = a; + h; joillain a; €
T(G)jah; € H. Kuna € T(G), on se muotoa a =y, m;g; = y_m;a; + y_ m;h;,
missd > m;h; € T(G) N H = {0} suoran summan ominaisuuden perusteella. Siis
a = > m;a;. Olkoot r;a; = 0 eli ord(a;) = r;, kuni = 1,2,... n. Tilloin jokainen
g € T(G) on edeltivin mukaisesti muotoa a = ) m;a;, missd m; < r;. Néin ollen
|T(G)| < ryrg---ry, miki todistaa viitteen. O



Adrelliset Abelin ryhmiit
Seuraava tulos liittyy jo Sylowin lauseisiin. Sitd varten, olkoon p alkuluku. Joukko
Gp={g | p" g = 0jollain k > 0}

on ryhmin G (p-)priméirinen komponentti.

e1, e

Lemma 1.2. Olkoon G kertalukua p{'p5* - - - pi’“ oleva Abelin ryhmd, missd p1, ..., Dk
ovat luvun n eri alkulukutekijdt. Tdlloin

GGy &G ®...0GC,.

Todistus. Abelin ryhmille G, < G kuten helposti todetaan.

Olkoon g € G, g # 0,jaord(g) = n = pf* - - - p;*, missi kukin ¢; € Z (mahdollises-
ti 0). Merkitddn n; = n/p;’, jolloin syt(ni,na,...,ng) = 1, ja niin ollen on olemassa
luvut myq, ..., my niin, etti Zle m;n; = 1. Nyt

k
g= (Z mm2> g=(mini1)g+ ...+ (mgng)g.

=1

Tissd p;' (min;)g = (mn)g = 0, silld ord(g) = n. Siis (m;n;)g € Gp, kaikilla i, ja
ndin ollen g € G}, + Gy, + ... + Gy, . Titen

G =Gy +GCpy+ ...+ Gy,

Toisaalta, jos g € Gp, N (Gp, + ...+ Gp,_; + Gpyy + ...+ Gy, ), niin pfg = 0 jol-
lain e, ja siten ord(g) = p jollain ¢t < e. Myds g = > j2i 95 missd gj € G, sa-
nokaamme p?j gi = 0. Kunm = pi ... p?i’ll . p?fll e p‘,j’“, niin mg = 0, ja siten
ord(g)|m. Mutta p; { m; ristiriita. Néin ollen jokaisella alkiolla g on yksikésitteinen esi-
tys summassa G, + Gp, + ... + Gp,, ja viite seuraa. ad

Ryhmé G on p-ryhma, jos sen kertaluku on alkuluvun potenssi. Lagrangen lauseen
nojalla p-ryhmén jokaisen alkion kertaluku on saman alkuluvun p potenssi. Jokainen
Abelin ryhmin primédérinen komponentti on siis p-ryhma.

Lause 1.9. Jokainen Abelin p-ryhmd G on syklisten ryhmien suora summa.

Todistus. Olkoon g € G alkio jonka kertaluku on mahdollisimman suuri, ja merkitdén
H = (g), jolloin |H| = p™ jollain n > 1. Voidaan olettaa, etti H # G. (Muutoin G on
syklinen.)

Viitetéddn, ettd G = H @ F jollekin aliryhmélle F' < . Koska tdssd F' on my0s
p-ryhmi, lopullinen véite seuraa induktiivisesti.
Viite (). On olemassa C' < G, jolle H N C' = {0} ja C = Z,,.
Tod. Olkoon @ € G\ H ja olkoon alkion a + H € G/H kertaluku p”, missd r > 1.
Télloin p"a € H = (g), joten p"a = sg jollekin s € Z. Koska ord(g) = p™ on
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mahdollisimman suuri, niin p"a = 0, ja siten p"a = (sp"~")g = 0. Siis p" jakaa luvun
sp™~", jolloin p|s, koska r # 0. Olkoon s = ps’. Valitaan

a1 =p la—4dyg ja  C={ay),

jolloin pa; = p"a — ps'g = sg — sg = 0. Siis ord(a;) = p ja niin ollen |C| = p.
Siten C = Z,. Lisdksi C N H = {0}, silld a; ¢ H (koska p"'a ¢ H). Tdmi todistaa
viitteen (x).

Etsitédin sitten I’ induktiivisesti. Tdtéd varten olkoon f: G — G/C luonnollinen ho-
momorfismi, eli f(a) = a + C. Nyt f(H) = (g + C) on tekijiryhmén G/C syklinen
aliryhmi, jonka kertaluku on mahdollisimman suuri p". Koska |G/C| < |G| ja G/C on
p-ryhmd, induktio osoittaa, ettéd

G/IC=f(H)oF (1.2)

jollain F < G//C. Merkitidsn F = f~(F). Nyt F < G jaC C F (silld C' = 0g/0).
Edelleen

heG = h+C=m(g+C)+ (d+C) (silli (1.2) :d+C € F)
— h—mg—deC
= h=mg+(d+c)c H+F (ceC,d+ceF).

Siis G = H + F. Toisaalta

he HNF = f(h) e f(H)Nf(F)= f(H)NnF={0} (silld 1.2)
= heKer(f)=C

— he HnNnC
— h=0.
Niinollen G = H @ F. O

Seuraava tulos on Abelin ryhmien peruslause.
Lause 1.10. Olkoon G ddrellisesti generoitu Abelin ryhmd. Tdlldin
G=Z2Z&..9Z ¢ H,
missd H on ddrellinen Abelin ryhmd, joka voidaan kirjoittaa muotoon
H%szl @ZPSQ G... 8Ly,

missd jokainen p; on alkuluku (jotka eivdt vdalttamdttd ole erisuuria). Tdmd esitys on
vksikdsitteinen komponenttien jdrjestystd lukuunottamatta.

Todistus. Viitteen alkuosa on osoitettu lauseessa 1.8. Adrellisii Abelin ryhmis koskeva
viite seuraa lauseesta 1.9, silld jokainen syklinen ryhmé on isomorfinen jonkun ryhmén
Z, kanssa. g



Lause 1.11. Olkoon G didrellinen Abelin ryhmd. Tdlloin se on muotoa
ngdl @ZdQ @...@Zdt,
missd d;|d;1 jokaisella i.

Todistus. Tiedetddn, ettd G = G, © ... ® G, (luvut p; ovat erisuuria alkulukuja),
missi jokainen priméédrinen komponentti

Gpi =Ci19Cio® ..., niin, ettd ’CZ]| < |Ci(j+1)| (1.3)

on syklisten ryhmien Cj; suora summa. Téssi siis [C;| jakaa kertaluvun [C(;, 1], kos-
ka molemmat ovat alkuluvun p; potensseja. Liittimall4 tarvittaessa loppuun triviaaleja
aliryhmid {0} voidaan olettaa, etti esityksen (1.3) pituus k£ on sama kaikille p;. Nyt

Hj:CUEB...@ij

on syklinen ryhmd, koska alkuluvut p; ovat erisuuria (harjoitustehtidvd). Selvisti | H|
jakaa kertaluvun | H; 1|, ja lisiksi G = Hy & Hy @ ... @ Hj, kuten vaadittua. O



