GEOMETRIA

Lyhyt kurssi
1989 - 2015

Tero Harju

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Turun Yliopisto

http://users.utu.fi/harju




Aluksi

Talla kurssilla keskitytddn Euklidiseen tasogeometriaan. Lihestymistapa sithen on intuitiivinen
eli koulugeometrinen, mika tarkoittaa, ettd sopiva joukko késitteiden merkityksia ja niitd koske-
via tuloksia oletetaan tunnetuiksi. Téllaisia késitteitd ovat mm. piste, suora, jana, janan pituus,
kulma, kulman suuruus, kolmio, ja ympyrd. Samalla kurssin tarkoitus on johdatella ongelman-
ratkaisuun matematiikassa. Tahdan geometria soveltuu hyvin, silld usein vaikeisiinkin ongelmiin
pddstddn kisiksi ilman pitkéllistd teorian kehittelyd. Geometriset todistukset ovat malliesimerk-
kejd ‘puhtaasta’ matemaattisesta paattelysta.

Aksiomaattinen ja analyyttinen geometria

Intuitiivisen ldhestymistavan vaihtoehtoina ovat aksiomaattinen ja analyyttinen lihestymistapa.
Aksiomaattinen geometria koostuu méadrittelemattomistd peruskdsitteista (piste, suora, jne), ja
perusoletuksista (aksiomat eli postulaatit), jotka luettelevat peruskésitteiden viliset suhteet. Ak-
siomeista johdetaan loogisin pddttelyaskelin uusia tuloksia (teoreemoja), ja méaritellidn uusia
kisitteitd helpottamaan teorian etenemista.

Aksiomatiikka ei koske vain Euklidista geometriaa vaan esimerkiksi myos dérellisid geomet-
rioita ja epdeuklidisia geometrioita: hyperbolisessa geometriassaparalleeliaksioma korvataan ak-
siomalla, jossa pisteen kautta kulkee useita yhdensuuntaisia suoria, ja elliptisessi geometriassa
kaksi suoraaleikkaavat aina toisensa. Geometrian luonne riippuu suuresti valituista aksiomeista.
Jotkut geometriat ovat ddrellisig, eli niissd on vain ddrellinen méara pisteité ja suoria. Erilaisiin
sovellutuksiin tarvitaan erilaisia geometrioita. Suhteellisuusteoriassa kdytetddn kaarevien ava-
ruuksien geometriaa kun taas monet kombinatoriset teoriat hyodyntavét dérellisid geometrioi-
ta. Analyyttinen geometria puolestaan samaistaa tason reaalitason kanssa, ja kdyttda lineaarial-
gebran ja analyysin metodeja hyvédkseen. Erityisesti tietyt metriset geometriat hydodyntaviat myos
analyysin tytkaluja.
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Elliptinen Euklidinen hyperbolinen geometria

Tasogeometrialle on aikojen saatossa kehitetty useita aksiomaattisia systeemeja:

e FEukleideen aksiomatiikka (n. 300 eaa) on tunnetuin aksiomaattinen systeemi. Eukleideen
Stoikheia eli Alkeet koostuu kolmestatoista kirjasta ja niissd 1dhtokohtana on viisi aksiomaa
ja viisi peruskasitettd. Lyhykdisyydessddn, ja nykykielelld ilmaistuna, aksiomat ovat:

1. Jokaista pisteparia yhdistda yksikdsitteinen jana.

Jokaista janaa voidaan jatkaa loputtomiin kumpaakin suuntaan.

On olemassa yksikasitteinen ympyrd kun keskipiste ja sdde ovat annetut.

Suorat kulmat ovat yhtenevii toistensa kanssa.

Annetun pisteen kautta kulkee yksikdsitteinen annetun suoran suuntainen suora.
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o Hilbertin aksiomatiikka vuodelta 1899 tarkensi Eukleideen tyttd. Taima systeemi késitti 20 ak-
siomaa ja 6 médrittelematonta késitetta.

e Tarskin aksiomatiikka vuodelta 1929 kisitti vain kaksi médarittelematonta kasitettd, “olla va-
lissd” ja “yhtenevyys”, joita varten tarvittiin 11 aksiomaa.

e Birkhoffin aksiomatiikka vuodelta 1932 oli metristd geometriaa.

e Bachmannin aksiomatiikka vuodelta 1959 oli rakennettu ryhmiteorian pohjalle.

Koulugeometrisen ldhestymistavan merkittdvin ero aksiomaattiseen geometriaan ndhden on
peruskésitteiden merkityksen olettamisessa. Uusien tulosten johtaminen vanhoista on kummas-
sakin ldhestymistavassa samanluontoista:

( Intuitio ei saa koskaan korvata péidittelyd! >
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1 Peruskisitteitd

Tdssd luvussa kuvaillaan Euklidisen geometrian peruskasitteitd ja niiden vélisid yhteyksid. Varsi-
naisia médritelmii ei esitetd, koska ndma késitteet oletetaan jo tunnetuiksi! Seuraavien sivujen
perustulokset esitetddn ilman todistuksia, ja nditd (ja vain nditd) kidyttden myohemmat tulokset
pyritddn todistamaan.

Suorat ja janat

Euklidinen taso E koostuu pisteisti, joita merkitdédn isoilla kirjaimilla A, B, ..., P, Q, ..., indeksein
jailman. Pisteet tayttdvat tason homogeenisesti: mikédin piste ei ole erityisasemassa muihin pis-
teisiin ndhden, ja mikd4n suunta ei ole erityisasemassa. Taso ndyttdd samanlaiselta katsottiinpa
sitd mistd pisteestd kdsin tahansa ja mihin suuntaan tahansa. Erityisesti tasossa ei ole ennakolta
madrdttyd origoa eikd koordinaatistoa.

Tason suora on didreton jirjestetty joukko pisteitd. Jos P,Q, R € { ovat suoran /{ eri pisteitd,
on tarkalleen yksi niistd kahden muun vilissé. Jos piste R on pisteiden P ja Q vélissd, voidaan
merkitd P — R — Q. Suoria merkitddn pienilld kirjaimilla ¢, a, b, ...

Lause 1.1. Kahden eri pisteen P ja Q kautta kulkee tarkalleen yksi suora {(P, Q). Erityisesti
kahdella eri suoralla on korkeintaan yksi yhteinen piste.

Samalla suoralla a olevat pisteet P}, P,, ..., P, € a, n > 2, ovat kollineaariset. Tall6in merkin-
tdan a = Z(Pl, P2, ceey Pn)

Esimerkki 1.1 Mekaanisissa sovelluksissa suoran piirtdmiseksi voi kayttdad avuksi esimerkiksi
Peaucellierin nivelikkdd (1864), missd pisteet A ja B ovat kiinnitetyt ja piste Z liikkuu. Tall6in
piste X piirtdd suoraa. o

Suorat a ja b ovat yhdensuuntaiset, merkitdén a || b,josa=b taianb =0.
Seuraava tulos on keskeinen Euklidisessa geometriassa.

Lause 1.2 (Paralleelipostulaatti). Tason pisteen P kautta kulkee tarkalleen yksi annetun
suoran { suuntainen suora. Jos P € £, niin kysytty suora on{ itse.

Suoran £(P, Q) pisteet, jotka ovat pisteiden P ja Q vdlissd muodostavat janan
PQ={R:P—R—Q}.

Jos jana AB on valittu yksikkdjanaksi (jolloin merkitddn |AB| = 1), voidaan muiden janojen PQ
pituudet ilmoittaa suhteessa siihen. Janan PQ pituus on ei-negatiivinen reaaliluku, |PQ| = r.
Talloin [P Q| on pisteiden P ja Q etdisyys tasossa E.
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[Myéhemmin, yksinkertaisuuden vuoksi, janalle PQ ja sen pituudelle kdytetddn samaa mer—]
kintdd.

Janojen pituusfunktio tuottaa tasoon metriikan:

~

/Lause 1.3 (Metriikka). Kaikille tason pisteille P,Q, R on voimassa:
(1) PQ=0.

(2) PQ=0 <= P=Q.

(3) PQ=QP.

(4) PQ<PR+RQ (kolmioepdyhtdilo).

\(5) PQ=PR+RQ < RePQ.

Suunta

Suoralla ¢ on aina kaksi suuntaa. Jos toinen suunnista on valittu, on suora suunnattu. T4ll6in ‘ol-
la vidlissd’-relaatio on epdsymmetrinen: jos P — Q suunnatulla suoralla/ ja R € PQ tai Q € PR,
niin P — R. Huomattakoon, ettd suoran mitkd tahansa kaksi eri pistettd, P ja Q, madrdavat sen
suunnan. Korostettaessa suuntaa voidaan merkita Z(P, Q), kun suunta P — Q on valittu. Suun-
natun suoran Z(P, Q) jana PQ on suunnattu: P — Q, ja korostettaessa suuntaa kirjoitetaan PQ.
Suoran Z(Q, P) suunta on vastakkainen suoran Z(P, Q) suunnalle. Suunnatun janan PQ pituudel-
le kdytetddn merkintdd
PQ=—-QP,

toisin sanoen, suunnatun janan pituus riippuu etumerkiltdin valitusta suunnasta.
Esimerkki 1.2 Kun P, Q, R ovat kollineaariset pisteet suunnatulla suoralla 7, niin
PQ+QR+RP=0 eli PQ+QR+RP=0.

Tdmd on riippumatonta pisteiden P, Q, R jdrjestyksestd suoralla . Esimerkiksi, jos R € PQ, niin
Lauseen 1.3(5) mukaan PQ =PR+RQ,jasiten PQ—RQ—PR=0eliPQ+QR+RP=0. O

Lause 1.4 (Janan siirto). Olkoor {(P, Q) suunnattu suora ja r > 0 positiivinen reaalivakio.
Télldin on yksikdsitteinen piste R € ¢, jolla P — R ja PR = r. Erityisesti, jos pisteet A,X,Y
ovat kollineaariset ja AX = AY, niinX =Y.

Verrannollisuus

Esimerkki 1.3 Harjoitustehtdvdnd mainitaan seuraava jo tésséd vaiheessa todistuva tulos. Jos X
ja Y jakavat suunnatun janan AB samassa suhteessa, niin X = Y, eli suunnatuille janoille on

voimassa
AX AY

—=— = X=Y.
XB YB
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A\ a \ A

Lause 1.5. Olkoota || b || c yhdensuuntaiset suorat, joita suorat!
jal’ leikkaavat pisteissi A, A, B, B’ ja C, C’, vastaavasti. Tilldin

B\ b B’
AB  A'B \ \ ,
= . C c C
¢ 1

BC  B/C’

Lauseen 1.5 tarkoitus on vélttdd reaaliset raja-arvotarkastelut. Huomaa, ettd edelld suorien a, b
ja c jdrjestystd ei ole kiinnitetty. Esimerkiksi suora ¢ voi kulkea suorien a ja b vélissa.

Esimerkki 1.4 Kuvassa b = {(B, B’)||{(C, C’) = ¢ ja kolmas suora a
kulkee pisteen A kautta yhdensuuntaisesti suorien b ja c kanssa. Sitd
ei ole piirretty, koska A’ = A. Lauseen 1.5 mukaan

AC _AB+BC _  BC_

N - B'C’ AB'+B'C’ AC’
AB  AB AB AB’  B/C'’  A'B’’

Kulmat

Suora / jakaa tason E kahteen puoliskoon E, ja E,, joiden leikkaus on / ja unioni koko taso E.
Kaksi pistettd P,Q € E; (missd i =1 tai 2) ovat samalla puolella suoraa ¢. Aksiomatiikassa seu-
raava on Paschin aksiooma: Pisteet P, Q ¢ { ovat samalla puolen suoraal jos ja vainjos P QN{ = .
Kulma on kahden leikkaavan suoran ¢, ja £, rajoittama tason osa. Leikkaavat suorat ¢; = ¢(P, Q)
jaf, ={(P, R)jakavat tason neljddn osaan, ja siksi tarvitaan tieto miten tietty kulma luetaan.

Kulma a = ZQ PR on se tason o0sa, joka saadaan lukemalla taso vas- R
tapdivddn suunnassa Q, P, R. Suorat ¢(P, Q) ja £(P, R) ovat kulman «

kyljet. Kulma ZQP R on luonnostaan suunnattu, joten voidaan pu-

hua kahden kulman samannimisisti kyljistd (vasemmat/oikeat kyl- p

jet). Q

Usein kulma ZQ PR lyhennetddn muotoon ZP, mikéli se on asiayhteydestddn selvd; esimer-
kiksi kuvasta tai siitd, ettd kulma aukeaa monikulmion sisille.

Kulman suuruutta mitataan asteilla ja radiaaneilla. Ndiden vastaavuus on: 360° = 27r. Tdssd
360° vastaa kulmaa, joka aukeaa koko tasoon. (Mikéli halutaan erottaa kulma ZP ja sen suuruus
toisistaan, voidaan kirjoittaa £ P kulman suuruudelle. Jdljempédna tdtd merkinnéllistd erottelua
ei ole tehty.,)

Lause 1.6 (Samannimisyys). Jos kahden koveran kulman (< 180°) a ja f samannimiset
kyljet ovat yhdensuuntaiset, ovat ne yhtd suuret, a = f3.

Lause 1.7 (Kulman siirto). Olkoot a kulma ja ez Q) suora. Tillbin on olemassa yksikdsit-
teinen suora {(P, R) siten, ettdi /QPR = a.

Kulmien suuruudet lasketaan modulo 3607, ja kirjoitetaan: ZRPQ =—ZQPR, jolloin seuraa-
va tulos tarjoaa sdédnnén kulmien yhteenlaskun lisdksi my0s niiden erotukselle.
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(Lause 1.8 (Summa). ZQPR=/ZQPS+/4SPR. )

(Lause 1.9 (Oikokulma). Jos P € AB, niin /AP B =180°. )

Esimerkki 1.5 Kulman ZQPR ristikulma on ZSPT, missd P € R

SQ ja P € TR. Kahden leikkaavan suoran ristikulmat ovat yh- S

td suuret. Todetaan tdmé seuraavasti. Koska 180° = ZQPS = / P Q
T

ZQPR+/RPS,jal180° =/RPS+/SPT,niin ZQPR=/SPT. O

Kahden kulman yhtdsuuruuden tarkistamiseksi kédytetdidn seuraavaa lausetta.

Lause 1.10 (Kulmat). (1) Olkoon piste S kulmassa ZQPR. Tilloin ZQPS < ZQPR, missd
yhtdsuuruus on voimassa vain jos S € {(P, R).

(2) Olkoon piste G janalla PQ ja R ¢ ¢(P, Q). Talloin ZQPR < ZQG R, missd yhtdsuuruus on
voimassa vain jos G = P.

Suorat a ja b ovat kohtisuorassa, merkitddn a 1 b, jos niilden muodostamat kulmat ovat yhtd
suuria, eli ne ovat suoria kulmia (90°).Jos a L b ja P € b, on b normaali pisteestd P suoralle a.

(Lause 1.11 (Normaali). Normaali pisteestd suoralle on aina olemassa. )

Harjoitustehtdviksi jdd osoittaa, ettd normaali pisteestd P suoralle ¢ on aina yksik&sitteinen.
Yleisesti ura on pistejoukko, joka toteuttaa tietyt annetut ehdot. Esimerkiksi ympyré (O, r)
on niiden pisteiden ura, joiden etdisyys annetusta pisteestd O on annetun janan pituus AB =r.

Yhtenevyys

Jarjestetty jono pisteitd P, P,... P, (n > 2) on murtoviiva eli reitti, jonka sivut ovat janat P, P;,,,
i=1,2,...,n—1.Pisteet P, P,,..., P, ovat murtoviivan kirjet tai kulmapisteet.

Monikulmio T' = ¢P,P,... P, on suljettu murtoviiva P,...P,P,, P P P,
missd pisteet ovat erillisid, n > 3, ja jonka sivujen leikkauspis- 7 6

teet ovat tarkalleen P}, P,, ..., P,: kaksi sivua eivit leikkaa muual-

lakuin perédkkdisissd kidrkipisteissd. Monikulmio on tasasivuinen, P, B

jos sen sivut ovat saman pituiset, ja se on sddnnollinen, jos myos

Py
sen kirkikulmat ovat yhtd suuret.

Jokainen monikulmio I jakaa tason kahteen alueeseen: ulko- ja sisdpisteisiin. Sanotaan ettd
I' on konveksi, jos aina kun P ja Q ovat sen sisdpisteitd, samoin ovat kaikki janan PQ pisteet.

OlkootT'=QP,P,...P, jaX=0Q;Q,...Q, monikulmioita, joissa on sama maara pisteita. Tal-
I6in bijektio P; — Q; on niiden vilinen vastaavuus. Sivut P; P, ja Q;Q;,; ovat vastinsivut ja
monikulmion sisddn aukeavat kulmat ZP; ja ZQ; ovat niiden vastinkulmat. Monikulmiot I ja
ovat yhteneviit (eli kongruentit), I' =%, mikili niiden vastinsivut ovat pareittain yhta pitkét ja
vastinkulmat ovat pareittain yhta suuret.
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Geometriset konstruktiot ja tehtavit

Geometristen konstruktioiden apuvilineind ovat harppi ja viivain. Viivaimen avulla voidaan
piirtdd suora kahden annetun pisteen kautta, ja harpin avulla voidaan piirtdd ympyra annettu
piste keskipisteend ja annettu jana sdteend. Harppi-viivain konstruktioissa uusia pisteitd maa-
ratddn ympyroiden ja suorien leikkauspisteind.

Harppi ja viivain eivét ehkd tunnu kovin moderneilta vilineiltd verrattuina uudempiin elekt-
ronisiin graafisiin tydkaluihin. On kuitenkin huomattava, ettad

e Dpisteet, suorat ja ympyrit ovat edelleen geometrian peruskésitteet, joiden konstruointeihin
harppi ja viivain muodostavat pienen ty6kalupakin;

e harppi- javiivainratkaisut selittdvét ratkaisua havainnollisesti ja ratkaisujen luonne on hyvin
algoritminen.

Geometrinen (konstruktio-) tehtivi koostuu

1. Tehtivisti eli oletuksista ja vditteestd muodossa “Piirrd ...” tai “Etsi ...”;

2. Ratkaisusta, joka on harppi-viivain konstruktio, eli luettelo ohjeista, joita seuraamalla
ratkaisu 16ydetédén;
3. Todistuksesta, ettd ratkaisu on oikein.




Osal TASOGEOMETRIAN PERUSTULOKSIA

2 Kolmioiden geometriaa

Merkint6ja kolmioille

Kolme epékollineaarista pistettd A, B, C médardavatkolmion AABC, jonka kdrkipisteetovat A, B, C.
Suorat £(B, C),£(A, C) ja £(A, B) ovat sen sivusuorat. Suoran ¢(B, C) piste on

e mediaanin kantapiste M,: BM,=M,C.
o korkeussuoran kantapiste H,: (A, Hy) L {(B, C).
e kulmanpuolittajan kantapiste P,: /BAP, = /P, AC.

Vield, /B = ZC BA on kolmion kantakulma. Kulma ZABX on

kulman /B ulkokulma. - ______ c
X B Hy, PyM,

2.1 Yhtenevyys

Kolmiot A ja A’ ovat yhtenevit, A = A’, jos niiden vastinsivut ovat yhta pitkit ja vastinkulmat
ovat yhtd suuret.

Esimerkki 2.1 Monikulmio on jirjestetty joukko pisteitd ja niitd yhdistédvid viivoja, ja niinp4, for-
maalisesti ottaen, kolmiot AABC ja ABAC ovat eri monikulmioita, mutta toki vain sikili ettd
niiden kérkipisteet luetaan eri pisteestd ldhtien ja eri suuntiin (my0ta- ja vastapdivdin).

Jos AABC = ABAC, niin miéritelmédn mukainen vastaavuus on A — B, B — Aja C — C, ja
siten yhtenevyysoletuksen mukaan AC = BC, joten timéa kolmio on tasakylkinen. Vastaavasti,
jos AABC = ABCA, niin kyseinen kolmio on tasasivuinen, eli kaikki sivut ovat yhtd pitkid. 0O

Seuraava kriteeri on yleensd postulaattina aksiomaattisessa geometriassa. Eukleides perus-
teli sitd kdyttden ‘padllekkdin asettamisen’ kriteerid, joka on kuvaava mutta epdmaérdinen todis-
tusmetodi: Kaksi tason kuviota ovat yhtenevit, jos ne voidaan ‘kuvion muodon ja koon sdilyttden’
siirtdd toinen toisikseen.

[Lause 2.1 (SKS). Jos kolmion A kaksi sivua ja niiden vdilinen kulma ovat yhtd suuret kuin]

vastinosat kolmiossa \’, niin A= A

Tdhdn nojautuen etsitidn monimuotoinen kokoelma yhtenevyyskriteerejd, jotka koskevat
kolmion luonnollisia janoja ja kulmia.

Lause 2.2 (2K+S). Jos kolmion A kaksi kulmaa ja yksi sivu ovat yhtd suuret kuin vastinosat
kolmiossa A, niin A= A’.

Todistus. Olkoot ZA=/A"ja AB = A’B’ kolmioissa AABC ja AA’B’C’.Jaetaan todistus kahteen
tapaukseen sen mukaan ovatko yhté pitkit vastinsivut annettujen kulmien vilissa vai eivit.

(KSK) Oletetaan /B = /B’. Lauseen 1.4 mukaan suoralla Z(A, C)
on yksikisitteinen piste G, jolle AG = A’C’. (Piste G voi to-
ki olla sivun AC jatkeella eli C € AG.) Kriteerin (SKS) mukaan
AABG = AA’B’C’, ja ndin ollen ZGBA = ZC’B’A’. Oletuksen
mukaan /B = /B’ joten /B = ZGBA, misti G = C seuraa
lauseen 1.10 mukaan.
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(KKS) Tapauksen, jossa ZC = ZC’, todistus on samanlainen kuin
edelld. Vdite seuraa jélleen lauseesta 1.10. O

A

Esimerkki 2.2 Osoitetaan, ettd kolmio AABC on tasakylkinen tarkalleen silloin kun sen kaksi
kantakulmaa ovat yhtd suuret.

Oletetaan ensin, ettd kolmiossa AABC on ZA=/B.Koska AB=BA, on AABC = ABAC (KSK)
ja eritoten AC = BC. Niinp4 kolmio on tasakylkinen. Toisaalta, jos kolmio AABC on tasakylki-
nen, AC = BC, niin AABC = ABAC (SKS) ja siten myos ZA=/B.

Tadstd tuloksesta seuraa my®ds, ettd kolmio AABC on tasasivuinen jos ja vain jos sen kaikki kan-
takulmat ovat yhtd suuret. O

Esimerkki 2.3 Osoitetaan, ettd pisteelle P on voimassa AP = BP jos ja vain jos P on janan AB
keskinormaalilla.

Olkoon M janan AB keskipiste. Ensinnd jos ¢(P, M) on keskinormaali, niin AAMP = ABMP
(SKS), ja erityisesti AP = BP. Toisaalta jos AP = BP, niin APAB on tasakylkinen, ja edeltdvin
esimerkin mukaan siind ZA = /B ja siten AAM P = ABM P (SKS). Siis ZPMA=/BMP (=90°),
ja niinpd ¢(P, M) on keskinormaali. O

(Lause 2.3 (SSS). Jos kolmioiden A ja A’ vastinsivut ovat yhtd pitkdt, niin A= A’. )

C
Todistus. Olkoot AABC ja AA’B’C’ kyseiset kolmiot ja P piste,

jolle ZPAB = /A’ ja AP = A’C’ kuten kuvassa. Kriteerin (SKS) no-
jalla on AABP = AA’B’C’. Nyt AC = AP (= A’C’), joten AACP
on tasakylkinen. Esimerkin 2.2 mukaan ZACP = ZCPA. Vastaa- M
vasti /PCB=/BPC.

Kulmien yhteen- tai vihennyslaskun tuloksena saadaan ZACB =
ZBPA,jasiis AABC = AABP (SKS). Siten myos alkuperdiset kol-
miot ovat yhtenevit. O p

Seuraavat tulokset kolmioille jadvit harjoitustehtéviksi.

Lause 2.4 (SMS). Jos kolmion A yhdestd kérkipisteestd ldhtevdit sivut ja mediaani ovat yhtd
pitkdit kuin vastinosat kolmiossa A', niin A= A’.

(Lause 2.5 (HHH). Jos kolmioiden A ja A’ vastinkorkeusjanat ovat yhtd pitkit, niin A= A, )

Seuraava kriteeri todistetaan parhaiten kdyttden kolmion merkillisid pisteita.

(Lause 2.6 (MMM). Jos kolmioiden A ja A’ vastinmediaanit ovat yhtd pitkdt, niin A = A’. )

Kulmanpuolittajia koskeva kriteeri on selvésti vaikeampi kuin edeltavét kriteerit.

[Lause 2.7 (PPP). Jos kolmioiden A ja A’ vastaavat kulmanpuolittajat ovat yhtd pitkdit, niin]
A=A,
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Suunnikassaannot

Lauseen 1.10 ja paralleeliaksioman avulla todetaan helposti:

Lause 2.8. Leikatkoon { suoria a ja b. Tdlloin seuraavat ¢
kohdat ovat yhtdpitdvid (katso kuvaa):

a a
M allb @2 a=p @) a=y. Y\\K
Y

Kulmien «a ja  sanotaan olevan samankohtaisia. b \%
Todistus. Harjoitus. O

a C
CLause 2.9. Kolmion kulmien summa on 180°. )

Todistus. Olkoon a suora, jolle al|{(A, B) ja C € a. Talléin
lauseen 2.8 mukaan kuvan kulmat ovat pareittain yhta suuret.

0 A B

/% 2.10 (Suunnikas). Seuraavat nelikulmiota koskevat ehdot ovat yhtdpitdvdt:
(1) vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset,
(2) vastakkaiset sivut ovat yhtd pitkiit,
(3) vastakkaiset kulmat ovat yhtd suuret,

(4) kaksi vastakkaista sivua ovat yhtd pitkdt ja yhdensuuntaiset,

\(5) lavistdjdt puolittavat toisensa.

Lauseen ehdot tayttdvaid nelikulmiota kutsutaan suunnikkaaksi.

Todistus. Todistetaan, ettd ehto (2) seuraa ehdosta (1). Muut jdavat harjoituksiksi.

Olkoon QABC D nelikulmio, jossa AB||DC ja AD || BC. Tal- D ¢
16in ZADB = ZCBD ja ZBDC = /D BA lauseen 2.8 mu-
kaan, ja siten AABD = ACD B (KSK). Néin ollen monikul-
mion vastakkaiset sivut ovat yhtd pitkat. O A B

A
Esimerkki 2.4 Olkoot A ja B kaksi puhelinkeskusta, jotka sijait- X

sevat tasalevyisen kanaalin eri puolilla. Etsi lyhin reitti kaapelille,
joka yhdistda keskukset, kun kaapelin tulee alittaa kanaali kohti-

suorasti.

Ratkaisua varten tdydennetddn AAXY suunnikkaaksi 0AX Y A’.

B
Talloin X
B

—a

Madrad A’, ja piirrd suora £(A’, B), jolloin leikkauspiste rannan kanssa on vaadittu kaapelin ali-
tuspaikka Y. Sitten piste X méardytyy yksiselitteisesti. O

AX+XY+YB=A'Y+AA +YB.

Reitti on siis lyhin kun A’Y + Y B on pienin, silld AA” on vakio.
Kolmioepidyhtdlon mukaan A’Y + Y B > A’B, joten ratkaisu on:
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2.2 Yhdenmuotoisuus
Kolmiot A=AABC ja A’ = AA’B’C’ ovat yhdenmuotoiset, merkitdidn A ~ A’, jos niiden vastin-
kulmat ovat yhté suuret ja vastinsivut verrannolliset, eli

AB _ AC _ BC
A’'B’ - A’C’ B/'C’’

Tissd vakio A = #2, on verrannollisuuskerroin. Todetaan helposti, etti relaatio ~ on transitii-

vinen. Oletetaan, etti AABC ~ AA'B'C’ ja AA'B'C’ ~ AA"B"C". Jos 48 = A, ja &5, = 1,,
niin

AB _AB AB

A"B” ~ A'B’ AVB'

joten kolmioiden AABC ja AA” B” C” verrannollisuuskerroin on A; A,.

l)('2r

Lause 2.11. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdviit kolmioille A= AABC ja A = AA’B’C’.
(H)A~A.
(2) Kolmioiden A ja A’ kaksi vastinkulmaa ovat yhtdi suuret.

(3) Kolmioiden A ja A’ vastinsivut ovat verrannolliset.

Todistus. Méiritelmén nojalla ehdosta (1) seuraa ehdot (2) ja (3). Osoitetaan sitten ettd (1) seu-
raa ehdosta (2) ja my6s ehdosta (3).

C
Olkoot G € ((A,B)ja P € {(A, C), joille A’B’ = AG ja (G, P)||¢(B, C).
Lauseen 1.5 (missd A= A’) mukaan on
P
AG AP
AB  AC G
A B

jalisdksi kolmioiden AABC ja AAG P kaikki vastinkulmat ovat yhtd
suuret, koska ¢(B, C)||4(G, P).

Oletetaan nyt ettd ehto (2) on voimassa. Tdlloin kolmioiden AABC ja AA’B’C’ kaikki vastin-
kulmat ovat yht4 suuret lauseen 2.9 mukaan, ja siis AA’B’C’ = AAG P (KSK). Néin ollen

A'B’

AB _AG AP _A'C’
AB  AB AC AC’
Symmetrisesti voidaan osoittaa, ettéd
A'B" B'C’
AB  BC
ja ndin ollen ehdosta (2) seuraa (1) ja samalla (3).



2.2 Yhdenmuotoisuus 14

Oletetaan sitten ettéd ehto (3) on voimassa. Nyt AABC ~ AAG P, silld niilld kolmioilla kaksi
vastinkulmaa ovat yhtd suuret, ja mehdn tiedimme jo ettd ehdosta (2) seuraa (1). Saadaan

A'B" AB AG A'B’

A'C’ AC AP AP

)

missd viimeinen yhtil6 seuraa valinnasta A’B’ = AG. Néin ollen A’C’ = AP, ja vastaavasti ngh-
ddin, ettd B'C’ = GP. Nyt AA'B’C’ = AAGP (SSS). Koska AAGP ~ AABC, niin AABC ~
AA'B'C’. O

Yleisesti jokaista yhtenevyystulosta vastaa yhdenmuotoisuustulos: Sivujen yhtédpituus korva-
taan vain niiden verrannollisuudella. Edellinen lause on (SSS~)-tulos. Kriteerid (KSK) vastaava
yhdenmuotoisuustulos on pelkké (KK)-kriteeri.

Lause 2.12 (SKS~). Jos kolmioissa AABC jaAA’B’C’ on/B=/B’ ja

AB _ BC
A’B’  B/'C’

)

niin AABC ~AA'B'C’.

Todistus. Muutetaan edellistd todistusta niin, ettd kdytetddn kriteerida (SKS) todentamaan, ettda
AA’B’C’ = AAG P. Tami ja4 harjoitustehtavaksi. |

Esimerkki 2.5 Sylvester esitti 1893 seuraavan ongelman: Onko olemassa sellaista dérellistd epd-
kollineaaristen pisteiden joukkoa 22, ettd kun pisteparit yhdistetddn suoriksi, niin kullakin suo-
ralla on ainakin kolme pistettd. Gallai (1933) ratkaisi ensimmdisend Sylvesterin ongelman: Syl-
vesterin joukkoa & ei ole olemassa. Seuraava melko yksinkertainen todistus on perdisin Kellyltad
(1986).

Olkoon & ddrellinen epdikollineaarinen pisteiden joukko. Télloin on ainakin yksi suora, johon
kuuluu tarkalleen kaksi joukon & pistetté.

Todistusta varten olkoon d(C, /) pisteen C etdisyys annetusta suorasta ¢, eli d(C,{) on nor-
maalin C C’ pituus, missd C’ € (.

Jos suoralle ¢ kuuluu kaksi joukon & pistettd, niin on piste P € £, r
jolle P ¢ (. Téllaisia pareja (P,£) on vain ddrellinen maarj, sillda & I
on ddrellinen. Valitaan pari (P, £), jolle d(P,£) on pienin mahdollinen. Y :
Vditetddn, ettd suoralla ¢ on vain kaksi joukon & pistettd. Olkoon P’ \ I_:
pisteen P € 22 normaalin kantapiste suoralla £. A B p’ ¢

Todetaan, ettd jos suoralla ¢ on vdhintddn kolme joukon & pistettd, on niistd ainakin kaksi, sano-
kaamme A ja B, samalla puolen suoraa {(P, P’). Oletetaan, ettd B € AP’, ja olkoon BY normaali
suoralle £(P, A). Talloin AAP’P ~ AAY B (KK), ja siis

PP’ AP AP
= <

= <<,
BY AB ™ AP

miki antaa ristiriidan d(B,£(A,P))=BY < PP’. O
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Kulmanpuolittajat

Lause 2.13 (Kulmanpuolittaja). Kolmion kulmanpuolittaja ((A, P) jakaa vastakkaisen si-
vun viereisten sivujen suhteessa:

AP AC
PB  BC’
C
Todistus. Olkoon P = P; kulman ZC puolittajan kantapiste. Piirretddn
jana BE||CA, missd E € ¢(C, P), jolloin ZPCB = ZACP = /BEP ole- B
tuksen ja yhdensuuntaisuuden takia. Ndin ollen AE C B on tasakylkinen,
BC = BE.Koska AAPC ~ ABPE (KK), niin AP
AP _AC _AC
PB~ BE BC’ E

mika olikin viite. O

Edeltdvi lause on voimassa my6s kolmion ulkokulmien puolittajille.

Lause 2.14. Olkoon AABC kolmio, jossa LA # /B. Tilloin sen kdrjen C ulkokulman puolit-
tajasuora jakaa vastakkaisen sivun viereisten sivujen suhteessa:

AP _AC

BP BC’

cs
Todistus. Olkoon p kérjen C ulkokulman puolittajasuora. Nyt P
p eiole yhdensuuntainen suoran (A, B) kanssa, silld oletuksen

mukaan ZA # /ZB. Muutoin todistus on edeltivin kaltainen. A B

Kyseeseen tulee kaksi tapausta: ZA < /B ja ZA > /B. Jalkimmdiinen tapaus palautuu symmetri-
aan nojautuen ensimmadiseen. O

Esimerkki 2.6 Jos piste P valitaan janalta AB siten, ettd
AB AP
AP PB’
niin janalle AB on suoritettu kultainen leikkaus. Kun AB =1 ja AP = x, niin kultaisessa leik-

kauksessa 1/x = x/(1— x), ja siten x? + x —1 = 0. Ratkaisemalla todetaan, ettd x = (v/5—1)/2 =
0.61803.... Luku ¢ = x + 1= x"! = 1.61803... esiintyy monissa yhteyksissd matematiikassa.

o Sddnnollisen 5-kulmion halkaisijan suhde sivuun on .
e Maiiritelldén Fibonaccin luvut® f;, i =0,1,2,..., ehdoista f, =0, fi=1]ja

fin=fit fir,

! Fibonacci eli Leonardo Pisalainen (n.1175 — 1250)
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jolloin saadaan jono lukuja: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,..., jotka ndkyvat Turun ydssd Energia-
laitoksen piippua koristamassa. Raja-arvo lim f; ;/f; on ¢.
e Luku yp toteuttaa ketjumurtolukukehitelmén:

p=1+
1+

1
1+--

Samoin saadaan

g0:\/1+\/1+\/1+\/1+...

Stewartin lause

Pythagoraan? lauseelle on esitettivissi lukuisia erilaisia todistuksia, katso esimerkiksi web-sivulle
http://www.cut-the-knot.com.

Lause 2.15 (Pythagoras). Olkoon AABC suorakulmainen, ZC =90°. Tilloin

AB? = AC?+ BC?.

Todistus. Merkitdian D = H. Kriteerin (KK) mukaan B
AABC ~AACD ~ACBD
ja siis
AD AC . DB CB
—=— ja ——=—.
AC aB ' CB AB
Niin ollen AB> = AB(AD + DB)= AB-4<+CE — 4c24. CB2. O

Pythagoraan lause on voimassa my6s kiddntden, mutta tdma jaa harjoitukseksi.

CLause 2.16. Jos kolmiossa AABC on AB%? = AC?+ BC?, niin ZC =90°. )

Seuraava Stewartin kaava yleistdd Pythagoraan lauseen. Se on kéyttokelpoinen geometrian
laskennollisissa ongelmissa. Huomaa, ettd pisteiden A, B, C jdrjestystd suoralla ei ole kiinnitetty.

(Lause 2.17 (Stewart 1746). Olkoot pisteet A, B, P kollineaariset\
ja C jokin tason piste. Télloin

CA?>-BP + CB?> PA+ CP?>-AB + AB-BP-PA=0

tai kuvan merkinnoin

, S-a’+r-b?
tP=—————sr.

\_ S+r )

Todistus. (1) Tapaus C €{(A, B) on laskennollinen harjoitus.

2 Pythagoras (n.580 — 500 eaa)
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C

(2) Kun C ¢ ¢(A, B),niin CA>= AH?>+HC? CB?>=BH?*+HC?,
CP?=HP?+HC? jaAB+BP+PA=0. Viitteen kaavan vasen

puoli tuottaa
A H P B

(AH?>.BP+HC? -BP)+(BH?*-PA+HC? PA)+(PH?* AB+HC? AB)+AB-BP-PA
=(AH?-BP + BH?*-PA+PH?*-AB + AB-BP-PA)
+ (HC*-BP+HC?*-PA+HC?*AB)=0+0,

missd siis H € (A, B) ja siten viite seuraa kohdasta (1). O

Esimerkki 2.7 Sovelletaan Stewartin kaavaa kolmion AABC kirki-

pisteisiin ja mediaanin kantapisteeseen M. Olkoon m = C M. Saa-
daan
1 1 b/ m a
m=\| -(a2+b2)——c2.
2 4 r r
Ndin mediaanin pituus on laskettu sivujen pituuksien avulla. O A c=2r B

Esimerkki 2.8 Harjoitustehtdvidni on osoittaa, ettd kolmion kulmanpuolittajan pituus voidaan
laskea sivujen pituuksien avulla:

C

Olkoot a, b, ¢ kolmion AABC sivujen pituudet, ja p sen kulman-
puolittajan pituus sivulle AB. Talloin

’”:\Jab(l_(afb)z)‘

Erityisesti tdimén avulla voidaan todistaa Steiner-Lehmusin tulos: Jos kolmion AABC kaksi
kulmanpuolittajaa ovat yhtd pitkdt, on kolmio tasakylkinen. O

2.3 Konsyklisyys

Olkoon w = w(0O, r) ympyr4, ja pisteet A, P, B € w sen kehdlld. Kulma ZBPA on kehdkulma. Sitd
vastaava keskuskulma on ZBOA.

CLause 2.18. Ympyridn kehdkulma on puolet vastaavasta keskuskulmasta. )

Todistus. Oletetaan ensin, ettd kehdkulman a = ZB PA toinen kylki, sanokaamme P B,

on ympyran «(O, r) halkaisija, jolloin vastaava keskuskulma on 3 = A
/BOA. Kolmio AOAP on tasakylkinen, joten ZPAO = a. Nyt

20=180° —(180° — )= f3 . 2 . B

Toisaalta jokainen kehdkulma ZC PA voidaan esittdd kahden kul- N,
man summana tai erotuksena, missd apukulmien toiset kyljet ovat
halkaisijalla. o

Koska samaa kaarta vastaavilla kehdkulmilla on sama keskuskulma, seuraava lause on voi-
massa.
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CLause 2.19. Samaa kaarta vastaavat kehdkulmat ovat yhtd suuret. )

Jos ympyrd w kulkee monikulmion T kdrkipisteiden kautta, sanotaan sitd monikulmion I' ym-
péri piirretyksi ympyriksi. Tall6in I’ on konsyklinen.

[Lause 2.20. Jokainen kolmio AABC on konsyklinen, eli w(A, B, C) on yksikdsitteisesti méiéi—]
Tatty.

Todistus. Olkoon O sivujen AB ja AC keskinormaalien leikkaus-
piste. Talloin AAOMg = ACOMp (SKS), ja siten OA = OC. Sa-
moin OA = OB, joten OB = OC ja O on my®6s janan BC keski-
normaalilla. Siis w(O, OA) kulkee kolmion kérkipisteiden kautta.
Yksikésitteisyys on ilmeinen, silld ympyréan keskipisteen on olta-
va sivujen keskinormaaleilla. O A M c B

Lause 2.21. Olkoot A, B, C epdkollineaariset pisteet, ja D sa-
malla puolen suoraa {(A, B) kuin C. Tilloin /ACB = ZADB

D/
Q)
jos ja vain jos D € w(A, B, C). e
Todistus. Olkoon D’ € w(A, B, C) suoralla £(A, D) kuten kuvassa. A
Lauseen 1.10 mukaan D = D’, josta viite seuraa, silli D’ ja C vas- B
taavat samaa kaarta. |

Seuraava tulos on nyt selva.

Lause 2.22. Olkoot AB ympyrin w halkaisijaja P ¢ (A, B) tason piste. Till6in P on ympyrdin

w kaarella AB (vastapdiiviidin luettuna) jos ja vain jos /BPA =90°.

Lause 2.23. Nelikulmio QABC D on konsyklinen jos ja vain jos LA+ /C = 180° jos ja vain jos
/ZB+/D =180°.

Todistus. Nelikulmion kulmien summa on 360°. (Todetaan jakamalla se kahteen kolmioon 14-
vistdjan avulla.) Taten ZA+ ZC =180° jos ja vain jos ZB + /D =180°.

(=) Kehi- ja keskuskulmia koskevan tuoksen mukaan ZA+ ZC =180°.

(«) Piirretddn ympyra w(A, B, C). Télloin janne AC ndkyy pisteen B vastakkaisen kaaren AEC
jokaisesta pisteestd kulman 180° — ZB = /D suuruisena. Lauseen 2.21 mukaan myos D on kaa-
rella AEC. O

Lause 2.24. Olkoot P piste, w ympyrd sekdl(P, A, B) jal(P,C, D)
suoria, missé A, B,C,D € w, niin

PA-PB=PC-PD.

A B
Téisséi vakio PA- P B on pisteen P potenssi ympyrdn « suhteen. P U

Todistus. Viite seuraa yndenmuotoisuudesta AAPD ~ACPB. O

Huomattakoon, ettd jos E on tangenttipiste (eli edelld E = C = D ja {(P,E) L {(O, E)), niin
tulos on yhi voimassa. Niinp# pisteen potenssi on PE?2.
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Lause 2.25 (Ptolemaios). Jos QABC D on konsyklinen nelikulmio, niin

AB-CD+AD-BC=AC-BD.

Todistus. Etsitddn piste E € BD niin, ettd ZDAE = ZCAB. Tilloin

ADAE ~ACAB ja AAD C ~ AAE B. Néin ollen A
AD ED AB EB B
—=— ja —=—.
ca_BC ™ ac”DcC
Yhdistdmalld ndmé& saadaan viite, D
C

AB-CD+AD-BC=AC-(BE+ED)=AC-BD. O

2.4 Konstruoituvuus

Tehtivi 1. (1) Siirrd annettu kulma ZABC annetulle suoralle £(R, S) sen pisteeseen R.
(2) Puolita annettu kulma.

(3) Puolita annettu jana.

(4) Piirrd suoralle normaali sen annettuun pisteeseen.

(5) Piirrd suoralle normaali sen ulkopuolella olevan pisteen kautta.

(6) Piirrd annetun pisteen kautta suora, joka on annetun suoran suuntainen.

Ratkaisu. Ratkaistaan (1); muut ovat harjoitustehtévia.

Tehtédvissi (1) on siis konstruoitava piste P, jolle ZSRP = ZABC. Merkitdidn r = AB.
1. Piirrd w; = w(B, r). Olkoon E = w; N¢(B, C), ja merkitddn s = AE.

2. Piirrd w, = w(R, r)jaolkoon T = w, N{(R, S).

3. Piirrd w3 = w(T, s) ja olkoon P € w, N ws.

Tall6in ZT R P on vaadittu kulma.

w3

Todistus. Kriteerin (SSS) nojalla AABE = ATRP,sila BA=BE=r=RP=RTjaAE=s=TP.
Tdten ZABC = ZT R P vastinkulmina. O

Geometrisen tehtdvin ratkaisu on algoritmi (ohjelma), joka kertoo miten tehtdva ratkaistaan
askel askeleelta. Tdllaisessa ratkaisussa voidaan kayttdd hyvaksi jo aikaisemmin ratkaistuja teh-
tdvid ikddn kuin alirutiineina. Esimerkiksi ratkaisussa voi kdyttdd askelta: “Piirrd normaali suo-
ran {(A, R) pisteeseen P", koska edeltdvin tehtdvdn mukaan tiedetddn miten tima konstruktio
tarkalleen tapahtuu.

Moniaskelisissa ratkaisuissa on hyvd piirtdd vilivaiheet erikseen selkeyden vuoksi. My6s apu-
kuviot ja esimerkkiratkaisut ovat hyodyllisia.
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C
Esimerkki 2.9 Etsi kolmion AABC sivuilta AB ja AC pisteet P Q
jaQ,joille PB=PQjaPQ| BC.
A p B
Ratkaisu. 1. Valitse piste R suoralta {(A, B), japiirrdsuoraa || ¢(B, C) a C

sen kautta.

2.Etsi Sea, jolle RS=RB.

3. Piirrd suora ¢(B, S) ja olkoon Q ={(B, S)N{(A, C).

4. Piirrd pisteen Q kautta suora £(Q, P) || £(C, B), missd P € £(A, B).

4. Téallgin pisteet P ja Q antavat vaaditun ratkaisun.

Todistus. Koska ¢(P,Q) || £(R,S), niin ABQP ~ ABSR, jasiten PB = PQ. |

Tehtivi 2. Olkoot janat AB ja CD annettuina (yksikkdjanan ohella).
(1) Etsipituutta AB+ CD oleva jana.
(2) Etsipituutta % oleva jana, missd k on luonnollinen luku.
(3) Etsipituutta AB - CD oleva jana.
(4) Etsipituutta % oleva jana.
(5) Etsi pituutta v'AB oleva jana.

Ratkaisu (1). Olkoon E €{(A, B),jolle BE=CD jaB€ AE.Nyt AE=AB+CD.
Todistus. Selva. O

Ratkaisu (2). Harjoitus.

Ratkaisu (3). Olkoon I € {(A, B) niin, ettd AI = 1. (Kuvassa on ta- B X
paus I € AB.) Piirretddn suora ¢ # £(A, B) niin, ettd A € £. Olkoon
E €/ piste, jolle CD = AE. Piirretddn suoran (1, E) suuntainen suo-
raf(B,X), missd X €{. Talloin AX on kysytyn pituinen jana. A B
1
Todistus. Tassa AAIE ~ AABX, jossa Al = 1. Vdite seuraa verrannollisuudesta. O
Ratkaisu (4). Harjoitus. (Muuta hieman edellistd konstruktiota.)
X
Ratkaisu (5). Olkoot C € {(A, B) niin ettd B € AC ja BC =1.
Puolita jana AC. Olkoon puolituspiste O. Piirrd w = w(O, r),
missd r = OA, janormaali a suoralle /(A, B) sen pisteeseen B. A L4 ¢
Kun X € wna, on BX kysytyn pituinen jana. O B

Todistus. Sovelletaan Pythagoraan lausetta kolmioon AOBX.
Tdssd OX =(AB+1)/2 on ympyrédn w sdde, ja OB =(AB—1)/2.
Vidite saadaan sitten laskemalla BX. O

Sanotaan, ettd reaaliluku x on konstruoituva, jos on olemassa geometrinen (harppi-viivain)-
konstruktio, joka tuottaa pituutta x olevan janan yksikk6janasta ldhtien. Kaikkia jananpituuksia
ei voida konstruoida harpin ja viivaimen avulla.
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Edellisid tehtdvid yhdistelemaélld todetaan, ettd operaatiot summaus, tulo, jako ja nelidjuu-
renotto sdilyttavit konstruoituvuuden. Esimerkiksi, jos janat AB ja C D ovat annettuina, voidaan
geometrisesti konstruoida jana, jonka pituus on % -+/AB2+ CD. Seuraava tulos voidaan todistaa
kuntalaajennusten avulla.

Lause 2.26. Luku x on konstruoituva jos ja vain jos se saadaan yksikkdjanasta rationaalisin
operaatioin (+,—, /,*) kdyttden neliéjuurenottoa.

Esimerkiksi janaa, jonka pituus on /2 ei voida geometrisesti konstruoida. Lauseen 2.26 no-
jalla on my6s geometrisesti mahdotonta (1) jakaa mikd tahansa kulma kolmeen yhtéd suureen
kulmaan; (2) konstruoida neli, jonka ala on sama kuin annetun ympyrén ala.



3 Merkilliset pisteet ja alat

3.1 Menelaus ja Ceva

Menelauksen ja Cevan'! lauseet koskevat kollineaarisuutta ja konkurrenssia, eli ongelmaa, mil-
loin kolme pistettd ovat samalla suoralla ja milloin kolme suoraa leikkaavat yhteisessi pisteessd,
vastaavasti.

Tassd kappaleessa janat oletetaan yleensd suunnatuiksi.

Sanotaan, etti eri pisteet R, S, T ovat kolmion AABC sivusuorilla, jos R € (A, B), S € {(B, C),
T €/{(C, A). Erityisesti nima pisteet eivit ole kérkipisteitd A, B, C.

Lause 3.1 (Menelaus). PisteetR,S, T kolmion AABC ¢
sivusuorilla ovat kollineaariset jos ja vain jos T
AR BS CT _ " S
RB SC TA R
A B

Tédssd kolmio AABC kierretiitn A R—B—-S—C —>T — Aja
kaavan (suunnatut) janat kerdtddn matkan varrelta: | | /|.

Todistus. (=) Oletetaan ensin, ettd pisteet R, S, T ovatkollineaariset, ja piirretddn suora b ||¢(R, S, T)
niin, ettd B € b. Olkoon P ={(A,C)Nb.

Lauseesta 1.5 seuraa, ettid C
AR AT BS PT T
_—— a —_— =,
RB_ TP * sc”TC S
pP
ja siten
AR BS CT AT PT CT A

[ —_— e =—1. B R

(<) Oletetaan, ettd Menelauksen kaava toteutuu pisteille R, S, T. Olkoot a = ¢(R,S)ja T’ =
an/{(A, C).Pisteet R, S, T” ovat kollineaariset, joten edeltdvin kohdan mukaan

AR BS CT' _
RB SC T'A
joten oletuksesta saadaan
CT CT’
TA T/A°
Esimerkin 1.3 mukaisesti T = T’, ja viite on todistettu. O
SWT
C
Menelauksen lauseessa yksi kollineaarisista pisteistd R, S, T on
kolmion ulkopuolella — mahdollisesti kaikki kolme. R
A B

I Menelaus n.100; Ceva 1678



3.1 Menelaus ja Ceva 23

C
Lause 3.2 (Ceva). Olkoot pisteet R,S, T kolmion AABC

sivusuorilla. Tilloin suorat ((A,S), {(B,T), {(C,R) ovat
konkurrentit jos ja vain jos

AR BS CT _

a2 2L
RB SC TA A R B

Todistus. (=) Olkoon X kyseisten suorien yhteinen leikkauspiste.
Sovelletaan Menelauksen lausetta tapauksiin (AABT, ¢(R,X,C))ja (ABCT, ((S, X, A)):

AR BX TC ¢
=] (3.1)
RB XT CA

T S
BS CA TX
— .= .—=1. (3.2)
SC AT XB A R B

Kertomalla nama yhtélot keskenddn saadaan Cevan kaava.

(<) Oletetaan, ettd Cevan kaava on voimassa, ja merkitian X = ((C,R)N{(B,T) ja S’ =
L(A, X)NL(B, C). Todistuksen alkuosan mukaan

AR BS' CT _
RB S'C TA '
joten oletuksen nojalla
BS" BS
$’C SC”
Esimerkistd 1.3 seuraa viite, eli S = S, O

Huomaa, ettei Cevan lauseessa oleteta, ettd pisteet R, S, T
olisivat kolmion sivujanoilla. Ne saattavat olla sivusuorilla
kolmion ulkopuolella. R A

Jatketaan hieman Cevan lauseen todistusta. Huomaa etti lauseessa on nyt summaus.

Lause 3.3 (Van Aubel 1878). Olkoot pisteet R,S, T kolmion AABC sivusuorilla siten, ettd
((A,S), U(B, T), ¢(C, R) ovat konkurrentit leikaten pisteessi X . Tilldin

BX_BR+BS
XT RA SC’

Todistus. Yhtiloistd (3.1) ja (3.2) seuraa

BX TC BR , BX AT BS

—_——— = a —_—— =,

XT AC _RA " XT'acTsc
mistd laskemalla yhteen saadaan

BX mT+Tcy_BR+Bs
XT AC  RA SC’

ja ndin ollen vdite on todistettu. O
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3.2 Kolmion merkilliset pisteet

Lause 3.4 (Painopiste). Kolmion AABC mediaanit leikkaavat pisteessd G . Tamd painopis-
te toteuttaa ehdon
AG =2 GMA .

Luonnollisesti myés BG =2-GMp ja CG =2-G M muille mediaaneille.

Todistus. Konkurrenttisuus seuraa Cevan lauseesta, C

BM, CMy AMc _
M4uC MgA McB Mg M,

ja tarkennus van Aubelin lauseesta,

AG  AM¢ | AM;
GM, McB MzC

:2. A MC B
O

Esimerkki 3.1 Osoitetaan, ettd kolmion mediaanien pituudet madradvit kolmion: Olkoot an-
nettuna kolmion A mediaanien pituudet my, mp, mc. Konstruoidaan kolmio AABC, joka on
yhteneva kolmion A kanssa.

Tatd varten tarkastellaan kolmiota AABC, joka on vield meil-
le tuntematon. Olkoon piste P € £(A, M,), jolle GMy = M4P.
Talloin ¢CG BP on suunnikas, silld sen lavistdjit puolittavat
toisensa. Nyt GM- = PB/2 (= CG/2),silla GMcs = CM¢/3 ja
CG=PB.

Painopiste G on ympyrodiden w(B,2mg/3)ja w(P,2m,/3) leikkauspiste. Kolmio AG BP voidaan
siten konstruoida, kun jana B P ensin valitaan. Sivujen pituudet ovat

GP=2mA/3, GBZZmB/?), BP=2mC/3

Ndin ollen my6s suunnikkaan kdrki C on konstruoitavissa, ja sen jalkeen helposti my6s kolmion
piste A. O

Seuraava tulos on uudelleen Lause 2.20.

Lause 3.5 (Ympiri piirretty ympyrd). Kolmion A sivujen keskinormaalit leikkaavat pis-
teessd O, joka on kolmion ympdiri piirretyn ympyrdn A(A, B, C) keskipiste.

Kumma kylld, Eukleides ei mainitse korkeussuorien konkurrenttisuutta. Ensimmaéinen todis-
tus sille lienee Chapplen kisialaa vuodelta 1749. Tuloksen tarkennus on periisin Eulerilta.?

Lause 3.6 (Ortosentri). Kolmion AABC korkeussuorat leikkaavat pisteessd H . Lisciksi orto-
sentri H, painopiste G ja ympdiri piirretyn ympyrdn keskipiste O ovat kollineaariset ja

HG=2-GO.

Suoral(H, G, O) on Eulerin suora.

2 Euler (1707 - 1783)
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Todistus. Jos AABC on tasasivuinen, niin O = G = H. Oletetaan siis, ettd CA # CB, jolloin
G # O. Merkitddn lyhyesti M = M. Olkoon R piste suoralla (O, G) niin, ettd RG=2-GO.

Osoitetaan, ettd R = H. Lauseen 3.4 mukaan G € CM ja CG =
2-GM. Oletuksen mukaan RG = 2- GO, ja siten ACGR ~
AMGO, jolloin ZCRG = ZM OG. Siten £(O, M)||£(C, R). Kos-
kapaf(O,M) L {(A, B), myos{(C,R) L{(A, B),elif(C, R)onkor-
keussuora. Aivan samoin muut korkeussuorat kulkevat pisteen

R kautta, ja niinpd R = H on kuten vaadittu. O

Esimerkki 3.2 Ortosentrin olemassaolo seuraa myods Cevan lauseesta: Kriteerin (KK) mukaan

AABHg ~ AACH;, ABAH, ~ ABCH., ACBHg ~ ACAH,, ja siten c
AH; _AC BHy BA CHz CB
HzA BA’ HsB CB’ H,C AC’ Hp
joten Hy

AHc BH, CHz AC BA CB
HcB H,C HzA BA CB AC

ja siis Cevan lause todistaa véitteen. O

=1, H

Jos kolmio AABC ei ole terdvikulmainen, on sen ortosentri
kolmion ulkopuolella.

Kolmion AABC ortokolmio on Ay = AH,HgH¢, jonka kérki-
nd ovat korkeusjanojen kantapisteet.

Esimerkki 3.3 Osoitetaan, ettd terdvidkulmaisen kolmion A korkeusjanat ovat ortokolmion Ag
kulmien puolittajat. Todetaan ensin, ettd nelikulmiot 0 AH- H Hg ja ) BH, H H ovat konsykliset.

Niissd ZHg + /H: =180° ja ZHc + ZH4 =180°. Samaa
kehii vastaavina kehdkulmina

ZHAHB :ZHHcHB ja ZHABH:ZHAHcH

Toisaalta AAH Hg ~ ABH H, (KK), ja siten ZHAHp =
/H,BH, misti viite seuraa. O

Sanotaan, ettd ympyrd w on monikulmion I sisdédn piirretty ympyri, jos se sivuaa kaikkia
kulmion I sivujanoja.

Lause 3.7 (Sisddn piirretty ympyrd). Kolmion kulmien puolittajat leikkaavat pisteessd I,
joka on kolmion sisdcin piirretyn ympyrén keskipiste.
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Todistus. Kulmanpuolittajia koskevan lauseen 2.13 mukaan

BP, CPy AP AB BC AC _

- 1,
P.C PsA PoB AC AB BC Py Pa

jolloin konkurrenttisuus seuraa Cevan lauseesta. I
Jokaisen pisteen X € £(A, P,) etdisyys suorista £(A, B) ja {(A,C) A /P B
on yhtd suuri. Tiaten pisteen I etdisyys sivuista on sama, eli / ¢

on sen ympyrén keskipiste, joka sivuaa kolmion AABC sivuja. O

Esimerkki 3.4 (Feuerbach 1822). Ympyrd w, joka kulkee kol-
mion AABC mediaanien kantapisteiden M4, Mg, M kautta,
kulkee my6s korkeusjanojen kantapisteiden Hu, Hg, H¢ ja ja-
nojen AH, BH, CH keskipisteiden Ty, Ty, T¢ kautta.

Todistus. Tassa ABHC ~ ABTgM, (SKS~), joten £(My, Tg) L
{(A,B)LL(C, H:)). Aivan samoinon{(Mpg, T4) L £(A, B). Toisaal-
ta

AABH ~AT,TzH ja AABC ~AMgM,C,

A
joten {(Ty, Tp)||€(A,B) ja {€(Mg,My)||€(A, B). Nidin ollen
QOMpM 4 Ty T4 on suorakulmio.

Samoin M, Mc T, T on suorakulmio. Niilld kahdella suorakulmiolla on yhteinen lévistdja
M, Ty, joten ne kuuluvat sen ympyran w kehdlle, jonka halkaisija M, T, on.
Erityisesti M4, Mg, M- € w ja Ty, T, Ic € w. Lisdksi ZHy = ZHy = ZH: = 909, joten my0s
H,,Hg,He € w, koska TyM 4, TgMp ja To M ovat ympyrdn « halkaisijoita. Vdite on todistet-

tu. O
C
|
|
Hpg :
N |
MB N | MA
|
\\\l _ HA
_ X1
- |
— i N
//// TA 1 TB\\
A
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3.3 Monikulmioiden aloista

Monikulmion ala méaratddn sen suhteessa yksikkdalaan, eli nelién alaan, jonka sivut ovat yksik-
kojanan pituisia. Kolmion A ala on

1
ala(A) = Eha,

missd a on sivun pituus, ja h sen vastaisen korkeusjanan pituus. Oheinen lause sanoo, etti tél-
lainen médarittely kédy laatuun.

CLause 3.8. Olkoon A = AABC kolmio. Tilléin AH,- BC =BHg-AC=CH.-AB. )

Todistus. Harjoitus. O

Esimerkki 3.5 Yhtenevilld kolmioilla on samansuuruinen ala. Timin varmistamiseksi todetaan,
ettd yhtenevilld kolmioilla AABC = AA’B’C’ on yhti pitkét vastinkorkeusjanat, sillda AAH- C =
AA'He C’ (2K+S). O

Esimerkki 3.6 Aloja voidaan kéyttda hyviksi todistettaessa geometrisia tuloksia:

C
Olkoot P kolmion AABC jokin sisédpiste ja X ={(A, P)N{(B, C),
Y ={(B,P)N{(A,C), Z=L(C,P)NL(A, B). Tall6in Y /) X
PX N PY N PZ _, /“
AX BY Cz
A 7 B

Tatd varten todetaan, ettd A= AABC. Nyt

ala(AABP) AB-PH _PH PZ
ala(A) AB-CH. CH; CZ

)

silla AZPH ~ AZCHc. Vastaavat lausekkeet saadaan kolmioille C
AAPC jaABCP,jasiten

- ala(AABP)+ala(AACP)+ala(ABCP)
B ala(A)
_PZ PY PX

=——+——+—". .
CZ BY AX - A Z H Hc

Lo S

(8§SS)-kriteerin nojalla kolmion sivujen pituudet maédrddvit sen alan, koska yhtenevilla kol-
mioilla on sama ala. Seuraava tulos®, joka jd harjoitukseksi, kertoo miten.

Lause 3.9 (Heronin kaava). Olkoot kolmion A sivujen pituudet a, b, ¢ ja olkoon
p= % -(a + b + c) puolet sen piirin pituudesta. Talldin

ala(A)=+/p(p—a)p—Db)p—c).

3 Heron n.75. Tulos lienee perdisin Arkhimedeelté (287 - 212 eaa)
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Esimerkki: Yhteisositettavuaus*

Monikulmion T ositus on &irellinen joukko monikulmioita, jotka peittdvit monikulmion T ja
joilla ei ole yhteisid pisteitd mahdollisia sivupisteitd lukuunottamatta. Seuraava tulos* sanoo,
ettd jos monikulmioilla I ja [, on sama ala, ovat ne yhteisositettavissa, eli [; voidaan leikata
osiin ja koota uudelleen monikulmioksi [;.

Lause 3.10 (Wallace-Bolyai-Gerwien). Jos monikulmioillal; jal, on sama ala, voidaan ne
osittaa yhteneviin monikulmioihin:

k
L=\ J5; missi I} 2T,; kaikilla j .
=1

Todistuksen ajatus. Osoitetaan, ettd jokainen monikulmio I on yhteisositettavissa sellaisen suo-
rakulmion kanssa, jonka korkeus on 1. Vdite seuraa tésta.
Monikulmio T voidaan osittaa kolmioihin A, A,,..., A, ldvis-
tdjien avulla. Edelleen jokainen kolmio A; voidaan osittaa nel-
jddn osaan, ja koota uudelleen suorakulmioksi I; kuten kuvas-
sa.

Oletetaan sitten, ettd meilld on kaksi sama-alaista suorakul-
miota, joiden korkeudet ovat a ja b, missd b < a <2b.

Asetetaan namai suorakulmiot kuten kuvassa. Todetaan, ettd
ne ovat yhteisositettavissa. Toistamalla tdtd menettelyd paétel-
ladn, ettd jokainen suorakulmio I'; on yhteisositettavissa suora-
kulmion I7 kanssa, jonka korkeus on 1.

Liimaamalla kaikki saadut monikulmiot ‘nauhaksi’ I}T; ...I", on osoitettu, ettd jokainen moni-
kulmio on yhteisositettavissa tédllaisen suorakulmion kanssa. O

Seuraavan tuloksen todistaminen vaatii ylldttdvin paljon apuneuvoja. Huomaa, etti nelion
jakaminen 27 kappaleeseen samanalaiseen kolmioon ei tuota lilemmalti vaikeuksia.

Lause 3.11 (Monsky 1970). Neliotd ei voida osittaa samanalaisiin kolmioihin, joita on pa-
riton lukumddré.

Esimerkki: Pickin lause ja hilapisteet*

Monikulmioiden aloille on my®s erds oikotie, Pickin metodi, jota voidaan kayttda kun monikul-
mion kérkipisteet ovat hilapisteitd. Konstruoidaan tasoon suorakulmainen koordinaatisto yk-
sikk6janan avulla, jolloin tason piste voidaan esittid muodossa (r, s), missd r on x-koordinaatti
ja s on y-koordinaatti. Pisteet, joiden koordinaatit ovat kokonaislukuja ovat hilapisteita.

/Lause 3.12 (Pick 1899). Olkoon I' monikulmio, jonka\
kdrkipisteet ovat hilapisteitd. Tilloin

1
ala(l') = §p+q—1,

missd p (q, vastaavasti) on niiden hilapisteiden luku-
kmc’ic’irc’i, jotka ovat kulmionT sivuilla (sisdosassa, vast.). )

4 Wallace 1807, Gerwien 1833; Bolyain (1802 — 1860) esittimi ongelma.
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Todistuksen ajatus. Todetaan ensin, ettd jos kaava pitdd paikkansa monikulmiolle I ja I, joilla
on yksi yhteinen sivu, niin se pitdd paikkansa ndiden yhdelmalle I'. Koska jokainen monikulmio
voidaan jakaa kolmioihin lavistdjien avulla, palautuu todistus kolmioihin.
Oletetaan ensin, ettd AABC on suorakulmainen, ja olkoon C
QABD C suorakulmio kuten kuvassa. Merkitddn a = AB ja
b = AC. Jos hypotenuusalla BC on k + 2 hilapistettd (mu-
kaanlukien B ja C),niinp=a+b+k+1. A
Toisaalta kolmion sisélld olevien hilapisteiden lukumééréd on g = ((a—1)(b —1)—k)/2, ja siten
laskemalla saadaan, ettid p/2+ g —1 = a b /2 kuten vaadittua.

Tapaukset, joissa AABC ei ole suorakulmainen palautuvat seuraaviin kahteen tapaukseen,
joissa kumpaankin voidaan soveltaa suorakulmaisuutta.

|

Huomaa, ettd Pickin lauseen mukaan primitiivisen kolmion, joilla vain kirkipisteet ovat hi-
lapisteitd, ala on aina 1/2 ().
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4 Isometriat

Tason transformaatioiden teoria, ja modernin geometrian kehitys ylipd4tdan, on aivan erityisesti
Felix Kleinin tyon “Erlanger Programm" (1872) ansiota. Keskeinen késite Kleinin maailmassa on
symmetria, ja sen mukana ryhmaéteoria. Transformaatioiden perustulokset ovat perdisin paljolti
kahdelta tutkijalta: Arthur Cayley (1821-1895) ja James Sylvester (1814-1897).

4.1 Transformaatiot

Kuvaus a: E — E on tason transformaatio (tai muunnos), jos se on bijektio. Transformaatio siis
jarjestdd tason pisteet uudelleen niin, ettd jokainen piste kuvautuu joksikin pisteeksi ja jokainen
piste on tarkalleen yhden pisteen kuva.
Kuvio on mik& tahansa tason pistejoukko, eli K € E. Kun a on tason transformaatio, on usein

selkedampaa kirjoittaa pisteen P ja kuvion K kuvalle

a(P)=P%,

a(K)=K*={P%: PeK}.
Janan PQ kuva transformaatiossa & on a(PQ)={R%: R € PQ}. Toisaalta, P*Q“ on kuvapisteitd
P%ja Q% yhdistdvd jana, eli P*Q%* = {R : R € P*Q“}. Huomattakoon, ettd yleisesti P*Q“ ei ole
sama asia kuin a(P Q).

Esimerkki 4.1 Olkoon O tason kiinnitetty piste. Ehdosta
OP?*=0P?, P%€l(0,P)

madritelty kuvaus a on hyvin mééritelty tason transformaatio, joka siirtdé pisteen P suunnattua
suoraa {(O, P) pitkin etidisyydelle OP? pisteestd O. Tillainen transformaatio a ‘véiristdd’ geo-
metriset kuviot. Esimerkiksi suoran ¢ kuva £%(= a(f)) ei ole vilttamatta suora. O

Transformaation a kidnteiskuvaus a~! on myos bijektio ja siten transformaatio. Lisiksi,

missé ¢ on identiteettikuvaus, ((P) = P kaikille pisteille P. Transformaatioiden yhdisteet § « ovat
myos transformaatioita, ja koska kuvausten yhdistaminen on assosiatiivista,

a(fy)=(ap)r,
muodostavat transformaatiot ryhmén 7. Erityisesti, jos ¢ on perhe transformaatioita 9 C 7,
joka on suljettu kuvausten yhdistémiseen ja kéicinteiskuvauksiin néihden, on Y ryhmdéin 7 aliryh-
mdi.
Ryhmédominaisuudet ovat usein hyodyllisid késiteltdessd transformaatioita. Jos ¢4 on ryhma
transformaatioita, niin sen alkioille on voimassa esimerkiksi seuraavat saannot:
alﬁ :azﬁ = 0] =0y,
Bay=pa, = ay=ay,
a=py = p=ar’,
-1
a=yp = p=r"q,
-1_ ~lp-1
Ba) " =a p.
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Jos kaksi transformaatiota a ja f§ toteuttavatehdon ¢ = ¢ 3, sanotaan, ettd ne kommutoivat.
Yleensd transformaatiot eivdt kommutoi keskendidin.

kutsutaan affiiniksi kuvaukseksi (tai affiiniksi transformaa-

Transformaatiota, joka kuvaa jokaisen suoran suoraksi, £ — £¢, ﬁ
tioksi). Télloin siis a(¢(P, Q)) ={(a(P), a(Q)).

Lause 4.1. Affiinin kuvauksen kddnteiskuvaus on affiini, ja affiinien kuvausten yhdisteet
ovat affiineja. Siten affiinit kuvaukset muodostavat ryhmdin.

Todistus. Olkoot a affiini kuvaus, sekd P ja Q kaksi eri pisteitd. Tarkastellaan suoran ¢(P, Q) ku-
vaa. Koska a on bijektio, on pisteet A ja B, joille A* = P ja B* = Q. Suoran { ={(A, B) kuva {* on
oletuksen mukaan suora, ja siis £¢ = (P, Q). Néin ollen ¢! kuvaa suoran £(P, Q) suoraksi £. Yh-
distdmistd koskeva viite on myos selva. O

Lause 4.2. Olkoot a affiini kuvaus ja a || b yhdensuuntaiset suorat. Tilloin myds niiden ku-
vasuorat ovat yhdensuuntaiset: a® || b®. Erityisesti, jos QABCD on suunnikas, samoin on
QAYBAC*D".

Todistus. Oletetaan, ettid a® N b # (), sanokaamme P € a® N b%. Talloin a ' (P)€ an b, koska a
on bijektio. Mutta nyt a = b, koska a || b. Siis, jos a || b, myds a®|| b®. O

4.2 Isometrioiden maaritelma

Transformaatio ¢ € 7 on isometria, jos se sdilyttdd pisteiden viliset etdisyydet, eli jos kaikille P
ja Q, on voimassa
PYQ%=PQ.

Lause 4.3. Jokainen isometria kuvaa janan yhtd pitkdksi janaksi. Siten isometria a on affiini
kuvaus, jolle on voimassa a(PQ)= P*Q*“.

Todistus. Lauseen 1.3(5) mukaan, R € PQ jos javain jos PQ = PR + RQ, ja siten isometrialle a
on voimassa: P*Q%=P?R?+ R*Q%, mistd seuraa, ettd R € PQ jos ja vain jos R* € P*Q%. O

Lause 4.4. Transformaatio a on isometria a jos ja vain jos se kuvaa jokaisen kolmion A yh-
tenevdksi kolmioksi: A* = A.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd a on isometria. Ensinnidkin kolmion A = AABC kuva on kol-
mio, silld sivut kuvautuvat janoiksi, jotka leikkaavat toisensa kérkipisteiden kuvapisteissd bijek-
tiivisyyden nojalla. Koska isometria sdilyttdd etdisyydet, niin kolmioiden A = AABC ja A* =
AA?BYC? vastinsivut ovat yhtd pitkit ja siten (SSS) todistaa tuloksen.

Viditteen todistamiseksi toiseen suuntaan olkoon a vaaditunlainen transformaatio. Olkoot AB
jana ja C piste, jolle A = AABC on kolmio. Oletuksen mukaan A = A%, ja siten @ kuvaa janan
AB yhti pitkdksi janaksi A* B¢, ja niinpd a on isometria. O

Isometria on kolmioiden yhtenevyyden yleistys. Sanotaan, ettd kaksi tasokuviota K; ja K, ovat
yhteneviit (tai kongruentit), jos on olemassa isometria @, jolla K, = K. Identiteettikuvaus ¢
on selvisti isometria, ja samoin on jokaisen isometrian « kdénteiskuvaus a!. Lisiksi kahden
isometrian a ja 8 yhdiste S on jédlleen isometria. Ndin ollen:



4.2 Isometrioiden madritelma 32

CLause 4.5. Tason isometriat muodostavat ryhmdn & . )

Seuraavan lauseen mukaan tason jokainen piste P tulee tdysin méédrattyd etdisyyksistddn an-
netun kolmion kirkipisteisiin.

C = p
Lause 4.6 (Kolmen pisteen siddntd). Kolme epdkollineaarista /// /l
pistettd mddrdduvdt isometrian: Olkoon A kolmio, jaa,p € &. Jos ,’
A*=AP, niina=p. !
A B

Todistus. Olkoot A = AABC, ja A = AP, B* = Bf ja C% = CP. Oletetaan, ettid P* # PP Koska
A?P® = A?PP (= AP PP), on A% janan P® PP keskinormaalilla. Aivan samoin ovat B% ja C%. Mutta
A% B%, C% eivit ole kollineaarisia, miki on ristiriita. O

Kiintopisteet ja suunta

Isometrioiden kaksi keskeisintd késitettd ovat kiintopisteet ja suunnansdilyvyys.

Transformaation a kiintopisteet ovat ne pisteet P, joilla P* = P. Sanotaan, ettd transformaa-
tio a kiinnittdd kuvion K, jos K = K% Lisdksi, a kiinnittdd kuvion K pisteittiin, jos P* = P
kaikilla P € K, eli jos K koostuu vain transformaation « kiintopisteista.

Esimerkki 4.2 (1) Esimerkin 4.1 kuvauksen a kiintopisteet ovat O ja yksikkéympyrdan w(O, 1) ke-
hépisteet, eli a kiinnittdd ympyrian (O, 1) pisteittdin. Kuvaus « kiinnittdd myos kaikki suorat
£(0, P), missd P # O, mutta ei pisteittdin.

(2) Transformaatiot, jotka kiinnittdvéat kuvion K muodostavat ryhmin 7 aliryhmén. Samoin
muodostavat ne transformaatiot, jotka kiinnittdvét kuvion K pisteittdin. O

Olkoon A = AABC kolmio, jonka kédrkipisteet luetaan esimerkiksi vastapdivddn. Isometria @
sdilyttdd kolmion A suunnan, jos kuvakolmion A® kérkipisteet vastapdivddn luettuna ovat A%,
B%, C%. Muutoin a kédntdd kolmion A suunnan, eli kun kuvakolmion pisteet luettuina vasta-
pdivddn ovat A%, C*, B*.

Isometria ¢ on suunnansdilyttivi, jos se sdilyttdd kaikkien kolmioiden suunnan, ja se on
suunnankéintivi, jos se kddntdd kaikkien kolmioiden suunnan. Osoitetaan, ettd isometria on
joko suunnansdilyttava tai -kddntiva, eli suunnan suhteen isometriat kéyttaytyvit samoin kaik-
kiin kolmioihin nihden: & = £t U &, missi

&% = suunnansiilyttavit isometriat,

& = suunnankdidntivit isometriat.

Josisometria ¢ sdilyttdd suunnan ja f kddntdd suunnan, niin -4+l -1
niiden yhdiste B a kddntdd suunnan. Suunnan sdilyvyys ja +1|4+1 —1
kadntyvyys kayttaytyvit kuten +1 ja—1 kertomisen suhteen. —1/—-1 +1
Isometrioiden tyypit

Translaatio (eli yhdensuuntaissiirto): Suunnattu jana AB maé- .
rdd translaation 7 = 74, joka siirtda pisteen janan AB suuntai- p ,ﬂ
QT

sesti sen pituuden verran: B //
/
/'R
PP"=AB ja ((PP")||{(A B). / /
/
<

Translaation 7 pituus on AB ja sen suunta T on janan AB suunta. A Q
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Todetaan, ettd QPQQ°P" on suunnikas, joten PQ = P*QF, ja siis 7 on isometria.

Identiteettikuvaus on erikoistapaus translaatiosta.

Lause 4.7. Jokainen translaatio on suunnansdilyttdvdi isometria, jolla ei ole kiintopisteitd.

Lisciksi translaation © = 7 o kéidinteiskuvaus on translaatio v =T g,.

Lause 4.8. Translaatiot ovat suljettuja yhdistdmiseen ja ne kommutoivat, ToT1 =T1T5.
Erityisesti tason translaatiot muodostavat Abelin ryhmdin.

Todistus. Olkoot 71 = T g ja T, = Tgp. Jos B € £(A, P), niin yhdiste Q P
on translaatio 7 4p, ja kommutaatio on selvdi. (Jos A= P, on yhdiste

identiteettikuvaus.) Muutoin QAB P Q on suunnikas, kun 7,(A) = Q, B

ja siten 7;(Q) = P. Niinpd 7,7, =717, ja yhdiste on 7 4p. O A

Rotaatio (eli kierto): Piste O ja kulma § mé&adridavit rotaation o = Q°
0(0,0), joka kiertédd pisteen O-keskisen ympyrédn kehdéd kulman 6 pe
verran. Tdssd 6 on kuvauksen o rotaatiokulma, ja O on sen kes- ,
kus:

OP=0P° ja /POP’°=0. Y&
Yhtenevyyskriteerien avulla voidaan helposti osoittaa, ettd rotaatio on isometria. Myos identi-
teettikuvaus voidaan ajatella rotaationa, jonka kulma on 0°.

Lause 4.9. Jokainen rotaatio on suunnansdilyttivd isometria, jolla on yksi kiintopiste (kun

rotaatiokulma # 0°). Liséiksi rotaation o = 0 ¢ g) kdidnteiskuvaus on rotaatio o= 0(0,-6)-

Jos 8 =180, on rotaatio puolikierto (peilaus pisteen suhteen) pisteen O suhteen, ja tdlloin mer-
kitddn
60 =0(0,1800)-

Esimerkki 4.3 Kaksi pelaajaa laittaa vuorotellen kymmensenttisen suorakulmaiselle poydélle
niin, ettd kolikot eivdt mene edes osittain paillekkdin. Pelin voittaa se, joka kykenee laittamaan
viimeisen kolikon. Téll6in pelin aloittajalla on voittostrategia. Nimittdin, ensimmaiinen pelaaja
laittaa ensin kolikon poydan keskelle (keskipiste O), ja sitten hin laittaa aina kolikon asemaan
0 0(P), jos toinen pelaaja asetti kolikon pisteeseen P. O

Peilaus (eli reflektio): Suora a méiria peilauksen p = p,, joka Q
kuvaa pisteen suoran a toiselle puolelle sen normaalille ja yhtd p 7’
etédlle siitd: kun X =an/{(P, PP),

((PPP)la ja PX=XPP.

pP
Suora a on peilauksen akseli. B QP

Yhtenevyyskriteerien avulla voidaan osoittaa, ettd peilaus on isometria.

Lause 4.10. jJokainen peilaus on suunnankddntévd isometria, jonka kiintopisteet ovat sen
akselin pisteet. Lisciksi peilauksen kéiéinteiskuvaus on se itse: p~' = p.
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suhteen, missi a || 7. Tall6in yhdiste p’ = p T on siirtopeilaus, jon-
ka suunta on 7 ja pituus translaation 7 pituus. Todetaan, etti siir-
topeilaukselle a

Siirtopeilaus: Olkoon 7 translaatio ja p = p, peilaus suoran a R yQ_ 7
p -

|

|

L
X |
P =paT=7p4- pP% :
|

Q”

" . . . . - . o’
Koska siirtopeilaus on kahden isometrian yhdiste, on se aina isometria. R

Lause 4.11. Jokainen siirtopeilaus on suunnankdcintdvd isometria, jolla ei ole kiintopisteitdi.

Lisciksi siirtopeilauksen p’ = p, 7 kédinteiskuvaus on siirtopeilaus (p’) ™ = p,77.

Peilaus voidaan ajatella siirtopeilauksena, jossa translaatio on identiteettikuvaus.

Luonnehdinta

Lause 4.12. (1) Jokainen isometria a voidaan esittdid korkeintaan kolmen peilauksen yhdis-
teend.

(2) Jokainen isometria on joko suunnansdilyttivd tai suunnankddntdvd.

(3) Lisdiksi, jos isometrialla a on kiintopiste, on se korkeintaan kahden peilauksen yhdiste.

Todistus. Olkoon A = AABC kiinnitetty kolmio, ja AA* B*C* = A sen kuva. Jaetaan tarkastelu
neljddn kohtaan.

(@) Jos A = A% B = B% C = C% niin a =, silld kolme pistettd
maadradvat isometrian (lause 4.6).

(b) Jos A = A% B = B%, C # C%, niin lauseen 4.6 mukaan a on
peilaus: a@ = p,, missd a ={(A, B).

(c) Jos A= A% B # BY% C # C%, niin olkoon b janan BB“ keski-
normaali. Koskapa nyt AB = AB%, on A € b. Isometria f = p,a
toteuttaa ehdot A= AP ja B = BP, joten kohtien (a) ja (b) mukaan
B on peilaus tai t. Koska a = p;l B =pp B, on a korkeintaan kah-
den peilauksen yhdiste.

(d) Jos A # A%, B # B%, C # C*%, niin olkoon ¢ janan AA% keskinormaali ja y = p.a. Tall6in
A= A7, jasiten kohtien (a), (b) ja (c) mukaan y on korkeintaan kahden peilauksen yhdiste. Koska
a=p.7, on a korkeintaan kolmen peilauksen yhdiste.

Todetaan vield lopuksi, ettd a sdilyttdd suunnan, jos se on identiteettikuvaus tai kahden pei-
lauksen yhdiste. Muutoin se on yhden tai kolmen peilauksen yhdisteend suunnankddntavd. O

Myds kiintopisteiden P% = P lukumé&ira vaikuttaa isometrian luonteeseen. Translaatiolla T #
¢ ja siirtopeilauksella ei ole kiintopisteiti, rotaatiolla o # ¢ on tarkalleen yksi kiintopiste (sen
keskus) ja peilauksella niitd on ddrettéman monta (kaikki sen akselin pisteet).
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Lause 4.13. Olkoon a isometria, jolla on ainakin yksi kiintopiste. Tilloin

(1) a on rotaatio, jos se sdilyttdid suunnan.

(2) a on peilaus, jos se kddntdd suunnan.

Todistus. Olkoon P%=P.

Oletetaan ensin ettd « sdilyttdd suunnan, ja katsotaan miten se
kuvaa kolmion APAB, missd PA = P B. Talloin pisteet A, A%, B, B¢
ovat ympyran w(P, PA) kehilld. Nyt a kuvaa kolmion kérkipisteet
samoin kuin rotaatio o (pg), missd 8 = ZAP A%. Kolmen pisteen
sddnnoén mukaan ¢ on rotaatio.

Jos taas a kddntdd suunnan, on se lauseen 4.12(3) mukaan peilaus, koska kahden peilauksen

yhdiste aina sdilyttdd suunnan.

O

Lause 4.14. Olkoon a isometria, joka ei kiinnitd yhtdcdn pistettd. Tilloin

(1) a on translaatio, jos se sdilyttdid suunnan.

(2) a on siirtopeilaus, jos se kddntdd suunnan.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd a sidilyttdd suunnan.

Lauseen 4.12 mukaan « on kahden peilauksen yhdiste, a = pj, p,.
Nyt a|| b, silld jos P = an b, olisi se kiintopiste, P = P%, vastoin
oletusta. Talloin (kuten kuvassa) lauseesta 4.6 seuraa, ettd a = 7,
missd T L a ja sen pituus on kaksi kertaa suorien a ja b vilinen
etdisyys.

Oletetaan sitten, ettd ¢ kddntdd suunnan. Olkoon X jokin piste,
ja O janan X X* keskipiste. Tarkastellaan suunnankiéntévas iso-
metriaa 8 = § o, missd 8 on puolikierto. Koska nyt X# = X, on
B = p. peilaus lauseen 4.13 mukaan (jonkin suoran a suhteen),
ja siten @ = 6 o p,. Todetaan, ettd @ = p;, T on siirtopeilaus, missi
bla,Oebjat=2-A0 kunA=anbhb). O

Erityisesti seuraava luokittelu on osoitettu:

PlZ

Lause 4.15. Isometria on

(2) rotaatio, jos se sdilyttdic suunnan ja silld on kiintopiste,

(3) peilaus, jos se kddintdd suunnan ja sillé on kiintopiste,

(1) translaatio, jos se sdilyttdd suunnan ja silléi ei ole kiintopisteitd,

\(4) siirtopeilaus, jos se kddntdd suunnan ja silld ei ole kiintopistettd.

ss\kp| on ei
+ |rotaatio translaatio
— | peilaus siirtopeilaus
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Lause 4.16. Olkoot A = AABC = AA’B’C’ = A’ yhteneviit kolmiot. Tilloin on olemassa yk-
sikdsitteinen isometria a, jolle A’ = A“.

Todistus. Jos A = A’, on identiteettikuvaus kysytty isometria. Olkoon o = 0, ¢) rotaatio, jolla
((A%,B7)||£(A’, B')jaolkoon T translaatio, jolle A’ = A”. Tall6in To(AB) = A’B’.Jos myos T0(C) =
C’, on @ = 70, muutoin ¢ = p, 70, missd a = £(A’, B’). Yksikisitteisyys seuraa kolmen pisteen
sadnnosta. O

Esimerkki 4.4 Seuraava Thomsenin kaava yhdistdi kolme peilausta yhteen kaavaan

PaPvPcPaPvPcPbPcLaPbPcPaPcPbPaPcPbPcPbPaPcPp=1.

Tama seuraa siitd, ettd translaatiot kommutoivat:

(PanPc)z(PchPa)z = (pbpcpa)z(papbpc)z »

misté viite saadaan laskemalla. O

~

Lause 4.17. (1) Olkoot o = 0(¢,9) rotaatio ja T = 7 ,p translaatio. Tilléin To on rotaatio,
jonka rotaatiokulma on 6.

(2) Jos kahdella rotaatiollac, = 0 (g,,) jaT2 = 0(0,9,) On yhteinen keskus O, on o, 0, rotaatio
O.(Ov01+02)'

(3) Kahden rotaation oy = 0 (g, ,) Ja 02 = 0 (0, 6,) Yhdiste on rotaatio, jonka rotaatiokulma
kon 0, + 05, jos summa ei ole 360°. Muutoin yhdiste on translaatio. D

Todistus. (1) Aukaistaan 6-kulma niin, ettd QP||AB ja QP = AB

N
kuvan mukaisesti: kulman Z0 puolittaja on suoran £(A, B) nor- ? P
maali. Talloin Q = P? ja siten P = P on isometrian « kiintopis-
te. Niinp4 a on suunnansiilyttdvdni rotaatio, ja sen kulma on 6
kuten nihdiin suunnikkaasta QO O® PQ, missd O = O%. Niin %
viite (1) on todistettu. 0

0] (08
(2) Helppo harjoitus.

(3) Olkoon 7 translaatio, jolla 7(o»(0;)) = O, missé siis 0 = 70, on viitteen (1) mukaan rotaatio,
jonka rotaatiokulma on 6,. Rotaatioilla o; ja 0 on sama keskus O; (joka on kiintopiste), ja siis
& = o0, onrotaatio, jonka rotaatiokulma on 6, +0,. Vield 7~'& on viitteen (1) mukaan rotaatio,
jonka kulma on 6, + 6,. Vdite seuraa, silld

0,0,=7 '10,0,=7"'oo,;=716. 0
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4.3 Sovellutuksia
Heron-Fermat ongelma

Olkoon P P, ... P, reitti eli murtoviiva, jonka pituus on

n—1

PiPy...Py=> PiPi.
i=1

Lause 4.18 (Heron). Olkoot pisteet A ja B samalla puolen suo-

raa a, ja olkoon AX B lyhin reitti pisteestd A pisteeseen B, missd

X € a. Téll6in suorat £(A, X) ja (B, X) muodostavat yhtd suuret a
kulmat suoran a suhteen. X

Todistus. Olkoon A’ = p,(A) ja merkitddn X = a N {(A’, B). Kun
P=an{(A A), niin AAPX = AA’PX. Ristikulmista paitellddn, et-
td suorat £(A, X) ja £(B, X) muodostavat yhtd suuret kulmat suoran
a suhteen.

Todetaan vield, ettd AX B on haluttu reitti. Olkoon Y € a jokin piste.
Nyt AY = A’Y,jasitetn AYB=A'YB=A'Y+YB>A'B=A'XB=
AX B kolmioepayhtdl6d kdyttden. O

A/

Seuraavan lauseen piste F on Fermat’n piste, jota kutsutaan my6s Steinerin pisteeksi.!

37

Lause 4.19 (Fermat-Torricelli). Olkoot kolmion AABC kulmat korkeintaan 120°. Tilloin
siséipiste F, jolle AF + BF + CF on mahdollisimman pieni, on piste josta kukin sivu négkyy
kulmassa 120°.

Todistus. Olkoon o =0 600), ja P = C7, jolloinka
AAC P on tasasivuinen. Olkoon F kolmion jokin sisdpis-
te, ja Q = F7.Todetaan ensin, ettd jos piste F nikee sivut \‘ﬁ’
kulmassa 1207, niin F ja Q kuuluvat suoralle ¢(B, P).
A

Yleisestion AAPQ = AACF. Eritoten siis QP = FC. Ta-
sasivuisuuksista saadaan

AF+BF+CF=FQ+BF+QP=BFQP, A
missd oikea puoli on pienin, kun B, F,Q, P ovat kol- “'} B
lineaariset (kolmioepdyhtild), jolloin ZAFB = 180° —

/QFA=120°, /CFA=/PQA = 180° — ZAQF = 120° A
jaZBF C =360°—240° =120°.
Niin ollen vaadittu F on piste, josta kukin sivu ndkyy kulmassa 120°.

! Fermat (1601 — 1665); konstruktio: Torricelli 1640. Tdydellinen todistus: Heinen 1834
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Geometriset kidsitteet

Seuraava lause on hyddyllinen apuviline operoitaessa isometrioilla.

(Lause 4.20. Olkoot a € & ja a suora. Talloin p 4)Q = 0P 4, eli Pyq) = ap.at. )

Todistus. Ensinnikin jokainen isometria on affiini, joten a” (= a(a)) on suora. Olkoon P € a¥,
eli P =a(Q)jollain Q € a. Erityisesti Q = p,(Q), ja siten

ap,a ' (P)=ap,(Q)=a(Q)=P.

Siis ap ™! kiinnittdd suoran a® pisteittiin, ja se kddntdd suunnan, koskapa p kiddntdd suunnan
ja @' ja a yhdessi toimivat suunnansiilyttivini: (£1) - (—1) - (£1) = —1. Néin ollen apa™! on
peilaus suoran a® suhteen. O

Esimerkki 4.5 Monet geometriset peruskisitteitd voidaan esittda helposti isometrioiden avulla.
Osoitetaan, ettd jos a ja b ovat eri suoria, niin

alb < psppr=pPpPa-
Tdmai todetaan seuraavasti:

alb << ppla)=a < pp,a)=Pa < PuPaPb=Pa < PaPb=PbPa>

missd viimeistd edeltdva yhtédpitdvyys on lauseen 4.20 sovelletus tapaukseen a = p,,, ja viimeinen
yhtipitivyys seuraa siité ettd peilauksille on aina p~! = p. O

Lause 4.21. Eri suorat a, b, ¢ ovat konkurrentit tai yhdensuuntaiset jos ja vain jos tulo a =
PcPbPa On peilaus.

Todistus. Isometria ¢ = p.pjpp, kddntdd suunnan, joten se on joko peilaus tai siirtopeilaus. Mi-
kili suorat a, b ja c leikkaavat pisteessd P, on P kuvauksen ¢ kiintopiste, ja siten @ on peilaus.
Samoin jos suorat a, b ja ¢ ovat yhdensuuntaiset, on « peilaus, silld se kiinnittdd kaikki suorat (ei
kylldkédédn pisteittdin), jotka ovat kohtisuorassa suoran a kanssa, mutta siirtopeilaus kiinnittda
vain yhden suoran, akselinsa, kuten helposti voidaan todeta.

Toisinpéin, oletetaan, ettd a@ = py on peilaus. Todetaan ensin, ettdjos ¢ = ¢, niin p.Pp P, = pPe,
ja tdssd tapauksessa a = b, ja vdite on selvio. Oletetaan sitten, ettd £ # c. Jos P = a N b, niin
PrPa(P) = P,jasiten p,(P) = p.(P), mistd seuraa P = { N ¢, silld muutoin ¢ = ¢ janan P PPe
keskinormaaleina. Siten a, b ja ¢ ovat konkurrentit. Aivan samoin, ehdosta b N ¢ # () seuraa, ettd
a, b ja ¢ ovat konkurrentit. Muussa tapauksessa tiaytyyollaa || b|| c. O

Esimerkki 4.6 Osoitetaan uudelleen, ettd kolmion AABC sivujen keskinormaalit a, b, ¢ ovat
konkurrentit. Tassd M, € a, My € b ja M. € C. Yhdiste a = p.ppp, on suunnankddntiva ja
silld on kiintopiste B. Siten ¢ on peilaus, ja lauseen 4.21 mukaan a, b, ¢ ovat konkurrentit. O

Esimerkki 4.7 Osoitetaan uudelleen, ettd kolmion AABC kulmanpuolittajat p,, pg, pc ovat kon-
kurrentit. Merkitdéan lyhyesti p = pg ja ¢ = pc, ja olkoon d sivun ¢(B, C) normaali, jolle I =p Ngq
kuuluu. Téll6in p, d, g ovat konkurrentit, ja lauseen 4.21 mukaan a = p,p 40, on peilaus, jon-
ka akselille I kuuluu. Toisaalta a(£(A, B)) = £(A, C), joten peilauksen «a akseli on £(A, I), ja silloin
¢(A, I) on kulmanpuolittaja. O

Esimerkki 4.8 My0s yhdisteet pj, Pn, P1, ja Pm,Pm,Pm, kolmion korkeussuorien ja mediaa-
nien suhteen ovat peilauksia. Niiden peilausakselit kulkevat suorien yhteisen pisteen H ja G
kautta. O
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Fagnanon ongelma

Seuraavissa todistuksissa a =¢(B, C), b ={(A, C)ja c ={(A, B) ovat kolmion A = AABC sivusuo-
rat. Lauseen 4.21 mukaan isometria p.p p, on siirtopeilaus.

Lause 4.22 (Fagnano 1775). Olkoon A terdvikulmainen kolmio. Tilldin sen sivusuorien
suhteen otettujen peilausten tulo a = p.pppP. on siirtopeilaus, jonka akselina on ortokol-
mion A sivu ja jonka pituus on kolmion Aq piirin pituus.

Todistus. Olkoot s; = {(Hy, Hc), s, = £(Hy, Hg) ja s3 = £(Hg, Hc) ortokolmion A sivusuorat.
Etsitddn siirtopeilauksen p.p;, p, akseli.

Esimerkin 3.3 mukaan kolmion A korkeusjanat ovat ortokolmion c
Ao kulmien puolittajat, mistd seuraa ettd /ZH-H4B = ZCH,Hg, o
/H,HC =/AHgH ja ZHyHo A= /BH¢ Hy, jolloin B
A
A($1)=pPcPpPa(81)=PcPp(52)=Pcls3)= 51
ja siten sivusuora s; on siirtopeilauksen akseli. A Hc B

Pituutta koskeva viite pdatellddn kuten kuvassa:
Olkoon Z = p,(Hpg). Toisin sanoen, Hz = p,(Z), jolloin

alZ)=p.pp(Hp)=p (Hp)=Y,

missi pisteet Z ja Y ovat akselilla s;. Janan Z Y pituus on ortokol- A
mion piirin pituus. O

Kolmio AD E F on kolmion AABC sisidkolmio, jos sen kérjet ovat kolmion AABC erisivuilla.

Lause 4.23. Olkoon A = AABC terdvikulmainen kolmio. Ortokolmiolla A on pienin piiri
kolmion A sisdkolmioista.

Todistus. Olkoot a = {(B,C) ja b = (A, C). Ajatellaan ensin, ettid piste P € AB on kiinnitetty
sivulta AB. Olkoon AP QR kolmion A sisdkolmio, missd Q € AC ja R € BC. Merkitdan

P'=pPPe ja P"=pPr,
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Talloin PQ = QP’ ja RP = RP”, joten sisdkolmion piirin pituus on reitin P’QRP” pituus. Ndin
ollen tdma4 pituus on pienin kun Q =¢(P’, P”)N BC ja R ={(P’, P”)N AC, jolloin reitin pituus on
janan P’P” pituus.

P/

B

Etsitddn sitten pisteen P paras paikka sivulla AB. Koska peilaukset p, ja pj kiinnittavit pis-
teen C, niin CP’ = CP = CP”, ja siten CA puolittaa kulman ZP”CP ja CB puolittaa kulman
/PCP’.Siis /ZP”CP’=2-/C on pisteestd P riippumaton vakio.

C

Nyt janan P’P” pituus on pienimmilld4n kun CP’ = CP” on pienin, eli kun CP on pienin.
Tamad tapahtuu kun CP on normaali, eli kun P = H. Samoin tdytyy olla, ettd sisdkolmion muut-
kin kérjet ovat korkeusjanojen kantapisteet. O



5 Yleisemmait kuvaukset

5.1 Similaarisuus

Sanotaan, ettd transformaatio a on similaarikuvaus (eli yhdenmuotoisuuskuvaus), jos on ole-
massa laajennusvakio c niin, ettd P?Q% = c - PQ kaikilla P, Q.

CLause 5.1. Similaarikuvaus a on affiini ja kuvaa janan janaksi: a(P Q)= P*Q%. )

Todistus. Viite seuraa jadlleen kolmioepdyhtdlon avulla. O

Lause 5.2. Transformaatio o on similaarikuvaus jos ja vain jos se kuvaa jokaisen kolmion A
yhdenmuotoiseksi kolmioksi: A* ~ A. Lisdksi jokaisen similaarikuvauksen kdcinteiskuvaus
on similaarikuvaus.

Todistus. Jos a on similaarikuvaus, niin aina A ~ A% verrannollisuuskriteerin (SSS~) nojalla.
Toisaalta, oletetaan ettd a on kuvaus, joka kuvaa jokaisen kolmion yhdenmuotoiseksi kol-

mioksi. Olkoot AB ja PQ kaksi janaa, missd voidaan olettaa, ettd P,Q ¢ (A, B)ja A, B ¢ £(P,Q).
Ehdoista AABP ~ AA?B*P%ja ABPQ ~ AB*P%Q" saadaan

A’B* B%pP“

BtZP(Z PaQa AHB(Z PHQ(Z
5 BP = ja siten =

BP PQ AB  PQ’

ja

ja siten a on similaarikuvaus, jonka laajennusvakio on kyseinen suhde.

Olkoon « similaarikuvaus, jonka laajennusvakio on c. Tdlloin sen kd4nteiskuvaus ¢! on bi-
jektio, ja se on similaarikuvaus, jonka laajennusvakio on 1/c. O

Kaksi tason kuviota F; ja F, ovat similaareja (eli yhdenmuotoisia), jos on olemassa similaari-
kuvaus @, jolla a(F) = F. Similaarisuus siis yleistdd monikulmioita koskevan yhdenmuotoisuu-
den kaikille tasokuvioille.

Lause 5.3 (Kolmen pisteen sddnto). Kolme epdkollineaarista pistettd mddrddvdt similaa-
rikuvauksen.

Todistus. Todistus on samanlainen kuin isometrioille, ja se jad harjoitukseksi. O

Homotetiat

Jotta my6s yhdenmuotoisuus saataisiin esitettyd konkreettisten transformaatioiden avulla, tar-
vitaan uudenlainen kuvaus, joka pystyy muuttamaan janojen pituuksia. Tallainen kuvaus on ho-
motetia, joka on puolikierron yleistys.

Piste O ja reaalivakio u # 0 madradviat homotetian O,, joka kuvaa pisteen A pisteeksi B €
£(0, A) niin, ettd OB = u - OA. Téss4, jos u > 0, niin homotetia kuvaa pisteen A samalle puolelle
pistettd O jajos u <0, kuvaa se pisteen A vastakkaiselle puolelle keskuspistettd O.

Esimerkki 5.1 Jos u =1, niin O, =t.Jos taas y =—1, niin O, =d . O
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Lause 5.4. Homotetia h = O, on suunnansdilyttivd similaari-
kuvaus, jolla on tarkalleen yksi kiintopiste O, kun u # 1. Lisciksi,
h kuvaa aina suoran { yhdensuuntaiseksi suoraksi: ¢ || £".

Todistus. Suunnansiilyvyys ja kiintopisteen yksikédsitteisyys ovat
selvid. Jalkimmadistd viditettd varten olkoon ¢ = /(P,Q) suora. Jos
O € /, niin selvésti h(¢) = {£. Jos O, P ja Q ovat epidkollineaari-
set, niin AOPQ ~ AOP"Q", koska homotetia sailyttdd sivujen pi-
tuuksien suhteet. Viite seuraa, kun huomataan, ettd P" € £(0O, P) ja

Q"e¢(0,Q). i

Homotetiat ovat suunnansdilyttdvid, joten pelkdstddn niiden avulla ei saada kaikkia yhden-
muotoisuuden sdilyttdavid kuvauksia.

CLause 5.5. Jokainen similaarikuvaus a on homotetian h ja isometrian 3 yhdiste: a = h. )

Todistus. Olkoon « similaarikuvaus, jonka laajennusvakio on y, ja olkoon A = AABC kolmio.
Talloinkun h = A, on A% = A" (SSS). Lauseen 4.16 mukaan on isometria 3, jolle A% = B(A"), ja
siten a = B h kolmen pisteen sddnndon mukaan. O

CLause 5.6. Jos similaarikuvauksella a ei ole kiintopisteitd, on se isometria. )

Todistus. Oletetaan, ettd similaarikuvaus « ei ole isometria.

Oletetaan ensin, ettd a kuvaa suorat yhdensuuntaisiksi suoriksi, ja tarkastellaan jotain janaa
AB ja sen kuvaa A% B%, joka on oletuksen mukaan eri pituinen kuin AB. T4ll6in suorat ¢(A, A%)
ja £(B, BY) leikkaavat toisensa, sanokaamme pisteessd P. Oletuksen mukaan ¢(P%, A%)||{(P, A),
joten {(P%, A%) = (P, A), koska niilld on yhteinen piste A%. Samoin ¢(P%, B¥) = (P, B), ja siten
pP=pe,

Olkoon sitten £ }f £ jollekin suoralle £, sanokaamme P = {N{“. Oletetaan, ettd P% # P. Olkoon
a suora, jolle a ||£ ja P* € a. Siis {* Na = P*. Nyt a?||£* lauseen 4.2 mukaisesti. Merkitddn Q =
ana®. Tassd PQ ja P*Q“ eivit ole yhdensuuntaiset, silli muutoin « olisi isometria. Olkoon X =
PQNP2Q% jolloin

peX* PX PX
XeQ*  XQ xQ«’
silla APP*X ~ AQQ®%X. Padtellddn tistd, ettd X = X¢. O

Oheinen Eulerin lause seuraa edellisestd, koska on aina similaarikuvaus, joka kuvaa annetun
janan toiseksi annetuksi janaksi

Lause 5.7 (Euler). Olkoot AB ja PQ kaksi janaa, jotka eivdt ole samalla suoralla. On ole-
massa piste X niin, ettd kolmiot AABX ja APQX ovat yhdenmuotoiset.




5.2 Affiinit kuvaukset 43

5.2 Affiinit kuvaukset

Isometriat ja homotetiat ovat affiineja, ja niin muodoin my0s similaarikuvaukset, mutta yleisesti
affiinius ei sdilytd yhdenmuotoisuutta.

Esimerkki 5.2 Olkoot a ja b kaksi suoraa, a } b ja u # 0 vakio.

Kun P on piste, piirretdan £(P, P’)|| b, missd P’ € a kuten ku-

vassa. Olkoon P* € {(P’, P) niin ettd P*P’ = u-P P’. (Erityisesti, b

jos P € a, niin P? = P). Tall6in «a on affiini kuvaus, vinodilaatio

(eli perspektiivinen affiinikuvaus) suoralle a suoran b suun- p / P’ pa
taisesti.

CLause 5.8. Affiini kuvaus a kuvaa epdkollineaariset pisteet epdikollineaarisiksi. )

Todistus. Tehdédin vastaoletus, ettd pisteet AABC on kolmio, mutta A%, B, C* € {. Olkoon P
piste niin, ettd P* ¢ /.

B
Olkoon a = £(P,Q,R) # {(P,A) kuten kuvassa. Tdllin Q% €
{(A%,B*) ={ ja R* € {(B% C%) = {, ja siten Q% R* € (. Nidin
muodoin a® ={(Q% R%*) =, ja erityisesti P € {, mikd on vas- p
toin pisteen P valintaa. O A Q c

Lause 5.9. Olkoon a affiini kuvaus ja C janan AB keskipiste. Tiilloin C® on janan A B* kes-
kipiste.

Todistus. Muodostetaan suunnikas ¢AY BX, jolloin lavista- A X
jien leikkauspiste (puolituspiste) on C. Lauseen 4.2 mukaan

myos ¥ = QA*Y*B?X% on suunnikas. Koska C = £(A, B) N

¢(X,Y), niin C% = £(A% BY)N{(X%, Y?), ja siten C* suunnik-

kaan Y’ lavistdjien leikkauspisteend puolittaa janan A*B%. O Y B

Lause 5.10. jos tason affiini kuvaus a kiinnittdd suoran a kaksi pistettd, niin se kiinnittdd
suoran a pisteittdin.

Todistus. Olkoon «a affiini kuvaus, joka kiinnittdd (suunnatun) suoran a, eli a* = a, ja kaksi sen
pistettd O, I € a, eli 0% = O ja I* = I. Nyt suora a voidaan ajatella reaaliakselina, jonka origona
on O ja jonka yksikkdjana O1 on, eli jokainen piste X € a ajatellaan reaalilukuna OX. Olkoot A
ja B suoralla a.
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Kahden pisteen A ja B summa C = A + B mdiiritidn p P Q
geometrisesti kuten kuvassa, missid a || b, £(O, P)||¢(B,Q), ja
{(A, P)||£(C, Q). Selvasti, OA+ OB =0C.

Koska a kuvaa yhdensuuntaiset suorat yhdensuuntaisiksi suo-
riksi, on kaikille A, B € a voimassa

A%+ B%=(A+ B)". (5.1)

Pisteiden A ja B tulo C = A- B médérdtddn oheisesta kuviosta, Q
missd £(P, I)]|¢(Q, B) ja £(P, A)||£(Q, C). Yhdenmuotoisista kol-

mioista saadaan, ettdi OC = OA- OB. p

Kuten edelld pditellddn, ettd kaikille A, B € a on voimassa

A%-B*=(A-B)“*. (5.2) 0] I AB C

Yhtiloistd (5.1) ja (5.2) seuraa, ettd a on reaalikunnan R automorfismi. Mutta kunnalla R on
vain yksi automorfismi, identiteettikuvaus ¢ (algebran harjoitus) ja siten P* = P kaikille P € a.
O

Huomaa, ettd edelld ei todistettu ettd @ =, vaan vain ettd a kiinnittdd suoran a pisteittdin.

Lause 5.11. Affiini kuvaus B kuvaa janan janaksi, eli B(PQ) = PPQPB. Lisciksi kun R € PQ,
niin

PR PPRP

RQ RPQP’

Edelleen, kolme epdkollineaarista pistettd mdcdrddvit affiinin kuvauksen.

Todistus. Olkoot P,Q kaksi eri pistettd, ja olkoon 7 jokin similaarikuvaus, jolle P* = PP ja
Q" = QP. Tallsin affiini kuvaus a = y~' B kiinnitt44 pisteet P ja Q. Edeltivin lauseen mukaan
a kiinnittd4 suoran a = ((P, Q) pisteittdin. Koska y on similaarikuvaus, niin y(a) = £(P?,Q"), ja
kun R € PQ, niin

PR  PTRY

RQ RIQT

Nyt R? =ya(R) = R ja siten 8 kuvaa janan PQ janaksi P? QP suhteet siilyttden.
Toisen vditteen osoittamiseksi riittdd (taas) osoittaa, ettd jos affiini B kiinnittdd kolmion
APQR kérjet, niin 8 =¢. Olkoon X tason jokin piste.

Lauseen 5.10 mukaan § kiinnittdd suorat £(P, Q) ja ¢(Q, R) pis-

teittdin. Piirretdin oheinen suunnikas ¢ = QX R’QP’, missid R’ € X R’
((Q, R). Nyt B kiinnitt44 pisteet R’, Q, P’. Koska affiini  kuvaa yh-
densuuntaiset suorat yhdensuuntaisiksi, niin kuva (¢) on myos
suunnikas, ja siten sen neljds kérki on vélttimattd X, joka sekin
siis kiinnittyy. o p p/ Q
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p

Esimerkki 5.3 Olkoot A > 0 vakio ja ¢ annettu suora. Transfor-
maatio @, joka kuvaa pisteen P suoran ¢ normaalille {(P, Q) (Q €¢)
siten, ettd P“Q = A- PQ, on litistys (venytys) suoran ¢ ja vakion A
suhteen.

P(Z
Litistys on affini, ja voidaan osoittaa ettd jokainen affiini kuvaus y lil
voidaan esittdd similaarikuvauksen f ja litistyksen a yhdisteena:

r=ap O |

—_— | — — — —

Edeltdavien tulosten mukaan affiinit kuvaukset tuntuvat muistuttavan similaarikuvauksia.
Tastd huolimatta yhtéldisyydet ovat melko ndenndisid kuten seuraava lause kertoo.

Lause 5.12 (Affiinien kuvausten peruslause). Annettuna kolmiot A ja A’, on olemassa af-
fiini kuvaus a, joka kuvaa toisen toiseksi:

A =AY

Todistuksen ajatus. (1) Olkoon a annettu suora ja A # 0 vakio. Madritelladn kuvaus a, jolle a(A) =
A’, ehdosta
AAlla ja AA =A-AP.

Yhdenmuotoisuudesta seuraa, ettd ¢ on affiini, ja se kiinnittdd suoran a pisteittdin.

A ap A
> Axc————- A
| | BX_ _//
| |
| | N\
/7
a —-H . a
P Q X=X
Kuvataan annettu kolmio AABC tasakylkiseksi kolmioksi valitsemalla a =¢(A, B) ja A= Cc—g.
c c’ Cc’
_)I
I\
|
[
(.
| |
AP B A B
(2) Toiseksi suoritetaan sopiva litistys (tai venytys) kohtisuorasti suoraa ¢(A, B) vasten, jolloin
saadaan tasasivuinen kolmio. O

Esimerkki 5.4 Osoitetaan uudelleen, ettd kolmion AAB C mediaanit ovat konkurrentit.

Edeltavian lauseen mukaan on olemassa affiini kuvaus «, joka kuvaa kolmion AABC tasasivui-
seksi kolmioksi. Todetaan helposti, ettd tasasivuisen kolmion mediaanit ovat konkurrentit. Kd&dn-
teiskuvaus ¢! on affiini, ja se kuvaa bijektiivisesti janojen keskipisteet kuvajanojen keskipisteik-
si, ja siten se kuvaa mediaanit mediaaneiksi, ja niiden yhteisen pisteen kuvapisteeksi. O

Edeltdva todistus ei pdde korkeussuorille, sille affiini kuvaus ei valttdmaéttd sdilytd kulmien
suuruutta.

Esimerkki 5.5 Gardner ja Mauldin osoittivat 1988, ettd jos @ on transformaatio, joka kuvaa jo-
kaisen ympyran ympyriksi, niin a on affiini ja vieldpa similaarikuvaus. Tédstd seuraa, etti ei ole
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olemassa tason bijektiivistd kuvausta, joka kuvaisi jokaisen kolmion (tai monikulmion) ympy-
réksi. O

5.3 Inversio

Inversio on erityislaatuinen kuvaus, joka vaihtaa ympyrian ulkopuolisen alueen ja sisdpuolisen
alueen keskenddn. Samoin inversio tuottaa tasoon dualiteetin, missé piste ja suora ovat saman-
arvoisia késitteité.

Olkoon w = w(0, r) annettu ympyrd. Médritellddn inversio I = I, niin ettd se kuvaa pisteen
P # O pisteeksi I(P)= P/, jolle

P’€l(0,P) ja OP-OP'=r2.

Tarkasti ottaen inversio I = I, (annetun ympyrdn w suhteen) ei ole tason transformaatio, silld se
ei ole médritelty erikoispisteelle O, mutta I on bijektio E\ {0} — E \ {O}. Kuten myohemmin
tehddin, voidaan pisteen O kuva ajatella olevan darettomyydessd. Lisédksi, I kiinnittd4 jokaisen
pisteen ympyrdn w kehalta.

Esimerkki 5.6 Etsi I,(P).

Ratkaisu. Jos P on ympyrdan w sisdlld, piirretddn janalle OP
normaali pisteeseen P, jolloin sen ja ympyridn w leikkauspis-
teeseen Q piirretty tangentti leikkaa suoran £(O, P) inversiopis- Q
teessd P’.
P/

Todistus. AOPQ ~ A AOQP’jasiten OP/OQ =0Q/OP’, mis- P P
td vdite seuraa. O
Jos P on ympyran ulkopuolella, niin tehddin operaatiot kddnnetyssa jarjestyksessa.
Sanotaan, ettd /5 on O-suora, jos se saadaan suorasta O € ¢ poistamalla siitd piste O. Vas-
taavasti O-ympyri saadaan ympyréstd O € w poistamalla siitéd piste O.

Lause 5.13. Olkoon inversioympyrd o = (O, r) annettuna, ja merkitddn [ = I,.

(1) Olkoon ¢ suora, O ¢ (. Suoran { inversio on O -ympyrid.

(2) Olkoon «’ O-ympyri. Tilléin I(w’) on suora, joka on kohtisuorassa ympyrdn «’ halkai-
sijaa vasten.

Todistus. Olkoot ¢; L / siten, ettd O € £, ja olkoon A ={¢;N/{.
Kun P €/, niin AOPA~ AOA’P’, missd A’ = I(A) ja P’ = I(P).
Tdten P’ on sen ympyrin kehéll4, jonka halkaisijana OA’ on.

Toisaalta, jos P on tuon ympyran kehéll4, niin vastaavasti paa- A
tellen todetaan, etti sen inversio P’ on vaaditulla suoralla. 0O ¢, OU A

p/

Lause 5.14. Inversiossa seuraavat kuvautuvat itselleen: inversioympyrd «w; ne suorat, jotka
kulkevat inversion keskuksen O kautta; ja ympyriit, jotka leikkaavat ympyrdin w kohtisuo-
rasti.

Todistus. Harjoitus. O
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Ensimmadisestd lauseesta saadaan (tdssd kaksi O-ympyrda sivuavat toisiaan, jos tiydennetyt
ympyrét sivuavat pisteessd O):

Lause 5.15. Jos ¢, ja !, ovat yhdensuuntaisia suoria, jotka eivdit kulje pisteen O kautta, niin
ne kuvautuvat inversiossa O -ympyroiksi, jotka sivuavat toisiaan.

CLause 5.16. Olkoon w, ympyrd, O ¢ w;. Tdlloin I,(w,) on ympyrd, O ¢ I,(w1). )

Todistus. Olkoot A ympyrdn w, keskipiste, P e w;jaQ €

{(0, P)Nn w; toinen leikkauspiste. Piirretddn pisteen P in-

version P’ kautta suoran £(A, Q) kanssa yhdensuuntainen p
suora, ja olkoon B ndin saadun suoran ja suoran (0, A)
leikkaus. Nyt OP-OP’=r?ja OP’/OQ = BP’/AQ. Laske-
malla todetaan, ettd BP’ = AQ-r?/OP-0Q, missd AQ on
ympyran w; sdde ja OP - OQ on ympyrdn potenssina pis- 0 B A
teen P valinnasta riippumaton vakio. Titen BP’ on pis-

teen P valinnasta riippumaton vakio ja siis ympyran si-

de. O

Lause 5.17 (Ptolemaios). Olkoot A, B, C ja D tason E pisteitd. Tilloin
AD-BC+AB-CD > AC-BD.

Lisciksi yhtdsuuruus on voimassa tarkalleen silloin kun ABCD on konsyklinen.

Todistus. Olkoon w r-siteinen ympyra piste A keskuksena, ja merkitdan X’ = I,(X) pisteille X.
Talloin
AC AP
AB ~ AC’
jasiten AABC ~AAC’B’,eli BC/AC = B’C’/AB’, mistd saadaan, etti
2

B'C'=BC- )
AB-AC

Kolmioepayhtdlon mukaan B’C’+ C’D’ > B’D’, josta siirtymalld edelleen pisteisiin A, B, C

ja D saadaan
2 2 2

+cpD.——_>pp.
AB-AC AC-AD AB-AD

Yhtdsuuruus on voimassa vain jos C’ € B’D’, eli kun C on ympyridn w; = w(A, B, D) kaarella
BD, joka on vastap#iti pistettd A. Kertomalla edellinen yhtild puolittain luvulla AB-AC-AD /r?
saadaan Ptolemaioksen tulos. O

BC-

Huolimatta siitd, ettd inversio vadristda kuvioita, se sdilyttdd kulman suuruuden.
Seuraava tulos jdi harjoitukseksi.

Lause 5.18. Niiden pisteiden P ura, joiden etdisyydet kahdesta annetusta pisteestdi A ja B ovat
annetussa suhteessar:
BP=r-AP

on Apolloniuksen ympyrd, joka invertoi pisteen A pisteeksi B.
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Inversiotaso

Inversiossa ympyrdn w suhteen keskipiste O on erikoisasemassa. Tadstd voidaan pédéstd eroon
laajentamalla tasoa E ideaalipisteelld co. Merkitddn E., = E U 0o, ja médiritellddn pisteet O ja
00 toistensa inversiopisteiksi ympyrdn w suhteen.

Inversiotulosten ja Apolloniuksen lauseen mukaisesti voidaan suoraa pitdd ympyrian, jonka
sdde on ddrettdman suuri. Kun tdmi samaistus on tehty, kutsutaan tasoa E., inversiotasoksi.
Téssd tasossa siis 'suorat’ ovat ympyroita.

Inversio (saman ympyrin w suhteen) on tason E, transformaatio ja

CLause 5.19. Inversio kuvaa ympyrdan ympyréksi. )

Huomaa, ettd kaksi yhdensuuntaista suoraa kuvautuvat inversiossa ympyroiksi, jotka sivua-
vat toisiaan. Ndin ollen yhdensuuntaisuus inversiotasossa on ajateltava ympyroéiden sivuamise-
na.

Esimerkki 5.7 Olkoon w; ympyri tasossa E ja P, Q sen sisdlld olevia pisteitd. On olemassa tar-
kalleen kaksi ympyrd4, jotka kulkevat pisteiden P, Q kautta ja jotka sivuavat ympyrda w;.

Todistus. Olkoon w (ddrellissdteinen) ympyra P keskipisteend. Téalloin inversiossa timan ympy-
rdn suhteen: I(P) = 0o, I(Q) = Q" ja I(w;) = w]. Piste Q" on ympyrdn ] ulkopuolella (koska
oo on ulkopuolella). Piirretdan tangentit pisteestd Q" ympyrille w}. Nama kulkevat pisteen oo

kautta, ja niiden kuvat inversiossa (ympyrian w suhteen) ovat vaaditut ympyrit. O
Olkoon w ympyré O keskipisteend ja k sdteend. Pisteen P # p

O polari ympyrédn w suhteen on suora p, jolla p L £(O, P)ja

I(P)ep. P’

Olkoon p suora, O ¢ p. Tdlléin P on suoran p napa, jos p on P

pisteen P polari.
Jdljempidna pisteiden polareja merkitddn vastaavilla pienilld kirjaimilla.

CLause 5.20. Piste A on suoralla b jos ja vain jos a kulkee pisteen B kautta. )

Todistus. Olkoon ¢ = {(A, C) suora, jolla { L ¢(O, B). Nyt
AOAC = AOBA’ (KK) ja siten OB/OA = OA’/OC, mistid ¢ C
OB-0C = OA-OA’ = k?. Ndin ollen C = B/, eli pisteen B
inversio, ja siten £(A, B’) on pisteen B polari. Toisinpiin to- A
distus on vastaavanlainen. O 0] A

Tama lause on duaalisuustulos. Pisteet ja suorat vaihtavat paikkaansa: Jos F on pisteistd ja
suorista koostuva tasokuvio, missi tietyt pisteet sijaitsevat tietyilld suorilla, niin sen duaalisessa
kuviossa tietyt suorat kulkevat tiettyjen pisteiden kautta.



Liite 1: Isometriat ja ryhmat*

Matriisiesitykset

Tason isometriat voidaan reaalitasossa esittdd matriisien avulla. Ndma4 esitykset ovat erityisen
mielekkditd ohjelmoinnin kannalta. Reaalitasossa kukin piste esitetdén koordinaattiensa avulla
P =(x, y). Yleisesti, tason lineaarimuunnos madrdytyy annetusta 2 x 2-matriisista ja vakiovekto-
rista:

T(x,y)=(x,y)(z Z)Hp»q)-

. . - 10 L . .
Esimerkki 5.8 (1) Identiteettimatriisi I = ( 0 1) kuvaa jokaisen pisteen itselleen.

(2) Kaikki translaatiot P — P’ voidaan esittdd muodossa (x’, y’')=(x, y)I +(a, b).
(3) Rotaatio origon ympaéri kulman 6 verran voidaan esittdd matriisina

cosf —sinf
sin@ cos@ |’

(x/’y/):(x’Y)(

(4) Peilaus origon kautta kulkevan suoran ¢ suhteen, joka muodostaa kulman 6 x-akselin suh-
teen, voidaan esittdi matriisina

cos20 sin26
sin20 —cos20 )’

(x',y")=(x, y)(

Toisaalta, jos p on peilaus suoran ¢ suhteen, joka ei kulje origon kautta, voidaan se esittdd aina
muodossa 77! p; 7, missd T on translaatio, jolle £7 kulkee origon kautta ja p, on peilaus suoran
¢* suhteen. O

Seuraavan lauseen mukaan jokainen isometria sdilyttdi pistejoukon painopisteen. Tat4 var-
ten médritellddn pistejoukon & ={P,, P,,..., P,} painopiste ehdosta

1 n
G(2?)= ;Zpi;
i=1

(kyseessd on vektorien summaus). Merkitddn my6s a(2?) = {a(P,), a(P), ..., a(P,)}.

CLause 5.21. Olkoota isometria, ja2? tason ddrellinen pistejoukko. Téilloin a(G(2?)) = G(a(2? )D

Tdstd lauseesta ja ryhmien perusominaisuuksista saadaan

Lause 5.22. Jos ¢ on ddrellinen ryhmd isometrioita, niin on olemassa piste jonka kaikki a €
9 kiinnittduviit.

Itseasiassa, voidaan osoittaa, ettd jokainen direllinen isometrioiden ryhmaé on joko syklinen
tai dihedraalinen.
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Tason symmetriat

Olkoon K tason kuvio (eli pistejoukko). Tall6in sen symmetriaryhmé Sym(K) koostuu kaikista
isometrioista, jotka kiinnittdvét K:n pisteittdin. On helppo todeta, ettd Sym(K) on ryhmé.

Esimerkki 5.9 Nelion QABCD symmetriaryhmé koostuu D . C
(1) rotaatioista o g, missd 8 = 0°,90°,1807,270 ja O on nelion kes- N . vl
kipiste (mukaanlukien identiteettikuvaus), ja N7

(2) peilauksista diagonaalien £(A, C) ja (B, D) suhteen, -1-- _;%{O --1-
(3) peilauksista sivujen keskinormaalien ¢(X, Z) ja ¢(y, R) suhteen. 7N
Selvésti jokainen symmetriaryhmén alkio permutoi kérkipisteet. 4 ; >
Symmetriaryhméin kuuluu siis 8 isometriaa. o A I B

Jos kuvio K on rajoitettu (eli se voidaan piirtdd jonkun ympyrén sisddn), on sen symmetria-
ryhma dérellinen, ja siten kuviolla on aina ‘keskipiste’, jonka jokainen isometria @ € Sym(K) kiin-
nittdd. Toki Sym(K ) voi olla triviaali eli Sym(K) = {t}, jolloin kaikki pisteet ovat ‘keskipisteitd’. Ku-
ten tiedimme, jos kuviolla on vdhintddn kolme ‘keskipistettd’, on sen symmetriaryhma triviaali.

Olkoon Z; on tason kaikkien translaatioiden muodostama ryhma. Jos ¢ on jokin isometrioi-
den ryhmi, samoin on siind esiintyvien translaatioiden muodostama joukko, jota kutsutaan ¢:n
translaatioryhmiksi:

Ty=9NT;.

(1) Mikéli ryhmé Ty on syklinen eli Ty ={...,771,1,7,72...} on ¥ friisiryhmi (eli ornamentti-
ryhmad). Friisiryhma on jonkin ornamentin symmetriaryhmi, eli sellaisen kuvion, jossa osakuvio
toistuu tasavélein suoran suunnassa.

~

Lause 5.23. Jokainen friisiryhmd ¢ on yhtd seuraavista tyypeistd. Ryhmdn 9 generoi
(1) translaatio,
(2) translaatio T || a ja peilaus py,, missi b 1 a,
(3) translaatio T || a ja peilaus p,,
(4) translaatio T || a ja puolikierto 6 p, missi P € a,
(5) siirtopeilaus,
(6) siirtopeilaus p’|| a ja puolikierto 6 p, missii P € a,
\(7) siirtopeilaus p’|| a, peilaus py, ja puolikierto 5p, missi b L v jaP € a.

Friisiryhmien symmetriat voidaan esittd4 oheisten ornamenttikuvioiden avulla.

w7 ¥ 77

o 7 VU7 Y
7 7 7 T
U N N N Y
(4)VAVA
@VBVB
o V7 1 7 Y
N
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7 V. 7 Y
K N R N

(2) Kideryhma (eli tapettiryhmi) on isometrioiden ryhmd, jonka generoijajoukkoon kuuluu tar-
kalleen kaksi translaatiota, joiden suunnat eivit ole yndensuuntaisia. Ndiden ryhmien kiinnitta-
mit kuviot toistavat itseddn tasossa, jonka ne tayttavat periodisesti peruskuvion avulla. Perusku-
vio on monikulmio (jonka sisille voidaan piirtid symmetriaa rajoittava kuvio). Kideryhmid on 17
eri tyyppistéd riippuen niiden (muiden) generaattorien luonteesta. Tallaisessa ryhméssa voi olla
vain sellaisia rotaatioita, joiden rotaatiokulmat ovat 360° /n, missi n = 2, 3, 4 tai 6.

LN
=
%
S

a 1 \,I>_’.'
=
Kuvat Bar-Natanin kotisivulta:

www.math.toronto.edu/~drorbn/Gallery/Symmetry/Tilings

(3) Mikadli translaatioryhmai Ty, sisdltdd vdhintddn kolme riippumatonta translaatiota, on ryhma
¢ jatkuva: jokaiselle reaaliluvulle r > 0 ja tason pisteelle P on olemassa a € ¥, jolle PP% < r, eli
piste kuvautuu mielivaltaisen ldhelle annettua pistettd ryhmén % translaatioita kdyttiden.



Liite 2: Fraktaaleista*

Fraktaali on ddrimmadisen hienorakenteinen epédsddnnéllinen kuvio, jossa on (likim&daréisesti)
itseddn toistavia kuvioita. Usein fraktaali saadaan aikaiseksi toistamalla loputtomiin annettua
laskukaavaa. Fraktaaleja voidaan saada aikaan hyvin monella iteratiivisella tavalla. Esimerkiksi
Mandelbrotin joukko ja Julia-joukot syntyviat kompleksitasoon toistamalla kuvausta

z—z’+c.

Samoin Newtonin metodi polynomien juurien etsimiseksi voidaan muokata tuottamaan frak-
taaleja. Toisaalta Lindenmayer suunnitteli 1960-luvun lopulla kuvaamaan biologisia kasvupro-
sesseja. Namé L-systeemit tuottavat (usein ‘kasvustollisia’) fraktaaleja toistamalla tiettyjd for-
maalisia sddnt6jd. Myos ddrelliset automaatit ja soluautomaatit generoivat fraktaaleja.

Esimerkki 5.10 (Mandelbrotin joukko) Tarkastellaan kompleksilukujen jonoa
21,20,
joka méadritellddn rekursiivisesti alkuarvosta ¢ € C ldhtien: z; = ¢ ja
Zpe1 = zi +c. (5.3)

Mandelbrotin joukko M koostuu niistd kompleksitason pisteistd ¢ € C, joilla jono (5.3) pysyy
rajoitettuina |z,,| < d jollain vakiolla d.

Esimerkki5.11 ¢ Kun c =1, onjononopeastikasvava: z; =1, z, = z1z1+¢ =2, 23 = 2,2,+¢ =5,
Z4=2323+C =26, 25 = 242, + ¢ =677, 25 = 2525 + ¢ =458330. Tassi tapauksessa z,, etddntyy
origosta, lim, o, |2,| — 00, eli 1 ¢ M.

e Kunc=i,niinz, =i,z,=i-i+i=—1+1i, 23 =(—1+i)(—1+i)+i=—i, 2, =(—i)(—i)+i =—1+1,
jajono on (lopulta) periodinen: joka toinen jonon jasen on —i ja joka toinen —1+i. Erityisesti
jono {z,} pysyy rajoitettuna: |z| < v2.

e Myds kun ¢ =—2 saadaan periodinen jono, silli nyt z; =—2, z, =2, z3=2, ....

e Kun ¢ = —0.5+0.57, niin 2z, = —0.5, z3 = 0.25+ i, z, = —0.6875 + 0.25i, ja nyt on hieman
vaikeampaa sanoa miten jono {z, } kiyttaytyy. Kun iterointia jatketaan voidaan aavistaa, etta
jono z, suppenee tissd tapauksessa kohti raja-arvoa, joka on likimadrdisesti —0.41 + 0.281.

O
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Invariantit kuviot

Olkoot a3,..., a,, kutistavia kuvauksia,
P%Q% <¢;-PQ, (i=1,2,....m;c;<1).

Tason kuvio F on invariantti ndiden kuvausten suhteen, jos
m
F= U a;(F).
i=1

Niin ollen F on invariantti kuvausten a; suhteen, jos joukot a;(F) peittdvit kuvion F tarkalleen
kuitenkin sallien pééllekkéisyyden.

Tason kuvio F on itsesimilaari, jos se on invariantti joidenkin kutistavien similaarikuvausten
ay, ..., suhteen. Itsesimilaari kuvio on siten omien pienennéstensi, a;(F), ..., a,,(F), yhdis-
te. Talléin F ~ a;(F) ~ a?(F) ~ ..., miss4 kukin pienennéksen pienennés a/(F) on osa kuviota F.
Niin ollen itsesimilaari F sisdltdd itsensd toiston ddrettdmédn monta kertaa. Mybhemmin frak-
taaleja kisitellddn invariantteina kuvioina.

Esimerkki 5.12 [Von Kochin kdyrd] Tamé kdyréd K on neljan kutistavan similaarikuvauksen unio-
ni. Kdyrd K kuvautuu «;:n avulla similaariksi kadyréksi vélille A; — A; ;.

AU o e S e

Kochin kéyré saadaan iteroimalla seuraavaa muunnosta: kuvion jokainen jana jaetaan kolmeen
yhtd pitkddn osaan, ja keskimmaiinen korvataan tasasivuisen kolmion kahdella muulla kyljella.
Von Kochin kdyrd K on raja-arvo tdsti iteraatiosta Ky, Kj, K ..., missd murtoviivan K; pituus on
(%)i kertaa alkuperiisen janan K, pituudesta. Niinpd Kochin kdéyrédn pituus on ddreton, vaikka se
kulkee rajoitetulla alueella. Fraktaalien teoriassa tillaisille kayrille 16ydetddn dimensio. Kochin
kdyrén fraktaalinen dimensio on

log(4)

log(3)
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Tason topologiaa

Fraktaalien teoriaa varten tarvitaan muutama topologinen késite: Kullekin r >0

B,(P)={Q:PQ<r}

on P-keskinen avoin r-ympdéristd. Kuvio F on avoin, jos sen jokaisella pisteelld on avoin ym-
paristd F:ssd, B.(P) C F jollain r > 0. Kuvio F on suljettu, jos sen jokainen reunapiste kuuluu
F:3&n. Todetaan, ettd kuvio F on suljettu jos ja vain jos sen komplementti E \ F on avoin.

Kaikki kuviot eivat kdyttdydy tarpeeksi siististi, jotta niille voitaisiin méaritelld dimensio. Siksi
kompaktit kuviot néyttelevit keskeistd osaa fraktaalien maailmassa. Kuvio F on kompakti, jos
sen jokaisella avoimella peitteelld on direllinen osapeite: Jos F C U;c;A;, missd kukin A; (i € I)
on avoin joukko, niin on olemassa &arellinen osaperhe A; ,A; ..., A; siten, ettd F C U;.":l Ay, .
Tasossa kompaktit kuviot voidaan luonnehtia helposti:

CLause 5.24. Tason kuvio F on kompakti jos ja vain jos se on suljettu ja rajoitettu. )

Kuvio F on rajoitettu, jos on olemassa r > 0 ja piste P, joilla F € B,(P). (Vertaa edellistd
tulosta Heine-Borel lauseeseen).

Lause 5.25. (1) Jos F; D F, D ... on pienenevdi jono kompakteja kuvioita, niin N2, F; on
epdtyhjéa kompakti kuvio.
(2) Jos a on kutistava kuvaus ja F on kompakti kuvio, niin myds a(F) on kompakti.

Madritellddn vield kullekin kuviolle F sen avoin ja suljettu r-ympéristo:
B,(F)={Q : PQ<rjollain PeF} ja B,(F)={Q : PQ < rjollain P € F}.

Pisteiden vélinen etdisyys PQ ei médrittele kompaktien ku-
vioiden vélistd etdisyyttd suoraviivaisesti vaan tarvitaan hie-
man erilainen médrittely: Kun F ja G ovat kompakteja, maa-
ritellddn niiden Hausdorff-etdisyys seuraavasti

dy(F,G)=inf{r : F c B,(G)jaG c B,(F)}.

/Lause 5.26. dy on hyvin mddiritelty etdisyys: kaikille kompakteille F, G, K
(1) dy(F,G)>0, jady(F,G)=0vain jos F =G,
(2) dy(F,G)=dy(G, F),

KSiten kompaktit kuviot muodostavat metrisen avaruuden Hausdorff-etdisyyden suhteen.
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Invarianttien kuvioiden ominaisuuksia

Kutistavat kuvaukset maardavit aina yksikésitteisen invariantin joukon (fraktaalin).

Lause 5.27. Olkoot a;, i =1,2,..., m, kutistavia kuvauksia,
PYQ% <¢;-PQ (c;<1).

Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen kompakti kuvio F, joka on invariantti nédiden kuvausten
Suhteen:

k T J

Todistus. Olkoon K jokin kompakti kuvio, jolle a;(K) ¢ K. (T4llaisia kuvioita on olemassa, esi-
merkiksi B, ({P}) jollain P ja r.) Koska kukin @; on kutistava, myds «;(K) on kompakti, ja siten
af(K ) on kompakti kaikilla i ja k. Merkitddn

a(K)=| Ja;(K).
i=1

Oletuksen nojalla, a(K) K, ja edeltdvin perusteella a*(K) on kompakti kaikilla k.
Siten a**!(K) c a*(K) kaikilla k, ja niin ollen K, a(K), @*(K),... on pienenevi jono kompakteja
kuvioita. Niiden leikkaus

F= ﬁ a(K)
k=1

on epatyhja kompakti kuvio. Koska edellinen jono on pienenev, niin selvésti ¢(F)=F, eli F on
invariantti kuvausten «; suhteen.
Yksikésitteisyyttd varten huomataan, ettd jos K ja G ovat kompakteja, niin

dy(a(K), a(G)) < max{dy(a;(K),a;(G)) : i=1,2,...,m},

(miksi?), ja siten
dy(a(K),a(G))<max{c; : i=1,2,...,m}-dy(K,G),

misté seuraa, ettd jos a(K)=K ja a(G)= G, niin dy(K,G)=0,eli K =G. O

Lause 5.28. Olkoot a; (i =1,2,..., m) kutistavia kuvauksia kuten edelld, K kompakti kuvio,
jolla a;(K) € K. Merkitdcin

a(K)=_Ja;(K).
i=1

Tilloin

F= ﬂ a*(K).
k=1 j

Todistus kertoo vield enemmén: Olkoon K miki tahansa kompakti joukko. Téilléin a*(K) ld-
henee invarianttia joukkoa F, kun k kasvaa, eli dy(a*(K),F)— 0 kun k — co. Taimi voidaan
helposti johtaa todistuksen viimeisestd epayhtalosta.

\

Esimerkki 5.13 Sierpinskin kolmio saadaan poistamalla tasasivuisen kolmion ‘keskuskolmio’
ja toistamalla tdtd loputtomiin kaikkiin jéljelld oleviin kolmioihin. Tdma tarkoittaa, ettd on kdy-
tetty kolmea similaarikuvausta a; (i = 1,2,3), joista kukin kuvaa tasasivuisen kolmion yhdeksi
‘kérkikolmioksi’. Edeltdvin lauseen nojalla alkukuvioksi olisi voitu valita vaikkapa yksi piste (ko-
ko kolmion asemesta) ja silti pdddytddn samaan lopputulokseen. O
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Seuraavaksi nyt ettd annetuilla kutistavilla kuvauksilla on sama kutistusvakio c. Tall4 edelle-
tykselld johdetaan kollaasilause, joka sanoo, ettd miten hyva (kompakti) arvio K on invariantista
kuviosta F.

~

(Lause 5.29 (Kollaasilause). Olkoota; (i =1,2,..., m) kutistavia kuvauksia ja F niiden
invariantti kuvio siten, ettd P% Q% < ¢ - PQ, missd c < 1. Tdlloin

m
dH(K F <dH K, al
i=1

l—c

missd K on kompakti kuvio.

\

Todistus. Kolmioepdyhtdl6a kdyttden saadaan

i(K))+dH(U ai(K), F)

Cs

dy(K,F) < dy(K

i=1

3

m

= dy(K,| Ja; K))+dH(Ua a;(F))

i=1 i=1

<dy(K,| |a;(K))+c-dy(K,F)

'CS

~
Il
—

missd viimeinen epdyhtdlo seuraa edeltdvdn todistuksen viimeisestd epayhtalosta. O

Lause 5.30. Olkoot K epdityhjd kompakti kuvio ja € positiivinen. Tdlldin on olemassa inva-
riantti kuvio F kutistavien similaarikuvausten suhteen, jolla dy(K,F)< e

Todistus. Olkoot B; = B,(P;) pisteiden P; (i € I) ympdristdjoukko, jolla r < %6 ja joka peittdd
K:n, K cU;¢; B;. Koska K on kompakti, niin ndistd ympaéristodistd 16ydetddn ddrellinen osapeite,
sanokaamme K C U?; ,B;. Téllgin r:n valinnan nojalla,

m
Kc| JBic B, (K).
i=1

Olkoon a; kutistava similaarikuvaus, joka kuvaa K:n B;:hin ja jonka kutistusvakio on korkeintaan
%. Néin ollen a;(K)C B; C B%e(ai(K)), ja siten

'CS

a;(K)UBy (K) ja KCUB% a;(K)),

i=1 i=1

mistd saadaan, ettd

Tastd edeltdvin lauseen nojalla johdetaan vaadittu tulos: dy (K, F) < €, missd F on kutistavien
similaarikuvausten a; (i =1,2,..., m) invarianttikuvio. O
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Kollaasilause tarjoaa kdytdnnollisen tavan esittdd kuvioita: Piirretddn ensin F likimé&érdises-
ti ja peitetdén se sitten mahdollisimman tarkasti similaareilla kopioilla. Nama4 similaarit kuviot
madrdavat invariantin kuvion K, joka on hyva arvio alkuperdisestd kuviosta F kollaasilauseen
mukaan.

Jokainen tasokuvio voidaan esittdd mielivaltaisen tarkasti kutistavien similaarikuvausten in-
varianttina joukkona, ja siten saada tdma kuvio aikaan iteroimalla similaarikuvauksia jostain
kompaktista kuviosta ldhtien. Télld on kdytdnnollisid sovellutuksia, silld esittdmalld kuvio (va-
lokuva, tietokonegrafiikka ja niin edelleen) pisteittdin (kuten tietokoneen tiedostot normaalis-
ti tekevit), vaaditaan suuria tiedostoja, mutta esittdimélld sama kuvio luettelemalla vain iteraa-
tioon tarvittavat kuvaukset, pddstddn usein huomattavasti vihemmalld tietomaadralld. Tdmin
pakkauksen varjopuolena on se, ettd kédytettdvit kutistavat kuvaukset vilttdmattd luovat jonkin-
verran symmetrisyyttd tuloksena olevaan kuvioon, vaikkei moista symmetrisyytta esiintyisikdan
alkuperdisessd kuviossa.
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