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Luku 1

Johdanto

Viime vuosikymmeniné epilineaariset ilmict ovat vakiinnuttaneet paikkansa fysii-
kan tutkimuksessa. Epélineaarisia ilmi6ita sisdltavien mallien tutkimuksessa on kui-
tenkin yksi suuri hankaluus: lihes aina padddytddn johonkin epilineaariseen osit-
taisdifferentiaaliyhtdlo6n ja nédiden ratkaiseminen on usein ylivoimaisen hankalaa.
Joillekin malleille voidaan 16ytda erikoisratkaisuja ja jopa kokonaisia ratkaisuhie-
rarkioita, kuten Korteweg-de Vries -yhtilolle, mutta useampiulotteiset mallit ja&-
vat yleensi vaille analyyttistd ratkaisua. Jotkin moniulotteisetkin mallit ratkeavat
sopivalla muuttujien separoinnilla tai yritteelld, jolloin epélineaarinen osittaisdiffe-
rentiaaliyhtilé saadaan muunnettua yhdeksi tai useammaksi epélineaariseksi diffe-
rentiaaliyhtéloksi, joiden ratkaiseminen on huomattavasti helpompaa. Niin voidaan
tehdé esimerkiksi Skyrmen mallille. Aina tdméak&an ei auta tai sopivaa separaatiota
tai yritettd ei 16ydy ja silloin on turvauduttava numeerisiin menetelmiin. Tédyden
mallin, missd on kolme avaruusulottuvuutta ja aika, ratkaiseminen numeerisestikin
on niin vaativa tehtéivé, ettd tietokoneiden laskentakapasiteetit ovat vasta aivan vii-
me vuosina kasvaneet riittdviksi. Téastd syystd numeerisiakin menetelmis varten py-
ritdan loytdmain jokin muuttujat separoiva yrite ja vasta mikali tdssé ei onnistuta,
turvaudutaan tdyden mallin numeeriseen tutkimiseen.

Numeeristen menetelmien lisdksi merkittdva apuviline on l6ydetty algebrallises-
ta topologiasta. Algebrallisen topologian peruspilarina ovat homotopiaryhmét, joi-
den alkioita sanotaan homotopialuokiksi. Homotopialuokkien voidaan ajatella muo-
dostuvan niistd kahden avaruuden vélisistd kuvauksista, jotka voidaan muuttaa toi-
sikseen jatkuvalla kuvauksella. Fysiikassa tatd yleensd sovelletaan siten, ettd tdmé
jatkuva kuvaus ajatellaan liikeyhtdloiden ratkaisun muutokseksi ajan mukana. Li-
siksi oletetaan fysikaalisten ilmididen olevan jatkuvia ajan suhteen, joten ratkaisu ei

voi ajan mukana siirtyé luokasta toiseen. Mikéli liikeyht&l6illa on eri homotopialuok-



kiin kuuluvia ratkaisuja, on jokaisessa luokassa oma, mahdollisesti degeneroitunut,
minimienergiatilansa, joka ei siis voi ajan kuluessa muuttua toisen luokan tilaksi.
Mikéli tdmén ratkaisun energia riippuu sen homotopialuokasta, saadaan fysikaali-
sesti erilaisia, topologisista syistd stabiileja ratkaisuja, joita kutsutaan defekteiksi
ja topologisiksi solitoneiksi. Nimitys defekti on kiytossé erityisesti kiintedn olomuo-
don fysiikassa, silli silloin téillaiset ratkaisut usein esiintyvit kidevirheini ja muina
vastaavina “huonoina” ominaisuuksina. Termi topologinen solitoni taas on kiytossa
laajasti hiukkasfysiikassa ja kosmologiassa. Termin solitons kiytto on tosin tassa yh-
teydessa on valitettavan 16ysié, silld vain harvoin on kyseessd varsinainen solitoni,
silld topologinen stabiilius ei takaa solitonilta vaadittavaa dynaamista stabiiliutta
esimerkiksi tormayksissa.

Topologisia solitoneja esiintyy lidhes jokaisella fysiikan alalla; niitd ovat neste-
kiteiden kidevirheet [1], Bose-Einstein -kondensaateissa esiintyvét pyorteet ja skyr-
mionit [2, 3, sekdi niiden viitteet], *He-supranesteessi esiintyviit pyorteet ja pyor-
repinnat [4, 5| sekd ferromagneettien solitonit ja pyorrelenkit [6]. Kosmologiassa
universumin rakenteiden muodostumista tutkittaessa esiintyvit kosmiset siikeet ja
alueseindmét (domain wall) [7] sekd vorteksit [8] ovat my6s topologisia solitoneja.
Lisdksi topologisia solitoneja esiintyy myds ldhes kaikissa hiukkasfysiikan standar-
dimallin laajennuksissa - sekd supersymmetrisissa teorioissa ettd yhteniisteorioissa.
Itse standardimalliinkin voidaan tuottaa topologisia solitoniratkaisuja asettamalla
Weinbergin-Salamin kulma sopivaan arvoon [9, 10].

Erityisen mielenkiintoiseksi algebrallisen topologian merkityksen fysiikassa tekee
se, ettd saman homotopiaryhmén samaan homotopialuokkaan kuuluvilla kuvauksil-
la on yhteisid ominaisuuksia riippumatta siitd, mitéd fysikaalista systeemis ne ku-
vaavat. Niinp# kosmisia siikeitd onkin mallinnettu laboratoriossa *He-supranesteeen
pyorteilld |5, 11-14|, nemaattisten nestekiteiden sisdltamilld viiva- ja pistevirheilld
[15-17] ja jopa suprajohteilla [18]. Kvanttikromodynamiikassa esiintyvid gluonipal-
loja taas on mallinnettu Bose-Einstein -kondensaatin solitoneilla [19] ja suprajoh-
teilla [20]. Mitdédn néista ei kuitenkaan vield ole kyetty kokeellisesti muodostamaan,
ilmeisesti niiden vaatiman hankalan topologian takia. Tdhin on kuitenkin jo esitet-
ty mahdollisia ratkaisuja [19] eikd varmasti kestd kauaa ennen kuin niitd saadaan
muodostettua.

Ensimmaiset yhteydet algebrallisen topologian ja kenttiteorioiden vililld liene-
viat P. A. M. Diracin magneettinen monopoli [21, 22| sekd T. H. R. Skyrmen bary-
onimalli [23-26|. Mittakenttéiteorioiden lapimurron jilkeen algebrallinen topologia

vakiinnutti asemansa hiukkasfysiikassa mm. ’t Hooftin ja Polyakovin magneettisen



monopolin [27, 28| sekd Julian ja Zeen dyonin [29] my6ta. Vaikkei Skyrmen ajatus
mallintaa baryoneja hinen mallissaan esiintyvien topologisten solitonien avulla saa-
vuttanutkaan suosiota, tutkittiin 1960- ja 1970-lukujen vaihteessa mahdollisuutta
kuvata alkeishiukkasia puhtaasti topologian keinoin. Niissd malleissa eri hiukkasia
kuvasivat erilaiset virtasolmut, jotka olivat topologisten ominaisuuksiensa stabiloi-
mia (katso esimerkiksi [30] ja sen viitteet). Yksikéén silloinen kvantitatiivinen alkeis-
hiukkasmalli ei kuitenkaan sallinut solmumaisia topologisia solitoneja, joten ndiden
topologisten mallien toimivuutta ei voitu testata. Télle pohjalle Ludwig Faddeev
rakensi nykyédén Faddeevin-Skyrmen mallina tunnetun teoriansa [31, 32]. Faddeevin
malli on rakennettu siten, ettd se nimenomaan mahdollistaa solmumaisten topolo-
gisten solitonien olemassaolon. Ajatus solmuista ei sindlldén ollut uusi, silld ehdot-
tihan jo lordi Kelvin aikanaan, ettd atomiytimet olisivat erddnlaisia solmuja [33].
Faddeevin-Skyrmen mallille ei kuitenkaan kyetty l6ytdméain yhtédkdan analyyttista
epéatriviaalia ratkaisua ja siksi sen tutkimus jii pitkdksi aikaa muutaman paperin va-
raan [34, 35]. Kuten aiemmin jo on todettu, topologisia solitoneja alettiin my6hem-
min soveltaa moniin eri ilmi6ihin kosmisista séikeistd nestekiteisiin. Kun tahan viela
lisittiin tehdyt havainnot pydrremiisisté rakenteista >He-supranesteessi [5, 11, 12]
ja disklinaatioista nemaattisissa nestekiteissé [15], herési kiinnostus Faddeevin mal-
lia kohtaan uudelleen 1990-luvun puolivilissd. Yksi ensimmimmaisia yrityksia liit-
tdd Faddeevin-Skyrmen malli johonkin fysikaaliseen ilmioon oli sen solmumaisten
topologisten solitonien kdyttdminen kuvaamaan kvarkit hadroneiksi sitovia vérivir-
talenkkejé ja gluonipalloja [36, 37]. Niistd ensimmaéinen on erityisen mielenkiin-
toinen, silld kvarkkien sitoutumista hadroneiksi on yritetty jo pitkddn ymmartaa,
mutta toistaiseksi tyydyttiavai selitysté ei ole.

Tamén tyén kannalta suurin mielenkiinto Faddeevin-Skyrmen mallia kohtaan
ei kuitenkaan johdu gluonipalloista tai virivirtalenkeistd vaan siité, ettd se on yk-
sinkertaisin mahdollinen kenttiteoria, minké ratkaisuina esiintyy solmumaisia to-
pologisia solitoneja. On olemassa monia malleja, jotka ovat topologiansa kannal-
ta samanlaisia kuin Faddeevin-Skyrmen malli tai sisidltdvéit sen osanaan. NA&ité
ovat esimerkiksi Landaun-Lifshitzin ferromagneettimalli [6], kaksikomponenttinen
bose-kaasu [20], sahk6é johtava plasma [38], kaksoisaukkosuprajohteet [39] ja ferro-
magneettiset spin-triplettisuprajohteet [40] sekd sekéd efektiivinen matalaenerginen
Yang-Mills -teoria [36, 37].

Faddeevin-Skyrmen mallia tutkimalla voidaan saada tietoa monien eri systee-
mien ominaisuuksista, koska se esiintyy niin monessa eri yhteydessa. Tassad tyossi

on keskitytty tutkimaan mallin vorteksimaisten topologisten solitonien energiaa ja



muotoa sekd itseisvuorovaikutusta. Itse asiassa osoittautuu, ettd suinkaan kaikki
mallin topologiset solitonit eivit ole solmumaisia, vaan oikeiden solmujen lisdksi
esiintyy ainakin epésolmuja ja yhteen kytkettyja epdsolmuja [41]|. Epdsolmu nimi-
tys seuraa siitd, ettd mistd tahansa kohdasta katkaistun episolmun voi saaduista
paista “vetdd” suoraksi kun taas aitoa solmua ei. Nimitys on siis hyvin intuitiivinen.
Epésolmun prototyyppi on ympyré, kun taas kolmisolmu on yksinkertaisin mahdol-
linen aito solmu. Faddeevin-Skyrmen mallin jo tunnetuista ominaisuuksista mainit-
takoon tissd kolmisolmun muotoiseen ratkaisuun paatyminen epiasolmun muotoisen
alkutilan energiaa minimoimalla. Vaikka kyseessd onkin yhden analyyttisen yritteen
relaksoituminen minimienergiatilaansa, voidaan tastd péaatelld, millaisia prosesseja
monen solitonin systeemissd voi tapahtua. Ndiden vuorovaikutuksia ei kuitenkaan
vield ole tutkittu tdydella dynamiikalla, joten kahden tai useamman solitonin vuoro-
vaikutusprosessit ovat vield tuntemattomia. Avoin kysymys on my0s, ovatko saadut
ratkaisut globaaleja energian minimeja vai eivét, silld jotkin ratkaisut eivit ndyttaisi

noudattavan vaadittua energiaspektrii [35, 41].



Luku 2
Matemaattisia perusteita

Fysiikan tutkimuksessa kiytetdan apuna matematiikan monia eri aloja. Taméan tyon
osalta merkittavimmat alat ovat topologia ja differentiaaligeometria, jotka esitellaan
tassd luvussa tarpeellisilta osiltaan. Téassa sivuutetaan ne lauseiden todistukset, jot-
ka sellaisenaan l6ytyvét kirjallisuusviitteind annetuista ldhteistéd, ja annetaan vain
tarpeelliset kirjallisuusviitteet.

Téassé luvussa kerrataan myos lyhyesti klassisen kenttiteorian keskeiset tulokset.

2.1 Algebrallista topologiaa

Fysiikan teoriat kiiyttavit nykydan paljon hyvikseen algebrallista topologiaa ja geo-
metriaa. Téssd kappaleessa keskitytddn niihin algebrallisen topologian tuloksiin, joi-
ta tarvitaan Faddeevin-Skyrmen kentén tilojen luokittelussa niiden Hopfin invarian-
tin avulla.

Maéritelmissé ja merkinnéissa on 16yhésti mukailtu kirjaa [42]; ne 16ytyviat my6s
liitteestd A. Sen lisiksi tissd kappaleessa on voimassa seuraavat sopimukset.

Parit (X,7) ja (Y,7’) ovat topologisia avaruuksia, usein kuitenkin merkit&dan
vain X ja Y, mikéili ei haluta painottaa tiettyja topologioita. Topologisten avaruuk-
sien X; ja X, karteesinen tulo, topologianaan tulotopologia, merkitdaidn X; x X, seké
VneN: X"=@Q._ X
Maiiritelmi 2.1 (Homotopia). Olkoot f,g: X — Y jatkuvia kuvauksia. Jos
on olemassa jatkuva kuvaus h: X x I — Y siten, ettd Vo € X: ho(z) = f(2)
ja hi(z) = g(z), niin sanotaan, ettd f ja g ovat homotooppiset. Tamé merkitdén
[~y

Lyhyelld laskulla ndhd&in, ettd homotopia on ekvivalenssirelaatio. Se siis jakaa

jatkuvat kuvaukset X — Y ekvivalenssiluokkiin. Merkitdan kuvausta f vastaavaa



ekvivalenssiluokkaa symbolilla [f]. Edelleen on helppo nidhda, ettd ekvivalenssiluo-
kat ovat edustajistaan riippumattomia, eli [f] = [g], jos ¢ ~ f. Erityisen téirkea
erikoistapaus algebrallisen topologian kannalta on (absoluuttisen) homotopiaryh-
mdan kisite. Sen madrittelemiseksi teemme ensin kuitenkin sen késittelyd helpotta-

via méadritelmi.

Maiégritelmi 2.2 (n-lenkki). Olkoon f: I" — X jatkuva. Jos dx € X siten, etté
Vvt e 0(1"): f(t) = =,

sanotaan, ettd f on n-lenkki X:ssi.

Huomautus 1. Kuvausta f: I — X sanotaan yksinkertaisesti poluksi, jolloin sul-

jettu polku on 1-lenkki.

Huomautus 2. Olkoon v polku. Helposti ndhddan, ettd v(1 —t), kun ¢ € I, kulkee
polkua v, mutta pdinvastaiseen suuntaan. Maaritellidnkin polun ~ kddnteispolku
kaavalla 5 (t) = v(1 — t). Samoin méiéritelliin n-lenkille v kddnteislenkki kaavalla
Y(t) =~(1 —t1,ta,....t,), kun t € I™.

Maiiritelmi 2.3 (Kompositio). Olkoot f ja g n-lenkkejd X:ssé, joille f(1,...) =
g(0,...) sekd t = (t1,ta,...,t,) € I". Merkitdén

(2t to, s, ... 1) kun 0 < ¢, < 2
(f*9)(t) = 1 ’
g(2t1 — 1,t2,t3, .. 7tn) kun ) < tl < 1.

Kuvaus f % g on aina jatkuva ja sitd kutsutaan f:n ja g:n kompositioksi.

Mééritelms 2.4 (Homotopiaryhmi). Olkoon 2o € X, t € 9(I") ja0 < n € N,
Joukko

(X, o) = {[f]|f on n-lenkki X:ssd, jolle f(t) = zo}

on nimeltaén topologisen avaruuden X n:s. (absoluuttinen) homotopiaryhmd, kun

kaikille [f], [g] € m.(X, zo) méadritelld&n ryhméaoperaatio

Lf]- gl = [f = gl.

Ryhmaéoperaatio on hyvin maééritelty, koska jaannosluokka ei riipu edustajan
valinnasta ja ehdosta f(t) = xo seuraa, ettd kompositio on aina mééritelty. Ryhmén
ykkosalkiona on vakiokuvauksen ekvivalenssiluokka I, (x »,) = [%o] ja vasta-alkiona
kiianteislenkki: [f] 7' = [?}



On myos suoraviivaista tarkastaa, ettd niin saatu pari (m,(X, zo), ) todellakin
muodostaa ryhméan. Tdmaéan osoittamiseksi pitdisi vield osoittaa operaation asso-
siatiivisuus seka ykkos- ja kidnteisalkoiden yksikisitteisyys ja molemminpuolisuus.
TAmé on tehty esimerkiksi kirjassa [42] sivuilla 340.!

Mikéli sekaannuksen vaaraa ei ole, merkitaan I, = I, (x ). On myds mahdollista

maédritelld 7o (X, zo), mutta koska sité ei téssd tarvita, se sivuutetaan.

Huomautus 3. Polkuyhteniisten avaruuksien kohdalla voidaan kantapiste jattaa

merkitsemattd ja kiyttdd lyhennysmerkintdd m,(X) = m, (X, xq).
Lause 2.5. Z = 7T1<Sl) = WQ(SQ) = 7T3<Sg) = 7T3(82).

Todistus. Lauseen todistaminen vaatii useiden algebrallisen topologian tulosten ja
kisitteiden tuntemista eikéd tédssi ole syyta syventyé niihin. Tarvittavat kohdat 16y-

tyvét kirjan [42] luvuista 1 ja 4. O

2.2 Differentiaaligeometriaa

Ennen kenttédteoriaan sekd, Skyrmen ja Faddeevin-Skyrmen malleihin uppoutumis-
ta on syytd tutustua myos astekuvaukseen ja niin kutsuttuun Hopfin invariant-
tiin. Astekuvauksella voidaan luokitella Skyrmen mallin kentéit ja Hopfin invarian-
tilla Faddeevin-Skyrmen mallin kentédt. Tullaan osoittamaan, ettd astekuvaus liit-
tdd jokaiseen kuvaukseen f: X" — Y™ kokonaisluvun deg f, ja Hopfin invariantti
liittdd jokaiseen kuvaukseen f: S™! — S" kokonaisluvun H(f). Molemmat ovat
homotopiainvariantteja, joten ndmé luvut ovat samat jokaiselle homotopialuokan
[f] alkiolle. Naiden ominaisuuksien perusteella ne voidaankin mieltds kuvauksiksi
deg: m,(Y") — Z ja H: my,_1(S") — Z. Hopfin invariantille voitaisiin esittd4 mon-
takin ekvivalenttia méaritelméa, mutta kiytetdan tassi suoraviivaista differentiaa-
ligeometristd maaritelméaé, koska siihen riittda sama pohjatieto kuin astekuvauksen
méadritelmédn. Viitteessd [43, sivut 228-234| on esitelty muutkin tavat médritelld
Hopfin invariantti.

Tullaan ndkeméén, ettd ylla esitetyt kuvaukset deg ja H ovat itse asiassa jopa
isomorfioita, joten ne luokittelevat vastaavien kenttien eri tilat homotopialuokkiin.
Muiden fysiikan mallien tapaan kenttien oletetaan olevan C*-luokan kuvauksia,

mutta koska differentioituvat kuvaukset riittdvat méarittimaidn homotopialuokat

'"Huomaa, ettd [42]:ssa kilytetddn merkintds + ryhméoperaatiolle. Additiivinen merkintd on
luonnollinen kun n > 2, mutta yleisessé tapauksessa ryhma ei vilttamatta ole abelinen.



[43, sivu 214], késitelldén vain niitd niin kauan kuin mahdollista. Lisidksi mychem-
min tullaan ndkemaéin, ettd molemmissa malleissa jokaisen homotopialuokan kent-
tien energiat ovat alhaalta rajoitettuja ja nollafunktion homotopialuokkaa lukuu-
nottamatta timéa raja on nollaa suurempi. Koska kentidn muutos ajan funktiona
oletetaan fysiikassa jatkuvaksi, tarkoittaa tdma sité, ettei tila voi siirtyd homoto-
pialuokasta toiseen, joten jokaisessa homotopialuokassa on olemassa jokin - mahdol-
lisesti degeneroitunut - tila, jolla on sen luokan alin energia. Mikéli muissa kuin nol-
lafunktion homotopialuokissa on olemassa Eulerin-Lagrangen yhtiloiden ratkaisuja,
on siis myo0s niista jokin energeettisesti stabiili. Ndiden ratkaisujen l6ytamiseksi tar-
vitaan kuitenkin jokin saman homotopialuokan tila, josta numeerisin menetelmin
voidaan l6ytdd samaan luokkaan kuuluva ratkaisu. Koska varsinaisena tutkimuk-
sen kohteena on Faddeevin-Skyrmen malli, tutkitaan nyt, miten voidaan luoda tila,
jolla on mielivaltainen Hopfin invariantti. Ky ilmi, ettd on olemassa erityinen ku-
vaus, Hopfin kuvaus, jolla voidaan “kopioida” kentté, jolle deg(f) = n, kentéksi,
jolle H(f) = n. Néin ollen riittd4, kun osataan konstruoida Skyrmen mallin kent-
té, jolla on haluttu deg ja josta tarpeen mukaan saadaan my6s Faddeevin-Skyrmen
mallin vastaava kenttd. Tama on mukavaa, silld kuvauksen asteen laskeminen on
suoraviivaista ja on helppo konstruoida asteen n kuvaus, kun taas Hopfin invarian-
tin laskeminen on mahdollisesti hyvinkin hankalaa eikd mielivaltaisen invariantin
kuvausta ole helppo 16ytai suoraan.

Téassd kappaleessa kiytetddn Einsteinin summaussddnt6d hyvin vapaasti eika
indeksien arvojoukkoja mainita erikseen, koska ne selvidvit aina avaruudesta tai
muodosta. Lisaksi isoilla kirjaimilla merkityt indeksit ovat jarjestettyja: [; < [;41.

Sen sijaan edellisestd luvusta poiketen merkinnalla X" ei tarkoiteta karteesista
tuloa. Luku n on edelleen kyseisen avaruuden dimensio, mutta kyseessd ei véltta-
mattd ole minkddn avaruuksien karteesinen tulo. Edelleen pienille kirjaimille péitee
x € X", ellei toisin mainita. Muilta osin merkinndissd pyritdén seuraamaan kirjaa
[44].

2.2.1 Ulkoderivointi

Méiiritelmi 2.6 (Topologinen n-monisto). Mikéli topologinen avaruus X on
Hausdorff ja sen jokaisella pisteelld on ympéristo, joka on homeomorfinen avaruuden

R™ kanssa, sanotaan, ettd X on topologinen n-monisto.

Mikali moniston dimensiosta ei ole epaselvyyttd, voidaan se jattada merkitsemét-

td ja puhua vain topologisesta monistosta.



Maiéritelmi 2.7 (Kartta). Olkoon X topologinen n-monisto, U C X ja V CR"
avoimia sekd ¢: U — V homeomorfia. Silloin paria (U, ¢) sanotaan moniston X

kartakssi.

Mééritelmi 2.8 (Kartasto). Olkoot (U;, ¢;) moniston X karttoja, joille J,., U; =
X. Mikali kuvaukset

¢i1 © z‘_gl: ¢i1 (Un U UZQ) - ¢i2 (Un U Ulz)

ovat avointen R™:n osajoukkojen kuvauksia R":lle, sanotaan, ettd joukko {(U;, ¢;)}
on moniston X kartasto. Mikili kuvaukset ¢;, o (25;21 ovat luokkaa CP, sanotaan

kartaston olevan myo6s luokkaa CP.

Maiégritelmi 2.9 (Differentioituva monisto). Olkoon X monisto ja A sen kar-
tasto. Mikéli kartasto on luokkaa CP, sanotaan, ettd pari M = (X, A) on p kertaa
differentioituva monisto. Yleensa kiyttoon tulevat tapaukset p = 1 ja p = oo, jolloin

paria M kutsutaan vastaavasti differentioituvaksi monistoksi ja sileiksi monistoksi.

Maiégritelmi 2.10 (Reunallinen monisto). Olkoon {(U;, ¢;)} n-moniston M kar-
tasto. Merkitaan symbolilla R™" avaruuden R™ osajoukkoa, jolle x,, > 0. Joissakin
kartoissa qbi(Ul-) € R"” ja joissakin qbi(Ul-) € R"". Moniston M reuna M on niiden

pisteiden joukko, jotka ¢; kuvaavat avaruuteen R*~! € R"*.

Maéritelma 2.11. Olkoon X n-monisto, ¢; sen karttakuvaukset ja u; € X. Olkoon

r':=¢'(u) ja toteuttakoot dxy, ..., dx, sekd operaattori A ehdon

Néaiden generoimaa algebraa merkitdan symbolilla A. Lisdksi kukin joukko

k 0
{/\ day,| N\ dag, = 1}, (2.2)
j=0 j=0

kun k € [0,n], muodostaa reaalikertoimisen vektoriavaruuden kannan. Merkitdén

niiden joukkojen generoimia avaruuksia vastaavasti symboleilla A

Maisritelmi 2.12 (Differentiaalimuoto). Olkoon X siled, differentiaalinen n-
monisto ja i; € [1,n]. Olkoon liséksi p € [1,7] ja o, ;, kovariantti, tdysin antisym-

metrinen luokan C? (R",R) p-tensori. Merkitdaén

p
AP (X) :={a {a — ia /\ dx} ja (2.3)
s

A(X) ::é/\k(x). (2.4)




Tapaus p = 0 tuottaa jilleen triviaalin algebran A° (X) :={0}. Algebrojen AP (X) al-
kioita kutsutaan nimelld CP differentiaalinen p-muoto ja algebran A(X) vastaavasti

nimelld CP differentiaalimuoto.

Algebraa A muodostettaessa kiytetty operaattori A voidaan yleistaé differenti-

aalimuodoille seuraavalla tavalla.

Méiritelmd 2.13 (Kiilatulo). Olkoot v € AP(X) ja § € A9(X). Médritelldén

kuvaus

A: (AP (X),AY(X)) = APH(X), (a,8) —anp (2.5)
asettamalla
1 pt+q ‘
a N 6 L= ﬁail___ipﬁip+1...ip+q /\ d.’lf; (26)
pq =1

Kuvausta A kutsutaan kiilatuloks:.

Voidaan osoittaa, ettd kiilatulo on assosiatiivinen ja bi-lineaarinen. Se ei kui-
tenkaan ole kommutatiivinen, silld jos o € AP(X) ja 3 € AY(X), niin aAf =
(—1)P93 A . Viimeksimainitun ominaisuuden takia sitd kutsutaan usein myos

Grassman-tuloksi.

Miéritelms 2.14 (Ulkoderivaatta). Olkoon A € R, o, 3 € AP(X) luokan C*

muotoja ja d: A(X) — A(X) kuvaus, jolla on seuraavat ominaisuudet
a) d on lineaarinen: d(a + 3) = da + dg ja d(Aa) = Ado.
b) d(aAB) =dan B+ (—1)PaAdS.

c) d2=0.

d) Jos f(x) on O0-muoto, df = (%’; dz® eli tavallinen differentiaalimuoto.

Voidaan osoittaa, ettd nimé ominaisuudet madraaviat kuvauksen d yksikésitteisesti,

joten on jarkevid antaa sille nimeksi ulkoderivaatta(operaattori).

Huomautus 4. Olkoon a € AP(X) luokkaa C*. Koska A°(X) = R, voidaan 0-

muodolle f kirjoittaa f A a = fa. Niin saadaan myos kirjoitettua

|

1 'R R
a= Hail---ip /\ dx' = ;ailmip Ax't /\ da',

J=1 Jj=2
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jolloin saadaan
1 0N 1 1 0ci, i, i i
dazﬁ(dah__ip)/\dxlj/:\de = e Adzht /\de

p+1

1 80@1 iy iy
B /\ dz'.

Niin huomataan, ettd da € AP*1(X) on luokan C*~! muoto.

2.2.2 Differentiaalimuodon integrointi
Miaritelladn seuraavaksi nimelld pull back tunnettu kuvaus matemaattisesta kir-
jallisuudesta poiketen koordinaattiesityksen avulla.

Maisritelms 2.15 (Pull back). Olkoon f: X" — Y9 differentioituva ja w €
Ap(Yq). Silloin f*w:=wo f € AP(X“) ja

Fum b, A welal @
' =1
. , ofe
(f w)il...ip (ZL‘) P =Way...ay (f( ))Hk 1 81*% ap € [1, q} (28)

Lause 2.16. Olkoon «, 5 € A(X). Voidaan osoittaa, ettd seuraavat viitteet pitavét

paikkansa.
a) f*(da) = d(f*a)
b) fr(aAB) = ([ a) N(f*0).

Todistus. Viitteet seuraavat vilittomasti madritelmisté ja ketjusddnnosta. O

Ennen astekuvauksen kisittelyd pitaéd tutustua differentiaalimuodon integroin-
tiin. Olkoon (U, ¢) moniston X jokin kartta ja w € A"(X). Kiésitelldsn téssé vain
sellaisten muotojen w integrointia, jotka havidvit jonkin kompaktin U:n osajoukon
V' ulkopuolella, eli w(v) = 0 Vv ¢ V. Téllaista muotoa w sanotaan kompaktituki-
seksi. Integraalin kisitteen laajentaminen yleisempéddn tapaukseen vaatisi yksikon
osituksen (partition of unity) kisitteen méérittelemista ja olisi monimutkaisempaa

kuin on tarpeen, silld tissd tyossd integroidaan vain kompaktitukisia muotoja.

Maééritelmi 2.17. Olkoon w € A™ (X) kompaktitukinen ja (U, ¢) moniston X kart-
ta. T&ll6in w on integroituva, mikili w;_, on Lebesgue-mitallinen ja -integroituva;

integraalin arvo on

/Xw:/(]w:/:.../:wlmn(x)ny1dxl’. (2.9)
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Néin ei kuitenkaan saada integroitua muita kuin n-muotoja n-ulotteisen ava-
ruuden osan yli. Usein, mukaanlukien tdma ty6, kuitenkin tarvitaan muitakin inte-

graaleja. Avuksi tulee vektorianalyysistiakin tuttu Stokesin lause.

Lause 2.18 (Stokes). Olkoon M topologinen avaruus ja A sen jokin kartasto.
Olkoon lisiksi M = (M, A) suunnattu, siled ja reunallinen n-monisto, i: OM —
M inkluusiokuvaus, ja w € A“‘l(/\/l). Kun vield suunnistetaan reuna monistonsa

suunnistuksen mukaan, on voimassa Stokesin lause:

/M dw = /a i (2.10)

Mikéli OM = (), asetetaan [, i*w = 0.
Todistus. Sivuutetaan. Loytyy kirjasta [44]. O

Maadritelma 2.19. Olkoon f: X" — Y™ ja V C Y™ kompakti. Mikéli joukko
S (V) € X" on kompakti, sanotaan, ettd f on kompakti kuvaus (proper map).

Nyt olemme valmiit mairitteleméin astekuvauksen ja Hopfin invariantin.

2.2.3 Astekuvaus ja Hopfin invariantti

Miiritelmi 2.20 (Astekuvaus). Olkoot X" ja Y” yhteniisid ja suunnistettu-
ja monistoja, f: X" — Y" kunnollinen differentioituva kuvaus seki w € A" (Yn)

kompaktitukinen. Maéritelldén silloin kuvaus deg(f) kaavalla

/nf*w = deg(f) /nw- (2.11)

Yht&lon vasen puoli on varmasti olemassa, silld w:lle ja f:lle asetetut ehdot riittavit
takaamaan sen olemassaolon. Oikea puoli taas on selvisti olemassa, koska w on

kompaktitukinen.

Lause 2.21. Miéaritelmén 2.20 oletuksin

a) deg(f) on riippumaton muodon w valinnasta.
b) f g = deg(f) = deg(g).

c¢) Jos f sdilyttdéd suunnistuksen, niin deg(f) € Z.
d) deg: m,(S™) — Z on isomorfia.

Todistus. Sivuutetaan. Kaikki neljd 16ytyvét kuitenkin kirjasta [43]. O
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Mééritelmi 2.22 (Hopfin invariantti). Olkoon f: S*~! — S differentioituva
ja o € A"(S") siten, ettd [y, , o« = 1.2 Olkoon lisiiksi w € A™*(S?7!) sellainen,
ettd dw = f*a. Méadritelldin kuvaus H: C! (SQ”_l, S") — R kaavalla

H(f)::/s%_lw/\dw.

Kuvauksen H arvoa H(f) kutsutaan f:n Hopfin invariantiksi tai Hopfin indeksiksi.

Hopfin invariantin méaritelmésséi esiintyvd muoto w on valttimattd olemassa,
silld koska o on n-muoto n-ulotteisella monistolla, on da = 0. Niin ollen f*(da) =
d(f*a) = 0, joten f*a on suljettu muoto monistolla S**~!. Kohomologiateoriaan
ja pallon S?*~! n:nnen de Rham -kohomologian triviaalisuuteen nojautuen voidaan

S2n71

osoittaa, etta kaikki :n suljetut n-muodot ovat eksakteja, eli on olemassa n —1

muoto w siten, ettd dw = f*a.

Lause 2.23. Olkoon H ja f kuten méritelmassé 2.22 seki myds g € C'(S*"~!,S").
Silloin

a) H(f) ei riipu muodon w valinnasta.

b) f~g= H(f)= H(g).

c) Vf, H(f) € Z.

d) H: m3(S*) — Z on isomorfia.

Todistus. Sivuutetaan, katso [43] ja [42]. O

Esimerkki 1. Olkoon ®: S* — S™ differentioituva, a; € [1,n|, ix, jx € [1,n + 1],
A(n) n-pallon pinta-ala ja u avaruuden S™ luonnolliset koordinaatit, joille siis ||u|| =

1 ja 0; sen n-ulotteiset pallokoordinaatit, jotka méaaritelldan yhtaloilla

ul = cos(f;)
ul<'=" = cos(6;) H;;ll sin(6;) (2.12)
utt =TI, sin(6;).

2Téllainen muoto varmasti on olemassa ja normauskerrointa vaille se on muotoa €;, ;.
a"tda’ A ... Ada'. Esimerkiksi tapauksessa n = 2, o = g-ejpa’da’ A dz¥. Kohomologiaa tunte-
ville tdmi on tuttu H (S?):n generaattorina.
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Silloin

1 1 i n+1 .
deg(®) = An) ! /Sn €irig...ini1® j/\Q de" (2.13)
1 1 n+1
= 100 n 0, " It 2.14
Tl A s soan (214)
1 1 A n+1 8(;5““
= 19208 = de*s-1, 2.15
A(n) n! /Sn Ciria-oinin @ 1) 90 (2.15)

Todistus. Asteen maardamiseksi riittdisi minki tahansa muodon w etsiminen, joka
antaa yhtdlon (2.11) oikean puolen integraalille nollasta poikkeavan arvon, mutta
koska my6hemmin Hopfin invariantin yhteydessé kyseinen integraali pitdd kuiten-
kin normata yksikoksi, normataan se jo nyt. Tatd varten lasketaan ensin n-pallon
pinta-ala. Pinta-ala saadaan sellaisesta n-muodosta w € A" (S“), jolle fDn o dw =1

Olkoon siis

1 ' n+1 '
W= Eeil---irhrlu“ /\ du'*, (2.16)
) k=2
jolloin saadaan
1 n+1 ‘
dw = m€i1...z‘n+1 /\ dulka (217)
) k=1

joka on tunnetusti D"*!:n tilavuusmuoto. Pallokoordinaattien avulla saadaan lisiksi

n+1
/ w:/ ult /\ du' (2.18)
Sn n k=2

n+1
=(n+ 1)/ u' /\ du* (pallosymmetrian nojalla) (2.19)
" k=2

2 n+l 0
=(n+1) / sin?(0,)d6, H / sin’(0;_1)df;_, (2.20)
0 i3 /0

—(n+1 ik 2.21
(n+ 1)y (2:21)
= A(n). (2.22)

Jos siis valitaan asteen laskemiseksi v: =w/A(n), saadaan
/ 'y = deg((b) / v = deg ((I>) (2.23)
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Nyt pitda siis vain laskea ®*v, jotta saadaan halutut tulokset. Vetofunktion maéri-

telmén nojalla saadaan

. 11 0 A
((I) V) = V(q)) = maehig...in-u(b /\ d(bj (224)
j=2
1 1 i ntl ¢lk
= maemg...inmﬁ N o oo —dul (2.25)
() N

_ 2 €irin i s O ST (2.26)

<n+1>‘\/7—rn+1 21%2...0n+1 ) ujk? 1 'LL

Tasta saatiinkin jo ensimmadiset kaksi viitettd. Viimeinen saadaan siirtymalld taas

pallokoordinaatteihin seuraavasti

n+1 ; i
. 1 1 do" Oui-r
W = A(n) 621@2 Zn+1¢ %a@klﬂ dg™- (2'27)
=2
n+1 ;
1 1 Op'*
A(n) ] €ivig.. zn+1¢ 9071 et (2.28)
=2
josta saadaan viimeinen viite integroimalla puolittain S*:n yli. U

Ei ole itsestddn selvdd, ettd on olemassa kuvaus f siten, ettd H(f) # 0 tai
deg f # 0: mikéli Hopfin invariantin méaaritelméssé 2.22 valitaan pariton n, H(f) =
0 Vf. Itse asiassa voidaan jopa osoittaa [45], ettd kuvaus, jolle H(f) = 1 on olemassa
vain kun n € {2,4, 8}! Tésséd yhteydessi kiinnostava tapaus on n = 2, joten keskity-
taan jatkossa vain siihen. Astekuvauksen tapaus on helpompi, koska méaaritelmasta
ndhdéédn heti, ettd identiteettikuvaus f = idx» antaa deg(f) = 1. Muotoillaan t&-
ma vield lauseeksi ja osoitetaan sitten, ettd tapauksessa n = 2 on olemassa kuvaus,
jolle H(f) = 1.

Lause 2.24. Kuvauksen id: S" — S™ aste on yksi, deg(id) = 1.

Todistus. Téméa oikeastaan laskettiin jo esimerkin 1 todistuksen yhteydessi, silld

siind kidytetyin merkinndin

n+1
A(n)deg(id) = 1'/ €y U /\dui’c (2.29)
n
k=2
= A(n). (2.30)

O
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Msééritelmd 2.25 (Hopfin kuvaus). Olkoon u jilleen avaruuden S* luonnolliset

koordinaatit, Z = (11172 ) jao = (gg ), missé o; ovat Paulin matriisit. M#ritelldéin

kuvaus h: S — S2, jolle

2(uyus + uguy)
h(u):=Z'0Z = | 2(uyuy — ugus)

2 2 2 2

Tama on Hopfin kuvaus. On helppoa osoittaa, ettd todellakin ||h| = 1.

Lause 2.26. Olkoon h Hopfin kuvaus ja H Hopfin invariantin antava kuvaus. Silloin
H(h) =1.

Todistus. Loytyy yksityiskohtineen kirjasta [43]|. Jatkossa tarvitaan todistuksesta
kuitenkin siin kiiytetty 1-muoto w = 5= (uidus — upduy + uzdug — usdusz) € A*(S?),
missd u; ovat jilleen avaruuden S? luonnolliset koordinaatit. Nyt dw on juuri tar-

vittava S*:n normattu tilavuusmuoto: [, dw = 1. O

Tiedetéddn siis, ettd on olemassa ainakin yhteen epétriviaaliin homotopialuok-
kaan kuuluva kuvaus S* — S3 ja samoin kuvauksille S> — S2. On siis mielekisti
lahted etsiméddn kuvauksia jotka kuuluvat mielivaltaiseen homotopialuokkaan. Ku-
ten jo alussa todettiin, voidaan Hopfin kuvausta kiyttda apuna “kopioimaan” tietyn

asteen kenttéd tietyn Hopfin invariantin kentdksi. Seuraava lause kertoo, miten.

Lause 2.27. Olkoot h Hopfin kuvaus, ®: S* — S3ja f = ho ® sekii H ja deg

kuten maaritelmissa 2.20 ja 2.22. Silloin
H(f) = deg®. (2.31)

Todistus. Olkoon w lauseen 2.26 todistuksessa esiintyvd 1-muoto Edelleen saman

lauseen nojalla [, w A dw = H(h) = 1. Valitaan sitten Hopfin invariantin mééritel-

méssé 2.22 tapaus n = 2 ja olkoon « ja w’ siiné esiintyvat esiintyvé 2- ja 1-muodot,

missi « on valittu samaksi kuin lauseen 2.26 todistuksessa. Lauseen 2.21 nojalla
saadaan

dw' = ffa=(ho®) a=aoho® =" (aoh)=2>0"(h'a) (2.32)

= ¢*(dw) = d(P*w), (2.33)

joten ndhdaén, etta

w'=d'w = % (¢1d¢2 — ¢od1 + @3dy — ¢4d¢3) (2.34)
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kelpaa halutuksi 1-muodoksi. Kayttamalla lauseita 2.21 ja 2.26, saadaan

H(f) :/ P*wAd(P*w) :/ " (w A dw) (2.35)
g3 g3

= deg(@)/ wAdw = deg(P). (2.36)

U

Téamén jalkeen pitdd endd 16ytaa sellainen kuvaus @, joka yksinkertaistaa inte-
graalin (2.31) sellaiseen muotoon, jossa Hopfin invariantti saadaan tekijéiksi inte-
graalin ulkopuolelle ja jéljelle jadva integraali on laskettavissa. Téallaisia kuvauksia
voidaan keksid monia, joista kohta esitetddn kaksi. Kenttdteorian kannalta tdmé on
mukavaa, silld se antaa meille kokonaisen numeroituvasti darettoméan spektrin to-
pologisesti epdekvivalentteja kuvauksia. Lisiksi myohemmin kiy ilmi, ettd ndiden
kenttien energioiden alarajat ovat monotonisia luvun deg tai H funktioita, joten
ratkaisut ovat energeettisestikin epaekvivalentteja. Taméan jalkeen onkin helpompi
alkaa etsia fysikaalista vastinetta teorialle ja Skyrme ehdottikin mallinsa eri homo-

topialuokkiin kuuluvien ratkaisujen kuvaavan eri baryoniluvun baryoneja.

Esimerkki 2. Olkoon H ja f kuten lauseessa 2.27, h Hopfin kuvaus ja n € Z seki
u avaruuden S* luonnolliset koordinaatit. Kiytetiin taas avaruudelle S* pallokoor-
dinaatteja (91,92,93)

u' = cos(6;) u? = sin(6;) cos(6) (2.37)

u® = sin(#;) sin(6y) cos(63) u* = sin(6;) sin(6y) sin(6s) (2.38)
ja méiiritelldsin kuvaus kuvaus ®: S? — S? seuraavasti
sin(6;) sin(6s) cos(nds)
sin (6, ) sin(6s) sin(nbs)

sin(6;) cos(6s)
cos(61)

<I>(u) =

, (2.39)
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mistd saadaan helposti laskettua H(f):
H(f) = deg(®)
- 5 [ (0gatagt - ragtaghast
+ 6001 AgPdg* — 6100 dgPd)

= LQ (uldquu3du4 — w?dutduddu?
212 Jgs (2.40)
+ widutduldu® — u4du1du2du3)
2
=n—; wrdu?dudu?
T g3
= ndeg(id)
=n.

Esimerkki 3. Olkoon H ja f kuten lauseessa 2.27, h Hopfin kuvaus, g: [0, oo)—>
[—1,1] mielivaltainen kuvaus seki n,m € Z. Olkoon z avaruuden R? luonnolli-

set koordinaatit. Otetaan seuraavassa kiyttoon avaruuden R? toruskoordinaatit

(n,& )

o1 — Sinh) cos(o) 2 = ) sinlp) (2.41)

q q

=S g = cosh(n) — cos(€)

ja médritellasin kuvaus ®: R3 U {oo} — S? seuraavasti

&1 g (77) oS (mﬁ)
s g (n) sin (mé)
P = i= 2.42
(x) 03 1—g (n)2 cos (ngp) ( )
P4 1-— g(n)2 sin(—ngp)
Nyt méaritelméan 2.25 nojalla kuvaus f saa muodon
2(¢1¢3 + <Z52¢4)
f($) = 2(¢1¢4 - ¢2¢3) (2-43)

O+ 5 — 05— ¢4
29+/1 — g?(cos(mé) cos(ngp) — sin(m¢) sin(ny))

= [ —291/1 — g?(cos(m&) sin(ny) + sin(mé) cos(ny)) | - (2.44)
2¢% — 1

Helposti nihd#én timin kuvauksen olevan R® U {o0} — S2.
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On viela selvitettdva tdméan kuvauksen Hopfin invariantti. TAma tapaus on mie-
lenkiintoinen sikili, ettd Hopfin invariantti on helppo laskea suoraan, mutta vai-
keampi lauseen 2.27 avulla. Sijoittamalla toruskoordinaattien yhtalot stereograafi-

sen projektion p: S3 — R3 U {oo}, p(u) = 1+u (u1, us, uz) kédinteiskuvaukseen

1
p! (:cl, z2, :cg) = ?(23:1, 222 223, 1 — 7’2) (2.45)
missd r? = x;2° ja s> = 1 + r?, saadaan ilmaistua tarvittava 1-muoto w toruskoor-
dinaatein:
1
W= Py (uldug — ugduy + usduy — u4du3) (2.46)
T
—(q 2 2 n(¢} + ¢3)
_ 4 _ nler+ 91) 2.4
—q 2 n(g® —1)
= — d ——d 2.48
2 (mg &+ sinh(n) <p) ( )
ja
99’
dw = =— d d 2.49
Y= (sinh(n) S+ m 90) (249)
seka
H(P) :/ w A dw (2.50)
= /dn/d{/dgpg (2.51)
= —mn( hm g*(n) — hmg (7})) (2.52)

Mikili voidaan 16ytdéd kuvaus g siten, ettd se on monotoninen ja saa rajoilla arvot

0, kun n — oo ja 1, kun n — 0, saadaan
H(f)=mn. (2.53)

Téllainen kuvaus on helppo 16ytaé, eréds sellainen on — tanh(1/7), joka on differen-

tioituva ja (jopa aidosti) monotoninen.

2.2.4 Hopfin invariantti alkukuvien linkityslukuna

Luvun 2.2 alussa mainittiin, ettd Hopfin invariantille on monta vaihtoehtoista maa-
ritelmaa. Y114 esitetty differentiaaligeometrinen tapa on suoraviivaisuudestaan huo-
limatta kuitenkin hyvin hankala, silld muodon w 16ytdminen on usein hyvin vaike-

aa. Tamin takia jatkossa kiytetddn kuvauksen f Hopfin invariantin laskemiseksi
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avaruuden S? pisteiden alkukuvien f~!(z € S?) kiinnityslukuun perustuvaa méé-
ritelmaa. Téméa voidaan osoittaa ekvivalentiksi differentiaaligeometrisen magritel-
mén kanssa [43|. Aloitetaan maarittelemélla kiinnitysluku. Sitd varten tdytyy ensin
madritelld alkukuvien risteys ja kiertosuunta. Kiertosuunta voidaan valita mielival-
taisesti, kunhan kaikille alkukuville valitaan se samalla tavalla, mutta alla esitetty
valinta on sikéli erityinen, ettd se on ainoa, joka antaa yhtdsuuruuden Hopfin inva-
riantin ja alkukuvien kiinnitysluvun kirjallisuudessa kiytetyn méaritelmén vélille.
Mikali valitaan toinen kiertosuunta, pitaé lisdksi muuttaa Hopfin invariantin merk-
ki tai muuttaa kiinnitysluvun mééritelméssa esiintyvét luvut €(i) — —e(i). Liséksi
alla esitetylld tavalla saadaan viitteissa [46] ja [41] mainitut varaukset.

Maédritellaén alkukuvien f~!(z") kiertosuunta seuraavasti. Valitaan kaksi pistet-
td o' 2? € S?, joille 2} = 22 = zg ja f: S® — S? differentioituva. Pisteiden z! ja
x? alkukuvat f~1(z%) ovat kaikkien pisteiden y € S?, joille f(y3) = o, alkukuvien
f~Y(y) muodostaman tasa-arvopinnan suljettuja polkuja. Valitaan sitten toiselta al-
kukuvalta mielivaltainen piste. Olkoon n téssi pisteessi maaritelty tasa-arvopinnan
ulospéin osoittava normaali seké ¢ tasa-arvopinnan tdmén pisteen se tangentti, joka
osoittaa toisen alkukuvan lahimpéan pisteeseen. Kiertosuunnaksi valitaan nyt vek-
torin . x ¢ polun f~!(z!) suuntaisen komponentin suunta. Kuvassa 2.1 on esitetty,
miten madritetddn alkukuvien kiertosuunta.

Seuraavaksi méiritelldin risteys ja linkitysluku (linking number). Olkoon z!,
2?2 € $?ja f: S — S? differentioituva seki v € R? joukko, joka saadaan, kun proji-
soidaan alkukuvat f~!(x?) (Iihes mielivaltaiselle) tasolle. Valitaan sitten joukosta
ne pisteet, joissa f~!(z'):n projektio leikkaa f~!(z?):n projektion ja lisitéiéin timén
joukon alkioihin tieto siitd, kumpi alkukuva oli alunperin projektiosuunnassa alem-
pana. Merkitdin saatua joukkoa symbolilla C ja nimitetdan sen alkioita risteyksikst.

Liitetdén vield jokaiseen risteykseen i € C luku €(7) kuvan 2.1 osoittamalla tavalla.

Miiritelmi 2.28 (Linkitysluku). Alkukuvien f~'(2') ja f~(z?) linkitysluku
madritellddn sitten kaavalla

k== (i) (2.54)
ieC
Talloin systeemin Hopfin invariantti yhtyy sen linkityslukuun. Kutsutaan tasta

lahtien Hopfin invarianttia lyhyesti (Hopfin) varaukseksi.
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/
/ N

(a) e=+1 (b) e=—1 (¢) Varaus ja kiertosuunnat

/

Kuva 2.1: Mahdolliset alkukuvien risteykset ja linkitysluku

2.3 Klassista kenttateoriaa

Téasséd kappaleessa esitetddn klassisen kenttéateorian tarkeimmét tulokset lyhyesti ja
ilman sen suurempia perusteluita. Jatkuvan aineen teorian perustiedot oletetaan
tunnetuiksi ja tunnetuimmat tulokset todistuksineen 10ytyvit jokaisesta jatkuvan
aineen teoriaa kiasittelevista kirjasta, joten ne on alla sivuutettu.

Kaytetadn tdmén kappaleen ajan seuraavia merkint6ja. Kreikkalaiset indek-
sit viittaavat aina suureen Lorentz-indeksiin ja saavat arvoja joukosta [0, 3].
Kenttien méérittelyavaruudessa R? kiiytetdin Minkowskin (pseudo)metriikkaa,
g = diag(1, —1, -1, —1), joka myds nostaa ja laskee Lorentz-indekseji: z,, : = go57”°.
Tavalliseen tapaan identifioidaan Minkowskin avaruuden komponenteista aika,
t = 1z, ja avaruus-osa, € = (%) Joukkoa R* varustettuna Minkowskin met-
riitkalla merkitdan symbolilla M.

Muille kuin Lorentz-indekseille pidtee automaattisesti +* = x,. Tensorille F;

1...%n

pitee F? . :=F; ; F"" ja muulle kuin Lorentz-vektorille m on voimassa

i1...0n

(@Ln)g::(@un) . (8“71,). Mikali Lorentz-vektorin indeksiné esiintyy latinalainen

kirjain, se saa arvoja joukosta [1, 3].

2.3.1 Lagrangen tiheys ja Eulerin-Lagrangen yhtalot

Jatkuvan aineen fysiikassa on pohjimmiltaan kyse integraalin ddriarvojen 10ytami-
sestd, aivan kuten klassisessa Lagrangen mekaniikassakin. Matematiikassa téllainen

ongelma kuuluu variaatioteoriaan ja seuraava lause onkin variaatioteorian perustu-
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loksia. Sovitaan kuitenkin vield sitd ennen koko tdméan kappaleen voimassa olevat

merkinnét.

Miiritelmi 2.29. Olkoot 7,: R* — R luokan C? funktioita ja x € R*. Mééritel-

14an lisaksi
L::/d?’a:/l (Na(2), Naw (), 2,), (2.55)

missé integrandin muodon méaaraaviat mallinnettavan fysikaalisen systeemin omi-
naisuudet. Funktiota £ sanotaan systeemin Lagrangen tiheydeksi ja funktionaalia

L Lagrangen funktioks:.

Lause 2.30 (Eulerin-Lagrangen yhtils). Vilttaméton ehto sille, ettd n minimoi
L:n on, etté jokainen 7, toteuttaa yhtilon

i oL B oL
dzt Ong,  Ong N

0.

Tatd yhtilod kutsutaan nimelld Eulerin-Lagrangen yhtdilo®.
Todistus. Sivuutetaan. Loytyy esimerkiksi kirjasta [47]. O

Lagrangen tiheyden mahdollista muotoa rajoittavat systeemiltd vaadittavat omi-
naisuudet. Néistd ehkd merkittdvimmait ovat symmetriat Poincarén ja Lorentzin
ryhmien suhteen. Ne rajoittavat Lagrangen tiheydessa esiintyvid termeja ja jakavat
kentdt Poincarén tai Lorentzin ryhmén esityksiin. Jatetadn jatkossa Poincarén ryh-
mé huomioimatta, silld kenttdteoriassa Lorentzin ryhméa on keskeisessd asemassa.
Lorentzin ryhmén esitykset luetteloidaan yleensd kahden puoliluvun (n, m) avulla,
2n,2m € N. Téssi tyossd tapaamme vain esityksen (0, 0) kenttid, sekd kappaleessa

3.1 esityksen (3, 3) kentén.

Maéisritelmi 2.31. Olkoon 1 Lorentzin ryhmén esitykseen (0,0) kuuluva kentté.

Sanotaan, ettd n on skalaarikenttd.

Miéritelmé 2.32. Olkoon n Lorentzin ryhmin esitykseen (1,1) kuuluva kenttd.

Sanotaan, ettd n on vektorikenttd.

Lagrangen tiheyden symmetrioihin liittyy myos seuraava Notherin lause, joka
takaa, ettd Lagrangen tiheyden jokaiseen tietynlaiseen symmetriaan liittyy séily-
va virta ja varaus. Pdinvastainen viite ei kuitenkaan ole tosi; esimerkkind mainit-
takoon Korteweg-de Vries -yhtélo, jolle on 16ydetty perdti numeroituvasti déreton
madra sdilyvid suureita, mutta jonka Lagrangen tiheydelld ei suinkaan ole direténté

maarad Notherin lauseessa vaaditun kaltaisia symmetrioita.

3Matematiikassa yhtildd kutsutaan nimelld Eulerin yht#ls.
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2.3.2 Notherin lause

Koostukoot tensorit X ja Y mielivaltaisista, luokan C'* kuvauksista, jotka voivat
riippua mistd tahansa kentdstd 7, tai koordinaatista x, siten, ettd ne méaaraavit
seuraavat jatkuvat muunnokset

T, — xL::xﬂ+eaX“

# (2.56)
Mo —  My:=1+ €Yy

Maaritellaan virta

oL oL
= ,— L6, | XV — =Yy 2.57
“ <3?7b’“ " “) Mo,y 250
seka varaus
Q= / d*zjg. (2.58)

Yhtélon (2.56) méadrittelemd muunnos aiheuttaa luonnollisesti my6s muunnoksen

L— L (ny(),),m,(x),), ), (2.59)
mutta Notherin lauseessa tdtd muunnosta on hieman rajoitettu.

Lause 2.33 (Nother). Olkoon L vakio ja £ muotoinvariantti infinitesimaalisessa

muunnoksessa (2.56), eli
L= /d4x£’ UACAR/PCAEA RS /d437/3 (6(20), o (20 ) + O(€7)
ja
£ () m (w,), 20,) = £ (o) (27,), 21,)

Silloin virrat j; ja varaukset Q“ sailyvét, silld Va:

95 =0
d
—Q*=0.
dtQ
Todistus. Sivuutetaan, 16ytyy kirjasta [47]. O]

Maééritelma 2.34. Jos £, = 0 Vu ja muunnos on vain koordinaattien z, siirto,
X =0, ja Y] =0, silloin selviisti N6therin lauseen ehdot toteutuvat ja sailyvéksi

virraksi saadaan
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ja sailyvaksi varaukseksi

Q" = /dgafjg‘- (2.61)

T'g on toisen asteen tensori ja on nimeltdén kentén 7, energia-impulssitensori.
Koska myo6s kenttateoriassa aikatranslaation kanoninen vastine on energia, kut-
sutaan sitd vastaavaa sdilyvii varausta Q° kentin energiaksi seki virtaa ;% kentin
energiatiheydeksi. Edelleen klassisen mekaniikan kanssa yhtenevisti néitd kutsu-
taan usein myos kentin Hamiltonin funktioksi, E = Q° sekii Hamiltonin tiheydeksi
& = j°. Tavallisesti niit merkitéin symboleilla H ja H, mutta tiissi halutaan var-
mistua, ettei sekoiteta keskendan Hamiltonin funktiota ja Hopfin varauksen antavaa

kuvausta, jota merkitdin symbolilla H.

Koska E on integraali darettomén alueen yli, joudutaan luonnollisesti heti poh-
timaan, milloin se ylipddtdan on olemassa. Aina voidaan kirjoittaa & = Epinetic +
Epotential- TAll0in ndhdédn, ettd riittidva, vaan ei valttdmaton, ehto £:n olemassao-
lolle on, ettd kumpikin Exinetic ja Epotentiar Ovat erikseen olemassa. Téllainen jako
on hyvin tavallinen ja integraalien suppenemista toisistaan riippumatta kiytetdin

usein hyvéksi; jopa niin usein, ettd seuraava méaritelmé on perusteltu.

Masritelma 2.35. Lagrangen tiheyttd L vastaavassa energiatiheydessd & =
> icz €i(Nay Na ), esiintyvé kenttd 7, on lokaali, mikili Vi € Z: | [ d*z&;| < oo.

Huomautus. Luonnollisesti vilttam&ton ehto, jotta f d3z&; voisi olla olemassa,
on, ettd Vt € R: lim‘m‘ﬂoo &g = 0.

Tarkastellaan nyt, mita tietoa kentéstd tdmai lokaalisuusehto meille antaa. Vuo-
rovaikuttamattomien - vapaiden - kenttien tapauksessa £ on kenttien ja niiden deri-
vaattojen polynomi, jolle &; (O, 0) = 0, joten méadritelmén 2.35 lokaalisuusehto tayt-
tyy, mikdli lim g o 7o = limg| oo 97, = 0 riittdvin nopeasti. Se, mik4 on riittédvin
nopea luonnollisesti méédraytyy polynomin & muodosta.

Vuorovaikuttavien kenttien tapauksessa ehto &; ((),0) = 0 ei endd valttamaét-
td tayty, vaan voikin olla voimassa &; (ya, auya) = 0. Télloin vaaditaan, ettd y, =
im| g o0 Ma J& OpYa = 1iM g0 OyuMa, Missa siis ainakin yksi y4, .y, # 0. Tavallises-
ti riittdd kuitenkin tdmén erikoistapaus, missa kaikki d,y, = 0. Tdmén tarkastelun
valossa ndhdédn, ettd vuorovaikuttavien kenttien minimienergiatila ei valttamatta
olekaan sellainen, jossa kaikki kentéit havidvat darettomyydessd. Taméan yksi merkit-
tavimmistad seurauksista on spontaani symmetriarikko, jota alkeishiukkasfysiikassa

kiytetadn esimerkiksi antamaan hiukkasille massat. Lienee syytd huomauttaa, ettd
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vaikkei téssi tyossi sitd tutkitakaan, sekd Skyrmen ettd Faddeevin-Skyrmen malleis-
sa tapahtuu spontaani symmetriarikko. Se saa kuitenkin hieman erilaisen muodon,
koska niiden kentét eivit voi kaikki yhté aikaa havita.

Seuraavaksi siirrytddn tarkastelemaan Eulerin-Lagrangen yhtéléiden ratkaisuja,

mutta ensin sovitaan vield yksi puhetapa.

Maiidritelma 2.36. Olkoon 7 on sellainen Lagrangen tiheyden £ Eulerin-Lagrangen

ratkaisu, ettd £ saa pienimmén arvonsa. Téll6in sanotaan, ettd n on tyhjid.

2.3.3 G. H. Derrick ja solitoniratkaisun metsastys

Koska tissd tutkielmassa keskitytddn kenttdyhtiloiden ratkaisuihin, jotka ovat lo-
kaaleja, ei-perturbatiivisia, staattisia ja stabiileja, on syytd tutkia, milloin sellaisia
on ylipddtdaan mahdollista 16ytas.

Tavallisesti funktion dariarvoja etsitddn sen ensimmadisen derivaatan nollakoh-
dan ja toisen derivaatan merkin avulla. Niin tehddin nytkin, mutta sovitaan ensin

merkinnit 7,, : =n,(\z") seki E):= F(n,,) ja kaksi miiritelmaa.

Maaritelma 2.37. Lagrangen tiheyden Eulerin-Lagrangen yhtéloiden staattinen,
lokaali ratkaisu on (skaalaus)stabiili, mikili sen tasaisessa skaalauksessa r — Ar,

A > 0, kentdn energialla on minimi eli

d _ : d2
B, =0 Ja e, =0

Maaritelma 2.38. Kutsutaan Eulerin-Lagrangen yhtiloiden lokaalia, staattista ja
stabiilia ratkaisua téastd lahtien solitoniksi, vaikkei sen kiyttdytymisestd torméayk-

sissd olekaan tietoa.

Historiallisesti tata ilmeisesti sovelsi kenttateoriaan ensimmaista kertaa G. H.
Derrick vuonna 1964 [48].

Lause 2.39. Olkoon £y = n, ,n}, Lo = nimf’ynfpnflo_be”cZ” (n) ja L3 = f(n.), missd

f ja M ovat mielivaltaisia funktioita. Silloin Lagrangen tiheyden £ = £, — Ly — L3

liikeyhtalgilla voi olla solitoniratkaisu vain, jos
—6 / dPrls < / d*zL, (2.62)
ja
/d%c(c1 — Ly +3L3) = 0. (2.63)
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Todistus. Olkoon A > 0. Olkoon 7, liikeyhtiloiden staattinen, lokaali ratkaisu

T&ll6in systeemin energiafunktionaali saa muodon E = E(n,) = [d%z ( Nai)?
77@77]77 kndM;%fé(na) +f(na)) < oo. Merkitéddn [ : = [ d%xz ( 77(”) I: —fdgm)zn 1%
fr;le;ifé (10) ja I3 := [ Az f(n,). Tehdiin ratkaisuun 7, muunnos z® — y*: = A\z?,
jolloin 7, — 7,4, ja
2 a c j
E— E\ = /d?’x((nam) + m,m?,jmwizMailﬁfl (77A) + f(ﬁm)) (2.64)

=N AL+ AT, (2.65)

missd on tehty integraalissa £\, muuttujanvaihdos x — Az ja kiytetty derivaatan

ketjusdannolld saatavaa yhtaloa

Ma(y)  Ona(y) 0y’

ox’ dyl  Oxt (2.66)
= A(S;ayfna(y) = )‘ayjna(y)' (267)
Miaritelmén 2.37 yhtilot saavat nyt muodon
<dE)‘ = L +1-3=0
)\ A L 1 2 3 — Y
d2
(@EA)’ = 2h 12020,
jotka toteutuvat, kun
[2 = [1 + 3[3 ja —6[3 < [1,
silld n,, on Eulerin-Lagrangen yhtéiloiden ratkaisu. O

Huomautus 5. Tapauksessa I3 = 0, saadaan ehdot I; = I, ja I; > 0. Néis-
td yhtaloistd jalkimmaéinen toteutuu varmasti, koska I; on kineettinen energia, ja

ensimmaista kutsutaan viriaaliteoreemakss.

Huomautus 6. Lienee syytd mainita myos, ettd Derrickin [48] alkuperéinen viite
sisélsi ainoastaan tapauksen M = 0, jolloin saadaan tulos, ettei systeemilla voi olla

solitoniratkaisua milldan funktiolla f!

26



Luku 3

Skyrmen ja Faddeevin mallit:

analyyttisia tarkasteluja

Tama luku kisittelee lyhyesti T. H. R. Skyrmen 1950- ja 1960-lukujen taitteessa
esittdmad baryonimallia, L. D. Faddeevin my6hemmin rakentamaa hieman yleisem-
pid, ryhméteoreettista mallia seki esittdd jalkimmaisen kaksi analyyttisesti ratkea-
vaa muunnelmaa.

Skyrmen malli on merkittiva paitsi siksi, ettd Faddeev pohjasi mallinsa siihen,
myo0s siksi, ettd se lienee ensimméinen kerta kun baryoneja on yritetty kuvata soli-
toneilla eikd tavanomaisilla hiirioteoreettisilla kehitelmilld ja ennen kaikkea, koska

se voisi toimia baryonien matalaenergisend approksimaationa.

3.1 Skyrmen epilineaarinen o-malli

Tutustutaan nyt lihemmin Skyrmen malliin ja sen teoreettisiin perusteisiin. Skyr-
men alkuperiiset merkinnit ovat hieman raskaat ja vilisevit indeksejd, joten téssi
ei kdiytetd niitd, vaan modernimpaa merkintéé, kuten esimerkiksi kirjassa [49], jota
tdma kappale 10yhésti seuraa.

Etsiessdin epilineaarista kenttiteoriaa, joka kuvaisi ei-perturbatiivisesti bary-
oneja, T. H. R. Skyrme julkaisi 1950- ja 1960-lukujen vaihteessa sarjan paperei-
ta [23-26], joissa hén esitteli nykydén Skyrmen epélineaarisena o-mallina tunnetun
kenttéteorian. Skyrmen tarkoituksena oli mallintaa neljilla itsensd kanssa vuorovai-
kuttavalla skalaarikentélld baryoneja siten, ettd skalaarikentén yhtalsilla on ratkai-
suja, joilla on mesonien kanssa vuorovaikuttavien fermionien ominaisuudet. Skyrme
16ysi liikeyhtéldille ratkaisun, joka on dérellisenerginen, stabiili ja staattinen. Téllai-

sen ratkaisun mahdollistavaa vuorovaikutustermié - vaikkei se olisikaan aivan samaa
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muotoa - kutsutaan usein Skyrmen termiksi ja sen sisiltévien kenttiteorioiden soli-
toniratkaisuja skyrmioneiksi. Skyrmen kentélle on myos mahdollista 10ytaa sailyva
varaus ja sitd vastaava siilyva virta. Skyrme tulkitsi timén varauksen baryonilu-
vuksi. Koko seuraava tarkastelu voitaisiin tehdad yleisemminkin. Silloin olisi vain
kiytettdvd Paulin matriisien sijaan ryhmén SU(N) generaattoreita normattuna si-
ten, ettd tr(797%) = 259, kuten kirjassa [49] on tehty. T#ssi kuitenkin pitdydytiin
ryhmissd SU(2).

Tutkitaan aluksi vain Skyrmen Lagrangen tiheyden kineettisté osaa ja otetaan

topologinen osa mukaan vasta myohemmin.

3.1.1 Kineettinen osa

Olkoot o skalaari- ja m; pseudoskalaarikenttid sekii 0 # f, € R, joille 0® + 7% = f2.

Olkoon liséksi 7; Paulin o-matriisit. Merkitdén sitten

Ule): = %(01 Limor) 1 O(f,2) (3.1)
Lu(@):= U()'0,U(x) (3:2)
ja
L5 = 12 0(0,U(0)0U(2)') (3.3)
= (L) (@) (3.
= 2 (0,0) + 5 (0m) + O, (3.5)

Skyrme rakensi teoriansa hyvin pragmaattisesti lahtien yksiulotteisesta mallis-
ta, jossa hiukkasta kuvasi tanh-tyyppisen askelfunktion jyrkkd nousu ja yleistden
tdmén kolmeen ulottuvuuteen. Nykyéan kenttiteoriat rakennetaan ldhes poikkeuk-
setta alusta alkaen jotkin tietyt symmetriaominaisuudet tayttéiviksi, joten on opet-
tavaista nihdd, miten samaan Lagrangen tiheyteen péddstdin symmetriatarkaste-
luilla. Lahtokohtana on kvanttiviridynamiikka ja tavoitteena kuvata mesoneja sen
matalaenergiarajalla. Tadma rajankdynti nikyy yhtdlossd (3.5) O-termin mukanao-
lona. Jatkossa tamai kuitenkin jatetddn merkitsemittd ja muistetaan, ettd kyseessi
on vain matalaenerginen arvio.

Kvanttiviaridynamiikan uskotaan nykyian kuvaavan vahvoja vuorovaikutuksia
aina suurten yhtendisteorioiden energioihin asti. Jos mallin kvarkit oletetaan mas-

sattomiksi, tulee sen symmetriaryhméksi G = SU(N¢), x SU(Ng)p, missd Ny on
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kvarkkimakujen maara ja SU(Np) 1.r OPeroivat erikseen vasen- ja oikeakétisiin kvark-
kikenttiin. Tavallisesti N; = 3. Symmetrian uskotaan kuitenkin olevan spontaanisti
rikkoutunut siten, ettd moniston SU(Ny) pisteet ovat yksi-yhteen suhteessa teorian
minimienergiatiloihin (tyhjiéihin). Niin ollen kvanttiviridynamiikan matalaenergi-
nen dynamiikka on kuvattavissa kentélld, joka muuntuu symmetriaryhmén G glo-
11

3 5) mukaan. Olkoon V on tillainen kentti ja

muunnoksen suorittavat unitaarimatriisit A ja B, silloin

baaleissa muunnoksissa esityksen (

V — V' = AV B

Lyhyelld laskulla kuitenkin huomataan, ettd ylld méadritelty U(z) muuntuu juuri
niin. Niin paddytdin siis kuvaamaan mesoneja juuri samanlaisella kentdlla kuin
milld Skyrme péaityi kuvaamaan baryoneja.

Tamé olisi ehki jadnyt pelkiksi kuriositeetiksi, ellei 't Hooft olisi huomannut
[50, 51], ettd kun kvarkkien vériryhmén SU(N) N — oo, pienienergisimmét meso-
nit ja niiden vuorovaikutukset noudattavat ylla esitettyé efektiivisté teoriaa. Lisak-
si Witten huomasi [52], ettd baryonit kiyttdytyvit kuin solitonit tdssi suuren N:n
mesonikenttiteoriassa. Tadméa havainto herédtti Skyrmen mallin eloon noin kahden-
kymmenen vuoden tauon jilkeen.

Sijoittamalla lauseen 2.39 Lagrangen tiheyteen f = M = 0, ndhd&in ettei La-
grangen tiheydelld Lg,, ole lainkaan solitoniratkaisuja, joten Lagrangen tiheyteen
on lisdttava jotakin. Edelleen lauseen nojalla ndhdain, ettei mikdan kentén U funk-
tio riitd tuottamaan solitoniratkaisuja, joten on etsittdvd jotain muuta. Skyrme

valitsi kentdn derivaattojen korkeampia kertalukuja.

3.1.2 Topologinen osa

Ennen topologisen osan kisittelyd on hyva tehd& seuraava huomio, joka sieventdi

kaavoja merkittavésti.

Lause 3.1. Olkoon a(z),b;i(z) € R, A:=21(a(z)] + ibi(z)o’) ja 0 < a(x)? +
bi(z)b(x) = ¢® € R. Silloin

Al = AT ja ATGMAAT = —6MAT.
Todzstus.
AAT =

Q-

(a(x)i + ibi(l’)ai) (a(x)i _ Z'bi(x)ai)

Q=

(a(z)® + |b(z)|?) =1 (oletuksen nojalla)

QM| —t>
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Tasta seuraa heti

0 = 9, (AAT) = (9,4) AT + A9, Al
= A1(9,A)AT = -9, Al

Skyrme kdytti seuraavaa lisdtermii tuottaakseen teoriaan solitoniratkaisuja.
Olkoon U = U(x) kuten edelld sekd 0 # e € R. Merkitaan

1 2
Lai= 5 u( [@0)0", @) )
‘CSkyrme L= ‘CSkm + ‘Cspot'

Tama on kuitenkin sievennettivissa hieman lausetta 3.1 ja jaljen syklisyyttd kayt-

tden, jolloin saadaan

1
Ls,, = 2 tr(0,U0*U0,U0"U" — 0,U0,Ut0*Ud"UY).

Jotta lisdtermin mahdollistaman solitoniratkaisun olemassaolo olisi ndhtéivissa,
on ensin etsittivad Lgy,rme:8 vastaava energiafunktionaali. Yksinkertaistetaan mer-
kintda hetkeksi tdtd varten merkitsemalld ¢q: =0 ja ¢;:=m;. Jilleen lausetta 3.1

ja jéljen syklisyyttd kiyttden méaidritelmin 2.34 mukainen energiafunktionaali saa

muodon
oL rme
gSk:yrme = %(ba,o - £Skyrme
OLs,. oLs
=— " a = a,0 — L rmes
8¢a,0 gb o * 8¢a,0 gb o Shy
missi
OLs,.. 1
W:O%,O =3 2 tr(6Ud°UT)
0Ls,,, 4

bao = = t1(AUOUPTIUT — U0, U0 U UT).

Jos halutaan tarkastella mesoneja, pitdisi Lagrangen tiheyteen vield lisdtd mas-
satermi imQ f.2tr U, mutta solitonitarkasteluja varten timi ei ole tarpeen.
Aloitetaan solitoniratkaisujen tarkasteleminen staattisuudesta, Va: dy¢p, = O.

Téata varten on syytd huomata, ettd staattisuusehdolle on voimassa

Va: 0ppa =0 & U =0,
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jolloin energiafunktionaali saa muodon

gSkyrme = /de <if72 tr(azU(x>alU(x>T)

s ()

Téstd nahdaan helposti, etta valttaméaton ehto, jotta Egpyrme olisi ddrellinen, on

lim U — vakiomatriisi (3.6)

|z|—o0

riittavan nopeasti. Lisdksi U:n on oltava riittdvin sddnnollinen. Erityisesti on huo-
mattava, ettei tarkastelun yleisyys ei karsi, mikéli valitaan limp,|—. U — 1, silld
matriisille U voidaan asettaa vakiokerroin muuttamatta Eulerin-Lagrangen yhta-
16it4.

Lauseen 2.39 nojalla ndhdaan myos, ettd mallilla voi olla energeettisesti stabiili
epatriviaali ratkaisu, kunhan kineettinen ja topologinen osa noudattavat viriaali-
teoreemaa Ej;, = E,,. Lauseen toinen ehto toteutuu automaattisesti, silld Ej;, on
kineettisend energiana aina positiivinen.

Téasséd ovatkin jo kaikki valttdméttomét ehdot solitoniratkaisulle. Kiinnitetdan
seuraavaksi tarkasteluhetki. Olkoon tdméa ajankohta ¢y, jolloin joudutaan tarkas-
telemaan kenttdd Uy (), jolloin U(x) siis toimii jatkuvana homotopiana eri ajan-
kohtina tarkasteltavien kenttien vélilla. Kaavasta (3.6) kuitenkin huomataan, etté
kentén Uy, :n méirittelyalueeksi voidaankin R?:n sijaan ottaa S*, koska se saa kaikil-
la |z| — oo saman arvon. Koska kuitenkin SU(2) ~ S3, saadaan kentésti U kuvaus
Uy : S? — 83 = SU(2). Lauseen 2.5 nojalla 73(SU(2)) = Z, joten nahdain, ettd
malli jakautuu (numeroituvasti) ddrettoméain médrdaén homotopialuokkia, joita ku-
takin vastaa bijektiivisesti jokin kokonaisluku. Ilmeisestikin téllaisia bijektioita on
ddreton miiril, joten on syyti valita niistd jokin. Eris tillainen kuvaus on asteku-

vaus, joten kiytetdin sitd ja tehddan seuraava merkinta.

Maidritelmd 3.2. Olkoon U kuten ylld. Merkitddn & = (¢g, 01, o2, ¢3) = (0, 7) ja

madritelladn
B(U(®)) : =deg(P).

Niin on mééritelty kuvaus B: C>(S* S?) — Z. Jatkossa lukua B(U) kutsutaan

kentén U baryoniluvuksi syysté, joka selvidd myohemmin. Kayttdmalld ensin kaavaa

I Mist4 tahansa tillaisesta bijektiosta f saadaan uusi bijektio g o f, kun g: Z — Z on bijektio.
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(2.13) ja myohemmin kaavaa (2.45), saadaan tésté

1
BW):EgiéfwwﬁﬂwAdWAd& (3.7)
1
= 2471'2 /;3 dsl’EZ’jk tr(@iUUTﬁjUUTﬁkUUT) (38)
—1
= 247‘(‘2 /S3 dsl’EZ’jk tr(&iUﬁjUTﬁkUUT), (39)

silld suoralla laskulla ndhdain, ettd muodollisesti
eww#HWAdWAd&:f%%d@mﬂ@UW&ﬂUU&m (3.10)

Koska kentdn U muutos ajan funktiona on homotopia, nihdééan, ettei kenttd U,
voi mitenkddn siirtyd homotopialuokasta toiseen, joten B on aikavakio. Vakion B
voidaan myo6s ajatella olevan siilyvia virtaa vastaava varaus, mikili sopiva siilyva
virta on olemassa. Skyrme huomasi, ettd seuraava virta siilyy ja, ettd sitd vastaava

varaus on juuri B5.
Lause 3.3. Olkoon

]' 17
thﬂﬁw*%d@UW&UW@UWL

silloin
9" = 0.
Todistus. Olkoon A, = U'9,U. Télle on voimassa
A, — 0, A, = —[A, A,

1

512> saadaan

joten kun lisdksi merkitddn ¢ =
é%W:MW@wMAM»:;ﬂWHMMM@m—@@»
= —gce"”’\” tr(A\A (A, A)))
= — 3¢ gy (AMAVA,\Ap)
=0,
koska jokaista e tr(A,A,A\A,) vastaa jéljen syklisyyden nojalla ja summausin-
deksit kertaalleen uudelleennimedmalld saadaan
A tr(A,AL AL AY) = —e M tr(A,AL AL AY)
= —e"Mt1(A,A,ANAY)
= —e"" A r(A,A,AA)).
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Ilman liikeyhtéloiden ratkaisua ei Skyrmen kentéstd saada endd paljoa irti. Saa-

daan kuitenkin vield seuraava tulos.

Lause 3.4. Olkoon U kentt, jolle B(U) = B sekd L,, ja Egjyrme kuten aiemminkin.
Silloin

87T2f7r

ESkyrme Z ‘B|

Todistus. Merkitiin A, = O;,UU' ja huomataan, etti A; = —AI. Nyt saadaan

Cauchyn-Schwartzin epayhtalod ja pientd alaspiin arviointia kdyttden
f : 3 T
Esyrme = z/d xtr(Al-Ai - 2f2 [Ai, Aj] )
2f2 (€ij1A4; Ak) )
AlA 4 f2 (AT A) (camAiA],) )

P
fz 2
:Z”/d (A2 + zfQ\ekaAkD 2 2f2|ezjkAAAk\>
At || e ALAGE — 2, [ A el A
A+ el A = 2 | Al Al A

2 4
> —”/d%tr 2 —|AiHeZ-jkA;Ak|>

e f2

(4
(
(|4 + f2|eUkA*Ak\ )
(
(
(

v

e lBWw),
U

Nahdaén siis jokaisen kentdn U energian olevan alhaalta rajoitettu, oli U liikeyh-
taloiden ratkaisu tai ei, sekd tdmén rajan riippuvan U:n homotopialuokasta. Tamé
tulos myo6s paljastaa, miksi kannatti valita juuri titd muotoa oleva kuvaus B: ho-
motopialuokkaa vastaava kokonaisluku ilmaisee nyt myos luokan energian alarajan
ja vield siten, ettd pienempinumeroisilla luokilla energian rajakin on pienempi.

Skyrmen kentéin siilyvia virtaa vastaava siilyvd suure voidaan siis identifioida
kentédn homotopialuokaksi ja siihen yksinkertaisella tavalla yhdistda kentdn ener-
gia. Skyrme tulkitsi vakion B baryoniluvuksi ja virran J, baryonivirraksi. Edellisen

lauseen takia on silloin syytd tulkita homotopialuokan B = 1 minimienergiatila
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nukleoniksi. Jiljelld on oleellisesti endd eri homotopialuokkiin kuuluvien liikeyh-
taloiden ratkaisujen 10ytdmisen ongelma. Téllaisia Skyrmen kentén liikeyhtaloiden
topologisesti epétriviaaleja, lokaaleja, ajasta riippumattomia, Skyrmen lisdtermin
stabiloimia ratkaisuja on alettu yleisesti kutsua nimelld skyrmion:. Tutustutaan

nyt ldhemmin skyrmioneihin.

3.1.3 Skyrmionit

Jo vuonna 1961 Skyrme 16ysi liikeyhtdloilleen numeeriset ratkaisut, jotka kuuluvat
homotopialuokkiin B = 1 ja B = 2. Silloisten tietokoneiden laskentatehon takia
hén kiytti yritteend pallosymmetrista tilaa, joka vihentdd vapausasteet yhteen, ku-
ten kohta nidhdain. Myohemmin on kuitenkin huomattu, ettd vaikka tapauksessa
B = 1 minimienergiatila todellakin on Skyrmen pallosymmetrinen ratkaisu, kor-
keampivarauksisissa tapauksissa minimienergian tila ei sitd enédé ole. Tietokoneiden
laskentateho on vasta viimeaikoina kasvanut niin suureksi, ettd korkeampivarauk-
sisia minimienergiatiloja on pystytty numeerisesti 10ytdmaén. Viimeisimpid tutki-
muksia on |53, sekd sen viitteet|, joka kisittelee perusteellisesti baryoniluvut 1 — 22.
Tassa kasitellddn vain Skyrmen alkuperdistd ratkaisua. Erityisen mielenkiintoista
on, ettd jo klassisen skyrmioniratkaisun nukleonien sidosenergian ja baryoniluvun
suhde, AE/B, vastaa hyvin havaintoja [53].

Skyrmen kiyttdma ratkaisu voidaan kirjoittaa muotoon

Uo(z) : = exp(iT - #F(r)) (3.11)
= 1cos F(r) + it - #sin F(r), (3.12)

missd profiilifunktio F'(r) on etsittéva siten, ettd tilan energia minimoituu. Sijoit-
tamalla tdméa Eulerin-Lagrangen liikeyhtéloihin, saadaan profiilifunktiolle seuraava
toisen kertaluvun epilineaarinen osittaisdifferentiaaliyhtalo.

F/l + EF/ _ Sln<2F)
T

r2

16 (sin(QF) sin?(F)

~ o . — F2sin(2F) — 2F"sin*(F)) =0 (3.13)

r

Numeerisesti voidaan etsid minimienergian antava profiilifunktio F'(r) [26].

Koska Uy on néinkin yksinkertaista muotoa, saadaan varaus laskettua.

Lause 3.5. Olkoon Uj ylldolevaa muotoa ja lokaali sekd F'(0) = nr. Silloin

B(Uy) = n.
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Todistus. Merkitdén mielivaltaiselle funktiolle f f(oo):=Ilim, . f(r). Olkoon li-
saksi n € N. Lokaalisuusehdosta (3.6) seuraa F'(co) = 0 ja ndin B:n midritelmésta

3.2 saadaan laskettua

B(Uy) = 1 /d?’xlel(T) sin® F'(r)

r2

™

= L(F(0) = F() + o= (sin(2F(x)) —sin(2F(0)))
— lF(O) - % sin (F(0))

™

== / drF’(r) sin® F(r)

=n.
U

Valitsemalla n = 1 saadaan siis tila, jolle B = 1. Néin Uy:n energia on lauseen

3.4 nojalla alhaalta rajoitettu ja E(Uy) > 22°. Luonnollisestikin kytkentivakion
roolissa oleva luku e% pitdd vield jostakin maarata ja sekd Skyrme ettd muut hénen
jalkeensi ovat nukleonitulkintaa kasitellessddn méaarittaneet kytkentdvakion siten,
ettd energiaksi tulee nukleonin massa. Skyrmen kiyttiméa arvo oli (ef;)? = W.

Samoihin aikoihin kuin Witten ja ’t Hooft tutkivat kvarkkiviridynamiikan kayt-
taytymistéd, kun variryhman N — oo, keskittyi Ludwig Faddeev mallin yleisiin pe-
riaatteisiin. Faddeev tutki [31], millaisella ryhméteoreettisesti yleisemmélld Lagran-
gen tiheyden symmetrialla voidaan rakentaa vastaavalla tavalla kenttéteorioita, jot-
ka siséltavit sédilyvin topologisen varauksen. Taméakin malli jai kuitenkin vihéiselle
huomiolle 1dhes viideksitoista vuodeksi numeeristen laskentaresurssien vihéisyyden

takia. Seuraavaksi siirrymme Faddeevin mallin pariin.

3.2 Faddeevin-Skyrmen malli

Kuten aiemmin on todettu, on Faddeevin malli [31] hyvin ldheistd sukua Skyrmen
mallille. Skyrmen mallin Lagrangen tiheys on SU(2) x SU(2)-symmetrinen, kun taas
Faddeev yleisti taiman mielivaltaiselle kompaktille ryhmélle G. Keskitytdan téssé
kuitenkin tapaukseen, jossa G = O? x O? - sama tapaus, jota Faddeev itsekin kiytti
esimerkkind ja jota on myos eniten tutkittu. Kuten Skyrmenkin mallin kohdalla,
tarkastellaan aluksi vain kineettistd osaa.
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3.2.1 Kineettinen osa

Olkoon m: R* — R3, missi n; ovat skalaarikenttiéi sekdi |n| = 1. Merkitééin sitten

Skyrmen mallin tapaan

Lp,.. == (0mn(z)) - (0"n(z)). (3.14)

DO | =

Helposti ndhdé&én, ettd tdmé todellakin on O(3)-symmetrinen ja méadritelméan

2.34 mukaiseksi energiafunktionaaliksi saadaan

Pri= s [@(@m)- @) Qi) - @ni) )
E%/d‘g’x(@“n)z.

Télla ei kuitenkaan voi olla staattisia, stabiileja ja lokaaleja epétriviaaleja ratkai-
suja, mikd ndhdaan valitsemalla lauseessa 2.39 f = M = 0. Tarkastelu kannattaa
kuitenkin suorittaa, jotta ndhdian, millainen termi Lagrangen tiheyteen pitdisi lisi-
td tai miten tatd termid pitdisi muuttaa, jotta solitoniratkaisuja voisi olla olemassa.

Skaalauksessa n(r) — n(Ar) saadaan kappaleen 2.3.3 tapaan

Ep,
Ep, — B, = % (3.15)

Tastd ndhdaén heti kaksi vaihtoehtoa tilanteen korjaamiseksi. Lisdtadn Lagran-
gen tiheyteen lauseen 2.39 tapaan termi L, tai eliminoidaan termin skaalauksessa
ilmeneva A-riippuvuus E,-termistd. Jalkimméinen voidaan hoitaa helpoiten nos-
tamalla se potenssiin 3/2. Faddeev kiytti edellistd, mutta myShemmin esitelldan

mallia, jossa on kiytetty jalkimmaéista.

3.2.2 Topologinen osa

Ennen kuin esitellddn yksinkertaisin sellainen termi, joka kykenee stabiloimaan La-
grangen tiheyden (3.14) ratkaisun energian, on kuitenkin hyvi tehd& seuraava mer-
kinta sekd huomio.

Olkoon m: R* — S? missd n; ovat skalaarikenttid ja |n| = 1. Merkit#in
F.:=epun'0mion =n- (Oun x Oym).
Huomautus 7. Olkoon n ja F),, kuten edelld. Silloin

Fy, = (9um x 5’un)2 = (@Ln)Q(&/n)Q — (0m - 8,,n)2.
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Todistus. Jélkimmainen yht&lo on tuttu vektorianalyysin kaava (a x b) - (¢ x d) =

(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c). Ensimmiinen saadaan osoitettua, kun muistetaan, etté
In|> =1 (3.16)

sekd tdman suoralla, mutta pitkilla laskulla saatava seuraus
ni(Oym x dyn); = n;(,mn X O,n);. (3.17)

Silloin todellakin,

2
Fiu (n (Oum % ayn))

3
=1

>

i

(ninj (Oum % 8Vn)i(8Mn X 8Vn)j)

J
3
(nf (9um x &,n)j)

i,j=1

= (Qm, X 8,,n)2.

Olkoon 0 < g € R sekd F},, ja n kuten edelld. Merkitaan

1 L1
—gF, F" = —gF’,

Loy =3 2

ja tita vastaavaksi energiafunktionaaliksi tulee

Ep,,:=g / &’z (Fo; F” —% )

3.2.3 Faddeevin-Skyrmen mallin Lagrangen tiheys

Termi Lp,,, on samaa muotoa kuin nyt lauseen 2.39 termi L,, joten viriaaliteoree-
man 5 ollessa voimassa, nama kaksi termié yhdistamalla saadaan malli, jolla voi olla
solitoniratkaisuja. Kyseessd on malli, jonka Faddeev valitsi tarkemman tarkastelun
kohteeksi [31]. Kutsutaan tdstd lahin tdtd mallia Faddeevin malliksi ja tehddin
seuraavat merkinnét.

Olkoot m ja g kuten edelld. Merkitdan
Lraddeev : = LFy,, + L, seki

1 .
EFaddeev L= 5 /d3x<(8un)2 + QQFOjFOJ — QFE) .
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Solitoniratkaisun olemassaoloa tutkittaessa joudutaan tutkimaan vield staatti-

sen kentdn lokaalisuutta. Staattisen kentdn energiafunktionaali on

1

Erusac =3 | d3x<(8in)2— g<(am)2(ajn)2 _ (ain.ajn)z)) (3.18)

Téastd ndhdaan helposti, ettéd tarpeeksi sddnnoélliselle kentélle n darellinen ener-

gia saavutetaan ainakin, mik&li

n 27, vakio
tarpeeksi nopeasti. Erityisesti on huomattava, ettei tarkastelun yleisyys kérsi, mik&li
tdmé arvo kiinnitetéén, joten olkoon lim(, .. = (0,0, 1).

Maéaritelméan 2.38 mukaiselle solitoniratkaisulle valttdmattoméat ehdot on nyt
tarkastettu ja huomattu, ettd Faddeevin-Skyrmen malli toteuttaa ne kaikki. Skyr-
men mallin kiisittelyn tapaan kiinnitetdén seuraavaksi tarkasteluhetki. Olkoon tdméa
ajankohta ty. Kuten edelld, sekid méarittely- ettd arvojoukko voidaan kompaktifoi-
da, jolloin saadaan luvun 2.1 merkinnéin kentéstid n kuvaus ny,: S* — S?, joka toi-
mii jatkuvana homotopiana eri ajankohtina tarkasteltavien kenttien vililla. Lauseen
2.5 nojalla 3 (82) =~ 7, joten Skyrmen mallin tapaan Faddeevinkin mallin tilat ja-
kaantuvat (numeroituvasti) ddrettoméain médriaédn homotopialuokkia, joita jokaista
vastaa bijektiivisesti jokin kokonaisluku. Kuten edelld, niita bijektioita on nume-
roituvasti ddreton méara; on siis syytd valita niistd jokin. Erds téllainen kuvaus

73(S?) — Z on konstruoitu médritelmissi 2.22, joten valitaan se.

Merkinti 3.6. Olkoon H: m3(S?) — Z kuten miiritelmissi 2.22 ja

Q=Q(n):=H(n).

Huomautus 8. On syytd huomata tdmén ja maaritelmén 2.22 vastaavuudet. Muo-
dolle dw voidaan kirjoittaa F:=A(2)dw = $Fj;da’ Ada? ja jos merkitééin lisiksi
muotoa w(z) muodolla A siten, ettd F' = dA, saadaan fysiikassa tyypillisesti kiy-

tetty muoto
1
H = — ANANF. 1
('I’I,) (471’)2 /83 A (3 9)

Lisdksi kannattaa huomata, ettd talloin F;; = 0;A; — 0;A;, joka voidaan laajentaa

koskemaan myos aikakomponentteja.

Luvun 2.2 tapaan kutsutaan lukua () kentdn n Hopfin invariantiksi. Lauseen
2.27 jalkeisten huomioiden nojalla () on aikavakio. Skyrmen mallin tapaan téllekin

varaukselle voidaan 16ytaé vastaava séilyva virta.
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Lause 3.7. Olkoon
Ju = euupUFVpAO; (320)
silloin
0", = 0. (3.21)
Todistus.
Oy = €y (DA 4 P47
= s (0107 A ) A7 + €0 (07 A7) 0 A7
—yans (8“8”A“> AP — €0 <av Aa) 9 4P
=0,

missé on kiytetty toisten derivaattojen jatkuvuutta ja vaihdettu sopivasti sum-

mausindeksien nimié. O

Edelleen on olemassa epdyhtdlé kentdn homotopialuokan ja energian vililla.
Faddeevin-Skyrmen mallin tapauksessa epdyhtdld on monimutkaisempi ja hanka-
lampi johtaa kuin Skyrmen mallilla, mutta tuloskin on mielenkiintoisempi. Loyta-

jiensd mukaan tétéd rajaa usein kutsutaan Vakulenkon-Kapitanskiin [35] rajaksi.

Lause 3.8 (Vakulenko-Kapitanskii). Olkoon N' = {n|n: $* - $?} 0 <c€eR
seki Q ja Er kuten edelld. Silloin Vn € N

EFaddeev Z C\/§|Q(n>’3/4
Todistus. Sivuutetaan, katso [35]. O

My6hemmin vakiota ¢ on yritetty tarkentaa ja voidaankin osoittaa |54, 55|, ettd

ainakin
c = V/1287%3%/8 (3.22)

kelpaa. Lisiksi [54] esittdé konjektuurin, ettdi jopa ¢ = 3272 kelpaisi. Tdmé konjek-
tuuri perustuu Hopfin kuvauksen ominaisuuksiin, mutta sitd ei ilmeisesti ole vie-
14 varmennettu analyyttisesti. Koska energian ja varauksen riippuvuus ei olekaan
Skyrmen mallin tapaan lineaarinen, on odotettavissa huomattavan rikas topologi-

nen rakenne. Taméi tulos myo0s paljastaa, miksi kannatti valita juuri muotoa 3.6
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oleva kuvaus @: kentén tilojen minimienergiat kasvavat nyt monotonisesti |@Q|:n
mukana.

Skyrmen mallista poiketen mallin symmetriaominaisuuksia ei kuitenkaan voi-
da kiyttad hyviksi Eulerin-Lagrangen yhtéiloiden ratkaisemiseksi, koska yrityksista
huolimatta muuttujia ei ole onnistuttu separoimaan. Koska ndmé yhtalot ovat li-
siksi hyvin epilineaarisia, jiljelle jadvat vain numeeriset menetelmét. Ennen kuin
kuitenkaan perehdytdin Faddeevin mallin numeerisiin ratkaisuihin ja niiden omi-
naisuuksiin, tutkitaan vield kahta Faddeevin mallin kaltaista mallia, joille voidaan

l6ytad analyyttinen, epédtriviaali ratkaisu.

3.2.4 Kaksi ratkeavaa mallia

On myds mahdollista muokata Faddeevin Lagrangen tiheyden kineettistd osaa si-
ten, ettd se on stabiili yksinddn. Samoin voidaan tehda topologiselle osalle. Kuten
yhtélostéd (3.15) ndhdédén, helpoin tapa tehdd tdmé on nostaa koko kineettinen osa

potenssiin 3/2 [34]. Talloin Lagrangen tiheys tulee seuraavaan muotoon.

Merkinti 3.9. Olkoon n € S? (eli [n| =1, n; € R) ja

1 3/2
Ly:= — (—Z(é‘um)z) .

Kuten edelld, keskitytddn vain staattisiin ratkaisuihin, joten aikaderivaatat ka-

toavat. Otetaan lisiksi kdyttoon stereograafiset koordinaatit w seuraavasti

ny = cos(6)

ny + ing = sin(6)e’?

w = tan(

jolloin Lagrangen tiheys saa muodon

(1 + w*w)
ja Eulerin-Lagrangen liikeyht&lét muodon

0( (Ow) |0;w] ) N 2w|0;w|? 0
' (1+w*w)3 (1+w*w)4
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Olkoot jélleen u € S? sen tavalliset koordinaatit,

1— R2 2.’172 2
e TR YT R i =z,
ja
Uy + iU3
Z(u) = — 3, 3.23
(1) = (3.23)

Silloin voidaan osoittaa [34], ettd
Q(Z") = +n,

missd etumerkki m#iriytyy moniston S® suunnistuksesta. Voidaan siis aina valita
@ > 0. Voidaan lisdksi osoittaa [34], ettd Z on Eulerin-Lagrangen liikeyhtdloiden
ratkaisu. On siis konstruoitu ratkaisu, jonka Hopfin invariantti on yksi. Numeerisia
tarkasteluja ajatellen Z" antaisi erddn varauksen n tilan, mistd voitaisiin ldhted
etsimadn liikeyhtéldille ratkaisuja numeerisesti. Z:n kaltaisia rationaalikuvauksia
tullaan kohtaamaan myohemminkin.

Sijoittamalla Z Lagrangen tiheyteen, saadaan

. O 16V2
Nlp—z = T+ R

joten ratkaisun energiatiheyden ndhdién olevan pallosymmetrinen. Téméa on huo-
mattava tulos, koska ratkaisu Z itse ei sita ole! Téssd kisittelyssa sivuutetut laskut
on laskettu viitteessd [34], missd myos jatketaan vield hieman ratkaisun rakenteen
tutkimista.

Muokataan sitten topologista osaa siten, ettd vuorostaan se on stabiili yksinéén.
Yhtalosta (2.65) ndhdaén, ettd my6s tdmé on helpointa tehdd potenssiin korotta-

malla [56, 57]. Nyt Lagrangen tiheys saa muodon
Midritelm4 3.10. Olkoon taas n € S? ja F),, kuten edelld. Merkitéén sitten
Larzi= — (F2)"
Kiyttamélla jilleen S%m stereograafisia koordinaatteja’

ny + iny = sin(0)e* ns = cos(0) w = tan(éﬁ)eid’,

2Huomaa, ettd n:n komponentit on numeroitu eri tavalla kuin edella.
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saadaan

24
F,=——(0,wo,w* — 9, wd,w").
1% (1 + |’LU|2)2 ( 12 H )
Merkitaan sitten vield
, ~1/4
i 2 , (Ko0*w*) K,
K,=-(1 H°F,,0" =

p 2( +[w]*)" Fuw 0w Ja Ky 1+ |w]? ’

jolloin Eulerin-Lagrangen liikeyht#l6t saavat hyvin yksinkertaisen muodon
oMK, = 0. (3.24)

Miééritelldin sitten R3:1le toruskoordinaatisto (7, &, ¢) seuraavasti. Olkoon 0 < a €
R, q = cosh(n) — cos(€) ja
a . a . . a .
x = — sinh(n) cos(¢) y = —sinh(n) sin(¢) z = —sin(§).
q q q

Kun m,n € N, voidaan osoittaa [57], ettd
w(n, &, ¢) = f(m)e" Y (3.25)

on Eulerin-Lagrangen liikeyhtél6iden (3.24) ratkaisu, kun

cosh(n) — T’:L—z + sinh?(n)

\/1 + ™ sinh?(n) — cosh(n)

f(n)? (3.26)

Edelleen voidaan osoittaa [57], ettd tdiméan Hopfin invariantti on

Q(n) = mn.

Tama oli tiettavisti ensimmaéinen kerta, kun kenttiteoreettisille Eulerin-Lagran-
gen yhtéaloille 16ydettiin suljetussa muodossa ddretén méaira solitoniratkaisuja, joi-
den Hopfin invariantti on suurempi kuin yksi. Téstd on ehké syytd huomata, et-
td valitsemalla m = n = 1 saadaan sama ratkaisu kuin aiemmin kaavassa (3.23).
Ensindkeméltd tdmé lienee yllattavasa, mutta kun asetetaan rajoitus (8Mw)2 =0,
mallien Eulerin-Lagrangen yhtélot ovat samat. Niiden yhtéldisyys tulee ilmi, kun

huomataan, ettd (3.23) ja (3.25) toteuttavat timéan ehdon automaattisesti.
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Luku 4

Faddeevin kentan liikeyhtaloiden
numeerisesta ratkaisemisesta:

alkaisempia tuloksia

Kuten jo aiemmin mainittiin, Faddeevin-Skyrmen malli jai pitkiksi aikaa vahal-
le huomiolle, koska sille ei kyetty loytdméaan analyyttistd ratkaisua eiki sellaista
muuttujat riittavisti separoivaa symmetriaa, etta silloiset tietokoneet olisivat kyen-
neet 10ytdmaan numeerisen ratkaisun. Kuten kaavasta (2.40) n&hd&dén, on helppo
16ytad kuvaus, minkd Hopfin invariantti on haluttu eli mikd kuuluu haluttuun ho-
motopialuokkaan. Ikiava kylla tallainen kuvaus ei yleensé - jos koskaan - ole Eulerin-
Lagrangen yhtél6iden ratkaisu. Se kuitenkin sopii alkuarvoksi minimin numeeriseen
etsintddn; taytyy vain pitdé huoli, ettei minimin etsimisessa kiytetty algoritmi siirré
sitd toiseen homotopialuokkaan.

Hieman muunnellut mallit, olivat kylld tutkimuksen kohteena jo 1970-luvun lo-
pulla, kuten kappaleessa 3.2.4 esitelty malli [34] seki de Vegan [58] malli, missé

Faddeevin-Skyrmen Lagrangen tiheyttd on muutettu seuraavasti
g1 2 9 2\ 2 2
‘Cde\/ega - ? (auo-i) + A(I) (UZ‘ - 1) + 92((6MU¢) ) + gs (GMO}‘@MU]‘) . (41)

Téssé kineettinen termi ja neljannen asteen derivaattatermit kumoavat toinen tois-
tensa aiheuttamat epistabiiliudet avaruuden skaalauksessa - aivan kuten kiy téy-
dessé luvun 3.2 Faddeevin-Skyrmen mallissakin.

Aivan ensimmadiseksi on syytd tutustua kiytettyihin numeerisiin menetelmiin

seké niiden mukanaan tuomiin laskennallisiin hankaluuksiin.

43



4.1 Numeerisista menetelmista

4.1.1 Derivaatan diskretointi

Téssd tyossd on kdytetty samaa derivaatan diskretointia kuin viitteessd [46], mut-
ta kyseessé ei suinkaan ole ainoa mahdollinen tapa. Esimerkiksi viitteessd [59] on
kiytetty toisenlaista diskretointia.

Lagrangen tiheyden diskretointi on tehty seuraavasti. Ensin koko systeemi lai-
tettiin ddrelliseen, suorakulmaiseen hilaan. Tamé dérellisyys aiheuttaa luonnollises-
ti pientd epitarkkuutta silld koko avaruutta ei niin saada tutkittua, mutta kos-
ka ratkaisut ovat hyvin lokalisoituneita, virheen voidaan uskoa olevan kohtalaisen

pieni. Merkitdan nyt diskreeteissd hilapisteissd madiriteltyja vektoreita néjk, mis-
sd i, J, k antavat hilapisteen koordinaatit ja [ vektorin komponentin, jolloin siis
S (néjk)2 = 1 Vi, j, k. Tamén jilkeen Lagrangen tiheyden termit diskretoitiin

seuraavasti. Olkoon ¢ hilapisteiden jakovili, jolloin saadaan
2 1 ! I \2
(@71(56173727373)) - 52 Z (ni+1jk - nijk)
irji kil
2 2
+ (”lz‘jﬂk - nijk) + (”lz‘jkﬂ - ”i]k) ) (4.2)

Topologiselle termille F),, diskretointi suoritetaan (,r)-tasossa siten ettd se on

tdysin symmetrinen. Talloin esimerkiksi F}, saa muodon

l 1

n—g (P + Mg+ Mige + Mgas) (4.3)
1

on' — 2% ((ni‘+1jk - ”i]k) + (”§+1j+1k - ”ij+1k)) (44)
1

Opn' — 2% ((ni‘j—i-lk: - ”ijk) + (nﬁ~+1j+1k - ”§+1jk))- (4.5)

Tarvittavat Riemannin integraalit suoritetaan sitten luonnollisella tavalla ker-
tomalla joka hilapisteessd saatava Lagrangen tiheyden arvo vastaavan avaruuden

osan tilavuudella 62 ja laskemalla nimi yhteen yli koko hilan.

4.1.2 Jyrkimmin suunnan menetelmi (gradienttimenetel-
mi)

Jyrkimmén suunnan menetelmé on periaatteeltaan varsin yksinkertainen. Olkoon
annettuna funktio f € C! (RH,R), jolle halutaan etsid minimi. Olkoon \; > 0 Vi €

Z, k =1 ja valitaan iteraation alkupiste, x; € R". Liséksi valitaan jokin ratkaisulta
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haluttu tarkkuus. Taméa voidaan méaarittda monellakin eri tavalla; yksi vaihtoehto
on sopia, ettd haluttu tarkkuus on saavutettu, kun gradientti on kyllin pieni. Itse

algoritmi on seuraava [60].

Vaihe 1) Olkoon yi: ==k + Ay (—V f(xx)) ja Ax valittu siten, ettd funktio f(y;) saa

minimiarvonsa sen suuntaan.

Vaihe 2) Mikili saavutettu tarkkuus ei ole riittévi, asetetaan xy 1 = yg jak — k+1

sekd palataan vaiheeseen 1.

Kun kyseessid on funktionaali E[n]:= [d*z€(n), toimitaan samalla tavalla,
mutta E:n gradientin sijaan lasketaankin £:n gradientti ja kiydaéan lapi koko (dis-
kretoitu) maailma. Olkoon iteraation alkuarvo nyt n. Sen jélkeen algoritmi néyttaa

seuraavalta.

Vaihe 1) Haetaan minimipiste jokaiselle kentélle my kuten edelld, eli olkoon jélleen
my,(x) : = ng(z) + A (—VE(x)) ja Ay sellainen, etté funktionaali F[my]

saa minimiarvonsa sen suuntaan.

Vaihe 2) Mikéli saavutettu tarkkuus ei ole riittavé, asetetaan ny:=my ja k —

k + 1 sekd palataan vaiheeseen 1.

4.1.3 Liittogradienttimenetelma

Liittogradienttimenetelmé, kuten nimestékin saattaa arvata, perustuu gradientti-
menetelméddn, mutta tdmi menetelmé ottaa huomioon myos edellisen gradientin,
jolloin saavutetaan nopeampi suppeneminen. Olkoon € > 0 haluttu tarkkuus ja jil-
leen \; >0Vi € Z, k = 1, ; € R" alkuarvaus ja f € C! (]R", R) funktio, jolle halu-
taan etsid ddriarvo. Lisdksi pitda valita jokin tapa méaarittda algoritmissa esiintyvi
luku ;. Menetelmié sen valitsemiseksi on useita, mutta tassi, kuten myos viitteissé

[41, 46], on kiytetty niin sanottua Fletcher-Reeves -menetelmad, jossa 51 = 0 ja

Bo=—T Ik p_93.
9i1 91

kun merkitaan

gy =V ().

Muilta osin menetelmé on tdysin sama, vaikka [, valittaisiinkin toisin. Algoritmi

niyttéd seuraavalta [60].
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Vaihe 1) Lasketaan g, ja () ylla olevista mééritelmista
Vaihe 2) Sk = —4g; + ﬁksk,1

Vaihe 3) Etsitddn )\, > 0 siten, ettd funktio f(xp + AxSk) saa miniminsd Ay:n

suhteen.

Vaihe 4) Mikili ||g,|| > ¢, asetetaan xpy = @ + \pSk, k& — k + 1 ja palataan
vaiheeseen 1.

My6s tdmé menetelmé yleistyy funktionaalille F[n| samaan tapaan kuin gra-

dienttimenetelmakin.

4.1.4 Numeeristen menetelmien ongelmista

Yhteisté kaikille néille menetelmille on niiden mukanaan tuomat ongelmat. Seuraa-
vaksi kuvattavien kahden ongelman lisiksi gradienttimenetelmd ja liittogradient-
timenetelmé tuovat mukanaan vield kolmannenkin ongelman. Téssd tyossd yhte-
né tarkoituksena on ollut selvittdd, kuinka hyvin eri varauksen kentét saavuttavat
Vakulenkon-Kapitanskiin energiarajan 3.8. Kuitenkin, loytdessdén lokaalin mini-
min, ndma algoritmit eiviat endd padse siitd pois, silld gradientti luonnollisesti 14-
hestyy nollaa ja mikili seuraava iteraatio viekin minimin ohi, osoittaa gradientti
uudessa pisteessd takaisin minimiéd kohti. Ainoa keino paéstd pois téllaisesta “po-
tentiaalikuopasta” on lisiaté askelpituutta siten, ettd seuraava askel hyppédkin koko
potentiaalivallin yli, mutta on kaksi hyvaa syyta olla tekeméttd nédin. Ensinnékin,
kyseessd voikin olla globaali minimi, jolloin koko yritys pédstda pois potentiaali-
kuopasta on ajan tuhlausta. Témé&n lisiksi mitdén tietoa siitd, mihin suuntaan ja
kuinka pitka askel pitéisi ottaa.

Systeemien topologisten ominaisuuksien takia tilojen ei voida antaa kehittyi
mielivaltaisesti ja muutoksen jatkuvuuden takaamiseksi tdssd tutkimuksessa tark-
kailtiin vierekkdisten vektoreiden vélistd kulmaa. Mikéli se kasvoi liian suureksi
(noin 60 astetta), aloitettiin kyseinen systeemi alusta tiheimmalla hilalla. Joissakin
tapauksissa tdmé olisi vaatinut enemmaén muistiakapasiteettia kuin kiytettivissa
oli ja tapaus oli siirrettdvd mychempéain tutkimukseen.

Toinen hankaluus seuraa airellisestd hilasta, joka muuttaa darettoméan avaruu-
den #érelliseksi. Tdmén takia on mahdollista, etté tila ei pdédse ldhestyméain hilan
reunoilla vakuumiarvoaan tarpeeksi hitaasti. Tall6in vakuumiarvoon pakotetut reu-

nat estivit tilan relaksoitumisen todellista minimienergiatilaa vastaavaan tilaan.
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Hilan &arellisyydestd seuraa myos pieni systemaattinen virhe tilan energiaan.
Tétéd tutkittiin jo viitteessd |46), missd arvioidaan systemaattisen virheen suuruu-
deksi noin 5%.

4.2 Faddeevin-Skyrmen mallin lenkki- ja solmurat-

kaisuista

Oli odotettava aina vuoteen 1996 asti ennen kuin ensimmadiset tdyden Faddeevin-
Skyrmen mallin numeeriset ratkaisut nikivit péivianvalon [61] ja |62]. Faddeevin
mielenkiinto vanhaa malliaan kohtaan ei ollut kadonnut ja niinpé laskentakapasi-
teetin lisddnnyttya tarpeeksi, hdn palasi mallinsa pariin. Jo hieman aikaisemmin
my6s Gladikowski ja Hellmund [63] sekd hieman my6hemmin Battye ja Sutcliffe
[59, 64] sekd Hietarinta ja Salo [41, 46] julkaisivat lisd4 tuloksia Faddeevin-Skyrmen
mallista. Kayddan nyt lyhyesti 1api ndiden julkaisujen tulokset.

Vield 1996 laskentakapasiteetti ei ollut aivan Faddeevin-Skyrmen mallin pe-
rusteellisen kisittelyn vaatimalla tasolla, niinpd Faddeev ja Niemi pdityivit re-
dusoimaan ongelman kaksiulotteiseksi seuraavasti. He kiyttivat sylinterikoordinaa-
tistoa (r, z, 1)) sekd olettivat ratkaisun olevan S' x S?-symmetrisen, jolloin Eulerin-
Lagrangen yhtaloistd separoituu kulmariippuvuus v pelkiksi vaiheeksi. Separointi
onnistuu, koska ehto |n| = 1 rikkoo Faddeevin-Skyrmen Lagrangen tiheyden SO(3)-
symmetrian SO(2)-symmetriaksi. Taméa symmetriaoletus osoittautui myhemmin
kuitenkin virheelliseksi. Gladikowski ja Hellmund tekivit samanlaisen separaation,
mutta toruskoordinaateilla.

Faddeev ja Niemi kuitenkin kiyttivit numeerisissa laskuissaan stereograafisia
koordinaatteja saadakseen yhtélonsd vield helpommiksi kisitelld. Tama kuitenkin
tuo laskuihin ikévén singulariteetin [46] sekd hankaluuksia reunaehtojen kanssa [59].

Sekd [59, 64| ettd [41, 46 kiyttivat laskuissaan tdyttd kolmiulotteista mallia.
Télla saavutettiin se etu, ettd voitiin tutkia myos ratkaisuja, jotka eivit ole rotaa-
tiosymmetrisid; haittapuolena on tietenkin suurempi laskentakapasiteetin kulutus.
Néiden kahden ryhmén kiyttdmat numeeriset algoritmit ja minimoinnin alkutilat
ovat kuitenkin oleellisesti erilaiset, joten niiden tulosten yhtyessé voidaan suurella
varmuudella uskoa minimienergiatilan todellakin 16ytyneen. N&itd numeerisia algo-
ritmeja on tarkemmin kuvattu kappaleessa 4.1.

Téassd yhteydessd on kuitenkin syytd mainita, ettd Battye ja Sutcliffe tutkivat
sekd symmetriset ettd epdsymmetriset epdsolmu-alkutilat [59]; Hietarinta ja Salo

taas tutkivat jopa viitta erilaista alkutilaa - sekd epédsolmuja ettd yhteen liitettyja
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epasolmuja [41, 46]. Vaikka samalla varauksella kaikki alkutilat eivit olekaan tuot-
taneet samaa minimienergiatilaa, voidaan silti uskoa oikean minimienergiatilan 16y-
tyneen, koska kiytetyt numeeriset algoritmit ovat herkkié lokaaleille minimeille ja
jokainen minimienergiatila on saavutettu, joko eri alkutiloista tai eri algoritmeilla,
vahintdan kahdella eri tavalla. Kaikki jatkossa mainitut tulokset ovat minimiener-

giatiloiksi uskottuja tiloja.

4.2.1 Visualisoinnista

Ennen tulosten esittdmistd on syytd kiinnittdd huomiota niiden esitysasuun. Ta-
vanomaisen funktion R — R esittiiminen on ongelmatonta ja jopa kuvaus R? — R
voidaan esittii mieltimilli kuvauksen arvo annetussa pisteessi avaruuden R? kol-
manneksi koordinaatiksi, jolloin tuloksena on pinta. Kuvausten R? — R? tapaukses-
sa tallainen ratkaisu kuitenkin johtaisi neliulotteiseen kuvaan, joten on kiytettiva
toisenlaista esitysti. Yleensd téllaiset kuvaukset esitetdinkin vektoreina siten, etta
maali- ja lahtoavaruudet mielletddn samaksi koordinaatistoksi ja piirretdén sopiviin
pisteisiin kuvauksen madraima vektori. Sopivat pisteet maardytyvit siitd, milloin
kuva sisdltaa tarpeeksi tietoa kuvauksesta menettamétta selkeyttadn - yleensa tama
tarkoittaa tilannetta, jossa vektorit eivit ole paallekkiin. Tamakain tapa ei kuiten-
kaan enéé ole havainnollinen kuvausten R® — R™, missd n + m > 4, kohdalla.

Kuvauksia R? — R? kuvataan usein myos virtausviivojen avulla. T#llin vekto-
rien sijaan piirretddn viivoja, joita alkujaan paikallaan olevat hiukkaset seuraisivat.
Samaa menetelmii voidaan kiyttdd myos kuvausten R* — R3 kohdalla, mutta
Faddeevin-Skyrmen kentédn tapauksessa tdmé ei ole jarkevid, kahdestakin syysta.
Ensinnékin kyseessi ei ole mikddn virtaus, mutta vield merkittdvimpi syy on ken-
tén globaali SO(3) -symmetria. Mikéli kenttdin tehddén globaali kierto, kierretylla
kentlld on edelleen samat symmetriat kuin alkuperiisellikin, mutta virtausviivoilla
ei! Ne sisaltavit siis tietoa, jota kenttd todellisuudessa ei sisdlld. On siis kiytetta-
vd, jotakin muuta tapaa. Hietarinta ja Salo esittivit [46] seuraavan tavan kuvata
tallaista kenttéda.

Valitaan jokin maaliavaruuden vektorin komponentti seka sille jokin arvo ja et-
sitddn ne lahtoavaruuden pisteet, joissa valittu komponentti saa valitun arvon ja
piirretdain saatujen pisteiden kautta kulkeva pinta. Téallaista pintaa, jolla jokin suu-
re saa vakioarvon, kutsutaan tasa-arvopinnaksi. Faddeevin-Skyrmen mallin kent-
td on yksikkovektorikentté, joten silld on vain kaksi riippumatonta komponenttia.
Tasa-arvopinnan pisteissd néistd toinen on jo méaidritty, joten jiljelle jaa vain yk-

si vapausaste. Annetaan tdmén riippumattoman komponentin nyt méiréta pinnan
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vari jollakin yksikésitteiselld tavalla. Niin saadaan kaikki oleellinen tieto kentis-
td yhdelld tasa-arvopinnalla esitettyd yhtd aikaa. Hietarinta ja Salo [46] valitsivat
komponentin n3:n tasa-arvopinnan maaraaviksi suureeksi ja toiseksi riippumatto-
maksi komponentiksi vektorien (1,0, 0) ja (ny, ng, 0) vélisen kulman. Kuvassa 4.1(a)
on esitetty tilld menetelmailld saatu yksinkertaisimman torusmaisen alkutilan, jolle
Q=1, kuva. Jatkossa voidaan kiyttaa kisitettd tilan muoto, kun tarkoitetaan tilan
nz-komponentin miaradmén tasa-arvopinnan muotoa.

Myo6hemmin kiytetddn myos toisenlaista esitystd Faddeevin-Skyrmen kentélle.
Edelleenkin valitaan jokin vektorin komponentti ja sille arvo, mutta tasa-arvopinnan
piirtdmisen sijaan kiinnitetddn myos toisen vapaan komponentin arvo, jolloin ko-
ko vektori on kiinnitetty. Tamén jilkeen etsitdén kyseisen vektorin alkukuva. Ku-
ten kappaleessa 2.2.4 todettiin, saatu alkukuva on suljettu polku lihtéavaruudessa.
Téllaisen polun loytdminen diskreetistd hilasta on kuitenkin merkittidvisti hanka-
lampaa kuin tasa-arvopinnan etsiminen ja virittdminen. Téma on suoraa seurausta
alkukuvan tasa-arvopintaa pienemméstd dimensiosta. Energian minimoinnissa kay-
tetysti laskentahilasta on sidstetty tyypillisesti 60° pistetti, misti tasa-arvopinnalle
osuu tyypillisesti tuhansia pisteitd, mutta alkukuvaan vain satoja eiki niistd enédd
saa aina kunnollista kuvaa. Myohemmissd minimointilaskuissa onkin tdméan takia
sddstetty suurempi méara hilapisteita ja tarvittaessa vield kiytetty lineaarista inter-
polaatiota pisteiden méairin lisiamiseksi. Tésta esityksestd on helppo laskea tilan
varaus luvun 2.2.4 esittdmaélla tavalla.

Joissakin tapauksissa vektorin (0,0, —1) alkukuva voi olla degeneroitunut mo-
ninkertaiseksi, jolloin tdméa téytyy ottaa huomioon kiinnityslukua laskettaessa: n-
kertaisen ja m-kertaisen alkukuvan kiinnitysluku on nme, e = +1. Niitd késitellddn
my6hemmin tarkemmin, mutta on syytd huomata jo nyt, ettd mikéli kiytetdan tés-
sd kuvattua tapaa kiinnitysluvun laskemiseksi, taytyy toiseksi vektoriksi valita jokin

muu vektori kuin (0,0, —1).

4.2.2 Varaukset () =1 ja 2

Varauksen () = 1 minimienergiatilan uskotaan olevan tila, jonka ns-komponentin
midrddméit tasa-arvopinnat ovat torussymmetrisia ja jonka energiatiheys on keskit-
tynyt ellipsoidiksi origon ymparille [41, 46, 59, 63, 64]. Kuvassa 4.1 on esitetty erés
viittessd [41] kdytetty alkutila ja siitd seurannut minimienergian tila.

Se, etté neljilla erilaisella alkutilalla ja kolmella erilaisella minimointialgroitmil-
la on saatu sama tulos, antaa syyta uskoa, ettd kyseessa todella on minimienergia-

tila, vaikka viitteissd [61] ja [62] energiatiheydeksi saatiinkin toruksen muotoinen
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keskittyméa. Tamén eron arvellaan seuranneen stereograafisten koordinaattien tuot-
tamista hankaluuksista |46, 59].

Varauksen () = 2 kohdalla kaikkien edelld mainittujen ryhmien tulokset yhtyviét,
joten voimme olla ldhes varmoja, ettd kyseessd on todellinen minimienergiatila.

Kuvassa 4.2(a) on esitetty erds viitteessi [41] saavutettu minimienergian tila.

4.2.3 Varaus () =3

Viitteessd [61] on tutkittu myos varauksen () = 3 mahdollista kolmisolmuratkaisua.
Koska se ei endé ole ole torussymmetrinen, kiyttivit Faddeev ja Niemi sen tutki-
miseen tayttd kolmiulotteista mallia. Pienen laskentakapasiteetin takia he esittivit
kuitenkin vain viitteellisid tuloksia mahdollisesta kolmisolmun muotoisesta ratkai-
susta varauksella () = 3 seké ehdottivat, ettd myos monimutkaisemmat torussolmut
voisivat esiintyd mallin Eulerin-Lagrangen liikeyhtél6iden ratkaisuina korkeammilla
varauksilla.

Tarkemmat laskut [41, 59, 64] osoittivat kuitenkin mychemmin, etté varauksen
() = 3 minimienergiatila on vidnnetty torus eikd kolmisolmu. On syytd huomata, et-
ta tdmé ratkaisu ei endd ole rotaatiosymmetrinen, joten viitteiden [61-63] kidyttaméa
muuttujien separointi rotaatiosymmetriselld yritteelld ei enda tuottaisi minimiener-
giatilaa. Kuvassa 4.2(b) on esitetty paras viitteessa [41] saavutettu minimienergia-
tila.

4.2.4 Varaukset @) € {4,5,6,7}

Korkeampia varauksia on tutkittu alempia vihemmaén, ilmeisesti niiden vaatiman
suuremman laskentakapasiteetin takia. Joitakin tuloksia on kuitenkin saatu [41, 46,
59, 64].

Varauksen () = 3 perusteella voisi odottaa varauksen () = 4 tuottavan myos
vadnnetyn toruksen, ja ensimmaéiset tulokset [59, 64| viittasivatkin tdhén suuntaan.
Tétéa tulosta ei kuitenkaan saatu toistettua erilaisella alkutilalla [46], joka tuotti
kaksi linkitettyd ja vddnnettyd, varauksen Q = 1 lenkkid. Aivan uudenlainen alku-
tila [41], kuitenkin toi asiaan selvyyden: kumpikaan aiemmista tuloksista ei ollut
oikea minimienergiatila, vaan minimi on symmetrinen torus, jolla on kaksi ydinta.
Téama vastaa tilannetta, jossa kaavassa (2.42) asetetaan m = 2, kun tidhén asti koko
ajan on ollut m = 1. Tama4 lopputila saatiin viimein [41] my6s viitteen [46] loppu-
tilasta, kun minimointia jatkettiin huolimatta siitd, etté energia ei endé juurikaan

laskenut. Kyseessé oli kuitenkin vain suvantovaihe ja myohemmin energia alkoi las-
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(a) Alkutila (b) Lopputila

Kuva 4.1: Varauksen ) = 1 alku- ja minimienergiatilat

(a) Q=2 (b)Q=3

Kuva 4.2: Varausten () = 2 ja () = 3 minimienergiatilat
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kea taas nopeasti. Taméa on alin varaus, missd alkutila ja minimienergiatila ovat
rakenteeltaan erilaisia: kahdesta linkitetysta toruksesta saadaan yksi kaksiytiminen
torus. Varauksen () = 4 paras saavutettu minimienergiatila on esitetty kuvassa 4.3.

Varauksen () = 5 kohdalla oikean minimienergiatilan l0ytédminen oli my6s han-
kalaa: viitteissd [59, 64| saatu tulos on vain lokaali minimi. Tam4 olisi ilmeisesti
kuitenkin johtanut globaaliin minimiin, mikali laskua olisi jatkettu kyllin pitkaén,
silld 1dhes sama alkutila johtaa eri lopputulokseen [41], joka kuitenkin laskun ai-
kana muistuttaa viitteiden |59, 64| lopputulosta. Tim& minimienergiatila on kaksi
linkitettya lenkkié, joiden varaukset ovat () = 1 ja () = 2. Varauksen () = 6 mi-
nimienergiatila on hyvin samankaltainen, lenkkien varaukset vain ovat molemmat
() = 2. Molemmista varauksista on parhaat saavutetut minimienergiatilat esitetty
kuvassa 4.4.

Kaikkein mielenkiintoisin tapaus on kuitenkin varauksen () = 7 minimienergia-
tila. Kuten Faddeev ja Niemi ehdottivat [61], epdsolmua monimutkaisempia torus-
solmuja todellakin esiintyy Faddeevin-Skyrmen mallin minimienergiatiloina, tosin
vasta korkeammilla varauksilla kuin heidin ehdottamansa () = 3, silld varauksen
() = 7 minimienergiatila on kolmisolmu. Samaan tulokseen paatyivit seki |59, 64]
ettd [41, 46|, joista viimeisimmaéssi jopa kolmella eri alkutilalla. Yhden néistéd alku-

tiloista kehittyminen kolmisolmuksi on esitetty kuvassa 4.5.
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© 6

(a) Alkutila (b) Lopputila

Kuva 4.3: Varauksen () = 4 alku- ja minimienergiatilat

© ©

(a) Q=5 (b) Q=6

Kuva 4.4: Varausten () =5 ja () = 6 minimienergiatilat

e Q

(a) Alkutila (b) Lopputila

Kuva 4.5: Varauksen () = 7 erés alkutila ja minimienergiatila
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Luku 5

Solmuvorteksit

Tassa tyossa on tutkittu pidasiassa Faddeevin-Skyrmen mallin erilaisista pyorre-
maéisistd alkutiloista energian relaksaatiolla saatavia minimienergiatiloja. Tavalli-
sesti téllaisia tiloja kutsutaan vortekseiksi. Energian relaksaatioprosessia tutkimal-
la ndhdadn myds, millaisia jatkuvia muutoksia Faddeevin-Skyrmen kenttd voi kokea
sekd miten hyvin Vakulenkon-Kapitanskiin raja (lause 3.8) saturoituu eri varauksil-
la. Ensin kiydaén 1dpi energian relaksaation vaikutus dérelliseen otokseen alkutiloja
ja tdman jilkeen tutkitaan millaiset vektorikentén muutokset ovat ylipdatdan mah-
dollisia. Koska vektorikentdn mahdollisten muutosten joukko on varauksesta riippu-
maton, niitd tutkitaan yleisesti eikd varauskohtaisesti. Energian relaksaatiolaskut
on laskettu CSC - Tieteellinen Laskenta Oy:n rinnakkaisilla supertietokoneilla kiyt-
tden samaa ohjelmaa kuin viitteissi [41, 46]. Relaksaation alkutila on saatu luvun
2.2 tuloksia, erityisesti lausetta 2.27, kiyttaen.

Alkutilojen varaukset on valittu aiempia julkaistuja tuloksia [41, 46, 59, 61-64]
silmillé pitden, vaikka ne eivit olekaan tdysin vertailukelpoisia, kuten myohemmin
kiy ilmi. Kenttid, joiden varaus () > 9 ei téssi kisitelld, koska niiden aiheuttamat
numeeriset ongelmat vaativat vield enemmaén laskentakapasiteettia. Tdma on va-
litettavaa, silld on perusteltua odottaa niiltd kentiltd lisdd (torus)solmuratkaisuja,
mahdollisesti jopa muita kuin kolmisolmuratkaisuja. Kdydaan ennen relaksaatiotu-
losten tarkastelua vield lyhyesti ldpi kiytetyt numeeriset menetelmit sekd kohdat-

tuja numeerisia ongelmia.

5.1 Alkutiloista

Energian minimoinnin alkutiloiksi valittiin kahdenlaisia alkutiloja. Suoria vortekseja

joihin on tehty epdsymmetrinen hiirié sekd suoria vortekseja, joiden ympérille on
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asetettu rengas. Selvitetdin seuraavaksi miten ndma tilat on rakennettu sekd miten

niiden varaus on helpointa laskea.

5.1.1 Renkaan ja vorteksin rakentaminen

Rengasmaisiin alkutiloihin on tutustuttu jo kappaleessa 4.2. Nimitys viittaa tilojen
nz-komponentin miaradman tasa-arvopinnan muotoon, joka on torus. Kéytetdin
kuitenkin nimitysta rengas, jota voidaan harhaanjohtamatta kiayttaa silloinkin kun
sithen on muodostunut epasymmetrisyyksia. Rengastilan luomiseen on kiytetty kaa-
vaa (2.43), mistd on 2% ja x-akselit kiifinnetty, jolloin saadaan sama kaava kuin
viitteen [41] kaavassa (1). Edelleen téllaisen tilan varaus on helppo laskea kappaleen

2.2.4 avulla. Kaavan (2.43) merkinnéin varaukseksi tulee
Q = nm. (5.1)

Merkitaan tastd 1ahin n, ja m,., missé alaindeksi ilmaisee niiden liittyvin renkaaseen.

Tutustutaan nyt uuteen tilaan, jota kutsutaan wvorteksiksi. Tamén ns-kompo-
nentin tasa-arvopinnat ovat zs-akselin suuntaisia sylintereité, siten, ettd sylinterin
symmetria-akseli yhtyy xs-akseliin. Olkoon se lisdksi jaksollinen: dc € R: Vn €
Z,n(x1,x9,23) = n(x1, s, x3 + nc). Kutsutaan tata tilaa vorteksiksi. Vorteksien

luonnissa on kiytetty seuraavaa kaavaa

ro = \/ 2} + 23 (5.2)

2a
=1-— 5.3
& a—1+ebs (5:3)

To

n(ry, T2, T3) = | v Lonj (:pl cos (27mtx3) + x5 sin (27mtx3)> ) (5.4)

(3:1 sin(27rnt:c3) — X COS (27rnta:3)>

ro
ng
misséd vakiot a ja b on valittu (kokeilemalla) siten, ettd alkutilan energia on mah-
dollisimman alhainen. Heti ndhd&én myos, ettd tamén tilan jakson pituus ¢ = 1/n,.
Vorteksin varaus on helpointa laskea kahden eri vektorin alkukuvien kiinnityslu-
vun avulla kappaleen 2.2.4 kuvaamalla tavalla, jolloin varaukseksi tiettyd pituutta

kohden saadaan

Q = n. (5.5)
Kaavaa (5.4) olisi mahdollista muuttaa samanlaiseksi kuin kaava (2.43). Télloin
vorteksin kaava ndyttiisi suoristetulta renkaan kaavalta ja tulisi mukaan myos ko-
konaisluku m;. Kaytettavissa olevan prosessoriajan darellisyyden takia téssi on tut-

kittu vain tiloja, joilla |m;| = 1, joten jitetdén se jatkossa kokonaan pois. Tamén
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lisdksi tulee huomata, ettd minimisaatiolaskuissa on tutkittu vortekseja vain osalta
niiden (&&retontd) pituutta, mutta havainnollisuuden takia valilla esitetddn pidem-
pi patkd. Talloin pitdd huomata, ettd varaus tulee laskea vain alkuperidisen osan

matkalta, vaikka kuvassa esitettiisiinkin suurempi osa vorteksia.

5.1.2 Rengasvorteksin rakentaminen

Jo varhaisessa vaiheessa kéivi ilmi, etté jotkin vorteksitilat muuttuvat energian mini-
moinnissa tiloiksi, jotka muodostuvat hieman deformoituneista vortekseista ja ren-
kaista sen ympaérilla. Témén takia on tutkittu myos sellaisia tiloja, jotka on muodos-
tettu lisiamalla renkaan symmetria-akselille vorteksi siten, ettd renkaan symmetria-
akseli yhtyy vorteksin symmetria-akseliin ja niiden véliin jii pieni patkd tyhjiota
(n = (0,0, 1)) Teknisesti tdma tarkoittaa, ettd renkaan kaavaan on tehty sijoitus
r — r’ =r —1 ja kiiytetty vain alue ' > 0. Keskelle jadneen tyhjan alueen vekto-
reille taas on annettu arvot vorteksin kaavan mukaan siten, ettd vorteksin ja ren-
kaan vilissi kenttd varmasti saa vakuumiarvonsa. Kutsutaan téllaista tilaa jatkossa
rengasvorteksiksi.

Edelld kuvatun kaltaisen yhdistetyn systeemin varaus lasketaan alkukuvien lin-
kitysluvusta samalla tavalla kuin pelkin vorteksin tai renkaankin, mutta nyt on
syytd huomata, ettd kunkin vektorin n alkukuva on tyypillisesti epdyhtendinen
eikd sen linkitystd itsensd kanssa pidd ottaa huomioon. Kuvassa 5.1 on esitetty
erddn rengasvorteksin etelinavan (n = (0,0, —1)) ja kahden paivintasaajan pisteen
(n = (x1,22,0), z1 + 23 = 1) alkukuvat. Lisiksi kuvaan on merkitty rengasosas-
ta ja vorteksiosasta saatavien alkukuvien risteykset ja niitd vastaavat varaukset.
Kuten ndhdiin, voidaan téllaisen tilan varaus jakaa kolmeen osaan: renkaan va-
raus (5.1), vorteksin varaus (5.5) ja niiden yhdistamisesté (liitoksesta) muodostuva
varaus. Kuten tdhinkin mennessi, voidaan toruksen varaus kuvata kahden koko-
naisluvun tulolla kuten myos renkaan varaus. Olkoot ndmé nyt renkaalle n, ja m,
sekd renkaalle n; ja m;. Renkaan ja vorteksin omien varausten lisiksi ndhdaén, et-
ta liitoksesta aiheutuu |4m,m;| samanmerkkistd alkukuvien risteysti, joten tésté
aiheutuva kokonaisvaraus on |2m,m;|. Etumerkki méédraytyy nyt siitd, miten tilan
osien alkukuvien kulkusuunnat on valittu. Kappaleen 2.2.4 mukaisella valinnalla

saadaan negatiivinen etumerkki, jolloin
Q = nym, + ngmy — 2m,my, (5.6)

missd nyt siis koko ajan |m;| = 1. Kaava 5.6 pitaa luonnollisesti paikkansa myos

ilman tata ehtoa.
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Kaavasta (2.46) ndhdaén, ettd vaihtamalla renkaassa m, — —m, tai n, — —n,,
sen varauksen merkki vaihtuu. Kuvassa 5.2 on esitetty ne nelji varauksen |Q| = 1
rengasta, jotka saadaan toisistaan n,:n ja m,:n etumerkkeji vaihtelemalla. Nahdaan,
ettd jokaista yhta etumerkin vaihtoa vastaa alkukuvan kulkusuunnan muutos, joten
kulkusuunta méaraa yksikasitteisesti varauksen etumerkin, kuten kappaleessa 2.2.4
todettiin. Samoin kdly myos vorteksin tapauksessa, mutta ei liitoksen. Liitoksen
varaus muuttuu vain, kun joko m, tai m,; vaihtaa etumerkkinsa silla n,:n etumerkin
vaihto vain siirtdd kunkin alkukuvan renkaalla olevan osan renkaan ulkopinnalta
sisdpinnalle kun taas toisen m:n vaihto vaihtaa kulkusuuntaa osoittavan vektorin
suunnan, jolloin jokainen risteys toisen alkukuvan osan kanssa vaihtaa merkkinsa.
Tama nahdidn vertaamalla kuvaa 5.1 kuviin 5.3, jossa on esitetty edellisestd yhden
luvun n,, m,,n; tai m; etumerkki muuttamalla saatavat tilat.

Kisitellaan edelleen vain sellaisia tiloja, joissa |m;| = 1. Kaavasta (5.6) nih-
dddn myos, ettd mikili m, > 1, kasvaa sekd renkaan ettd liitoksen tuottama va-
raus. Tatd on kuitenkin mahdoton néhd& vektorin (0,0, —1) alkukuvasta, silla se
on m,-kertaisesti degeneroitunut ympyra. Tdma nihddin kaavasta (2.43) seuraa-
vasti. Olkoon yksinkertaisuuden vuoksi n, = 1 ja f: R — R sellainen funktio, etta
f ==, 0 eiké milloinkaan muulloin ja f > 0 muutoin; lasku on oleellisesti sama,
vaikka |n,.| > 1. Tutkitaan, mikd on vektorin (0,0, —1) alkukuva n~'{(0,0,—1)}.

Kaavasta (2.43) saadaan

n(n.6.0) = (g costmned + ) s+ 0. 2] )
=(0,0,-1) & f=0&n=o0. (5.8)

Olkoon 0 < € < 1 ja n € Z. Tutkimalla vastaavasti vektorin (v/2e — €2,0, —1 + ¢€)

alkukuvaa toruskoordinaatein, huomataan, etta

n_l{(\/m,O,—lJre)} = {(f_l(,/2 i 6),§,¢>|mr§+¢:nﬂ} (5.9)

Valitaan siis helpoin tapaus, eli n = 0, jolloin saadaan yhtilo ¢ = —m,.£. Sijoitetaan

taméa kaavoihin (2.41), saadaan

1 __ sinhncos(—m.§)
x ~ coshn—cos & (5 10)
2 = sinh 7 sin(—m§) )

coshn—cos¢
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Kuva 5.1: Yksinkertaisen rengasvorteksin liitoksesta aiheutuvan varauksen laskemi-

nen

(a) 1r1+1,Q =1 (b) 1r-141, Q = —1

(c) 1r1-1,Q = —1 (d) 1r-1-1, Q = 1

Kuva 5.2: Kaikki varauksen |@)| = 1 renkaat
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(a) 1r1-1_1t1+1,Q = 2 (b) 1r1-1_1t-1-1,Q = -2

(c) Ir1+1_1t1-1,Q =2 (d) 1r-1-1_1¢1-1,Q = -2

Kuva 5.3: Erilaisia |)| = 1 osista saatavia rengasvortekseja
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Kuva 5.4: Etelanavan alkukuva xy-tasossa

jotka ovat kuvan 5.4 kaltaisia kdyrié, joissa lenkkien véiliin jaddva ala pienenee n:n
kasvaessa. Ilmeisesti siis lenkit yhtyvit, kun 7 — oco. Tadmé ndhdédén myos analyyt-

tisesti, silla

lim, .o z! = cos(—m,
n (—=m,€) (5.11)

lim, o2 = sin(—m,&),

miki valittémasti tunnistetaan ympyran yhtiloksi, missd ympyré piirtyy m, ker-
taa silla aikaa kun & kiertdd ympyran kerran. Tamé& ominaisuus téytyy siis ottaa
huomioon sellaisten tilojen varausta laskettaessa, joilla |m,| > 1. Ongelma voidaan
vilttad myos valitsemalla toiseksi tutkittavaksi alkukuvaksi jokin muu kuin vektorin
(0,0, —1) alkukuva.

Sovitaan vield yksi merkintd. Kunkin homotopialuokan energialla on alaraja,
joka on muotoa cQ**, missi c on jokin tuntematon vakio. Jaetaan timéin tapaisesti

kentdn energia kahteen osaan seuraavasti

E(n) = Ey(n)Q(n)** Ey(n):=c(n)\/yg (5.12)

ja kutsutaan lukua FEj, kentdn m energian varauksesta riippumattomaksi osaksi.

Téassd tutkimuksessa on kaikkialla kdytetty arvoa g = 0.2.

5.2 Rengasvorteksit

Ensimmaiset tutkimukset tehtiin vortekseilla, joihin oli lisdtty pieni epdsymmetria.
Namé osoittautuivat kuitenkin hyvin hankaliksi ja hitaiksi numeerisesti: alkutilan
energia on hyvin korkea ja alussa se laskee hyvin jyrkasti. Tdmé& tuo mukanaan

ensimmaisen tyypillisen numeerisen hankaluuden: vierekkiisten vektorien vilinen
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Nimi |Q(n)| Eni, Kuvaus

Irl-1_1t2-1 5 506.45 (1, —1)-rengas ja (2, —1)-vorteksi
2r1-1_1t-1-1 5 515.58 kaksi (1, —1)-rengasta ja (—1, —1)-vorteksi
1r2-1_1t2-1 6 588.71 (2, —1)-rengas ja (2, —1)-vorteksi
2r1-1_1t0-1 6 597.61 kaksi (1, —1)-rengasta ja (0, —1)-vorteksi
1r2-2_1t-1-1 7 657.22 (2, —2)-rengas ja (—1, —1)-vorteksi
2r1-1_1t1-1 7 671.77 kaksi (1, —1)-rengasta ja (1, —1)-vorteksi
1r2-2_1t0-1 8 735.14 (2, —2)-rengas ja (0, —1)-vorteksi
2r1-1_1t2-1 8 755.75 kaksi (1, —1)-rengasta ja (2, —1)-vorteksi
1r2-2_1t1-1 9 784.77 (2, —2)-rengas ja (1, —1)-vorteksi
3r1-1_1t0-1 9 836.74 kolme (1, —1)-rengasta ja (0, —1)-vorteksi

Taulukko 5.1: Tutkitut renkaista ja vorteksista kootut alkutilat

kulma kasvaa liitkaa. Myohemmin, energian jo hieman laskettua, vektorin (0,0, —1)
alkukuva levenee x;x>-suunnassa nopeasti, miké tuo lisid numeerisia hankaluuksia,
koska sen ja vakuumivektorin alkukuvien vilinen tila pienenee. Tdmé& on suoraa
seurausta ddrettoméin avaruuden asettamisesta direlliseen hilaan; hilan reuna on
adrelliselld etédisyydelld, kun taas avaruus on ddreton. Kun numeeriset hankaluu-
det oli voitettu ja minimisaatio saatu ajettua tarpeeksi pitkélle, huomattiin, etti
vorteksista irtoaa rengas tai renkaita - varauksen mukaan - ja ndmia jadvit sen
ympdérille linkitetyksi tilaksi. Tadmé havainto motivoi etsimddn analyyttisen tavan
rakentaa téllainen linkitetty tila ja katsoa, miten se kiyttaytyy - pitdisihén silld olla
heti aluksi paljon pienempi energia kuin vorteksilla. Osoittautuu, ettd ndin on ja
samalla numeeriset ongelmatkin katosivat - ilmeisesti pienempienergisissa tiloissa ei
tapahdu niin nopeita muutoksia. Numeriikan hitauteen saatiin kuitenkin vain pien-
ta helpotusta: jotkin alkutilat suppenivat hyvin nopeasti, toisilla kesti jopa kauem-
min kuin alkuperiisilld vorteksiratkaisuilla. Talla tavalla saatiin kuitenkin tutkittua
suurempi kirjo mahdollisia alkutiloja ja varauksia kuin vortekseilla.

Kuvissa 5.5(a) ja 5.5(c) on esitetty kaksi erilaista alkutilaa. Muut alkutilat ovat
samankaltaisia, parit (n,, m,) ja (n;, m;) vain vaihtelevat; tutkitut alkutilat on esi-
tetty taulukossa 5.1.

Aivan ongelmitta nididenkdédn alkutilojen energian minimointi ei sujunut. Suu-
rimmat hankaluudet liittyivét tiloihin, joissa on monta rengasta. Oli tiedossa, ettd
ne tarvitsevat paljon tilaa z;r.-suunnassa, mutta alkutilan rakentaminen puoles-
taan vaati paljon tilaa z3-suunnassa ja kiytettivissi ollut muistikapasiteetti ei riit-

tdnyt molempien tarpeiden tyydyttdmiseen. Tdmén takia niiden kanssa jouduttiin
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(a) Alkutila 1r2-2 _ 1t-1-1 (b) Lopputila 1r2-2  1t-1-1

(c) Alkutila 2r1-1_ 1t1-1 (d) Lopputila 2r1-1_1t1-1

(e) Alkutila 1t7-1 (f) Lopputila 1t7-1

Kuva 5.5: Varauksen () = 7 alku- ja lopputilat



tekeméin pieni kompromissi. Niiden annettiin aluksi olla z;z9-suunnassa liian pie-
nessd hilassa, mutta ennen kuin se ehti muodostua ongelmaksi energian minimin
loytamisessé, hila harvennettiin kahdeksasosaan alkuperiisestid ja upotettiin x;xo-
suunnassa nelinkertaiseen - riittavin suureen - hilaan. Tédta harvennusta ei voi tehda
heti, koska silloin tormétaéan taas vierekkiisten vektorien vélisen kulman ongelmaan.

Minimoinnit tehtiin liittogradienttimenetelmélld, lukuunottamatta ensimmaisia
100:aa-1000:tta iteraatiota, jotka tehtiin gradienttimenetelmélld. Poikkeuksen muo-
dostivat tilanteet, joissa kenttd upotettiin suurempaan hilaan. T&lloin kaytettiin
taas gradienttimenetelméd seuraavat 100-1000 iteraatiota.

Kuvassa 5.6 on esitetty kunkin alkutilan energian varauksesta riippumattoman
osan, Ly (n), kehitys iteraatioiden lukumééaran funktiona. Huomataan, ettd monis-
sa tapauksissa kesken minimoinnin energia pysyy hyvin pitkdan ldhes samana. Syy
tdhén selvidd vasta, kun kiy ldpi minimointiprosessista tehdyn animaatioelokuvan.
Minimoinnin aikana sd#stettiin kentén tila sadan iteraation vélein ja niistd teh-
tiin tarpeen mukaan animaatioita. Niistd ndhdadn, ettd pitkdn tasaisen “terassin”
aikana tapahtuu vain yhdenlaista muutosta: vektorit kiertyvit zs-komponenttinsa
ympaéri. Animaatiossa tdmé ilmenee virin kiertymiselldi muuten muuttumatonta
tasa-arvopintaa pitkin. Ilmeisesti tdmé ei vaikuta merkittivasti energiaan, mutta
myohemmin ndhdééin, ettd se on valttdméatonté, jotta isopinnan kaksi osaa voivat
koskettaa ja lavistad toisensa. Tehdyt animaatiot 16ytyvit viitteesta [65].

Saavutetut minimienergiat muodostivat pienoisen yllatyksen. Kaikki saavute-
tut minimienergioiden varauksesta riippumattomat osat ovat alle 6%:n péaissa kes-
kiarvosta 155.81, mutta kunkin varauksen tilat ovat aivan erilaiset. Kuvapareihin
5.5(a), 5.5(b) ja 5.5(c), 5.5(d) on valittu néistd suurimman méaéran iteraatioita vaa-
tinut pari, jotta viliaikaisen tasaisen “terassin” mahdollisuus olisi mahdollisimman
pieni. Nihdéain, etteivit saavutetut lopputilat muistuta lainkaan toisiaan, vaikka
energiat ovat ldhes samat. Ilmeisestikin kyseessd on, muidenkin varausten kohdal-
la, joko degeneroitunut globaali minimi tai lokaali minimi, misséd energia on hyvin
ldhelld globaalia minimid. Tdmén tarkemmaksi tutkimiseksi pddtettiin tutkia vield

uudestaan vorteksialkutiloja.

5.3 Taipuneet vorteksit

Linkitettyja tiloja tutkittaessa huomattiin, ettd kaikki saman varauksen alkutilat ei-
vit pdddy samaan minimienergiatilaan. Ensimmaéinen viite tistd saatiin varauksen
Q=7 alkutilojen kohdalla (kuvat 5.5(a) ja 5.5(b)). Niinpé péétettiin tutkia uudel-
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Nimi |Q(n)| Enin Kuvaus

1t5-1 5 506.44 Vorteksi, jossa viisi kierrettd

1t6-1 6 584.02 Vorteksi, jossa kuusi kierretta
1t7-1 7 657.57 Vorteksi, jossa seitsemén kierretté
1t8-1 8 732.97 Vorteksi, jossa kahdeksan kierretta

Taulukko 5.2: Tutkitut vorteksialkutilat

leen, miten vorteksit kiyttaytyvat. Télla kertaa numeeriset ongelmat onnistuttiin
muutaman yrityksen jilkeen kiertdméadn kasvattamalla alkutilojen epasymmetriaa
(kuten kuvassa 5.5(e) nikyvd mutka) ja asettamalla ne tarpeeksi suureen hilaan,
ettel myohemmin odotettavissa olevasta nopeasta laajenemisesta xy-suunnassa tule
ongelmia. Télla vilin CSC - Tieteellinen laskenta Oy oli my6s hankkinut uuden su-
pertietokoneen, jonka laskentateho ja muistikapasiteetti olivat entistd suuremmat,
joten hilan kasvattaminen oli mahdollista. Ainoastaan varauksen () = 9 vorteksi
osoittautui edelleen liian paljon muistia vaativaksi ja se oli jatettdvd mychempéan.
Kuvassa 5.5(e) on esitetty erés kiytetty alkutila ja taulukossa 5.2 on esitelty kaikki
tutkitut alkutilat.

Kaikille muille varauksille paitsi varaukselle () = 9 16ytyi pienen etsinnén jalkeen
alkutila, jolla vierekkiiset vektorit eivit kidnny liian kauas toisistaan. Ne, joille ky-
seinen tila 16ytyi, saatiinkin sitten ajettua ilman ongelmia loppuun asti. Minimoin-
ti suoritettiin edelleen liittogradienttimenetelmélld lukuunottamatta ensimmaéisié
100:aa-1000:tta gradienttimenetelmailld tehtyd iteraatiota. Aiemmasta viisastunee-
na kaikki tilat asetettiin heti lopullisenkokoiseen hilaan, joten mitdén upotusta ja
siitd seuraavaa gradienttimenetelmén kiyttoa ei tarvittu.

Pelkin vorteksin muodostamien alkutilojen energiat ovat hyvin korkeita, kuten
ndhdiaan kuvasta 5.7, jossa on esitetty kunkin vorteksitilan energian varauksesta
riippumattoman osan kehitys iteraatioiden lukumaéran funktiona. Télldkin kerral-
la nihdaan, ettei lopullista energiaa aina saavuteta heti, vaan tapauksessa () = 7
energia on lihes vakio pitkdn aikaa keskelld minimointiprosessia. Téssd vaiheessa
tatd osattiin jo odottaa ja jokainen alkutila ajettiin niin pitkille, ettd kahden ite-
raation vilinen muutos oli hyvin pieni ja valeminimistd ohi paddseminen olisi vienyt
kohtuuttoman kauan rajalliset laskentaresurssit huomioiden. Edelleenkéiin ei voida
olla varmoja, ettd 16ydetyt minimit todella ovat globaaleja minimeji, tai edes mini-
mejad - nehdn voivat olla vain vield pidempié tasaisia patkia. Ne ovat kuitenkin kaikki
alle 1 %:n pééssa keskiarvostaan E, = 152.67. Koska liséiksi joissakin tapauksissa

sekd vorteksitilat ettd rengasvorteksitilat paatyvit lihes samaan energiaan, voidaan
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helposti uskoa niiden todella olevan minimeja.

Vorteksialkutiloilla saavutettiin poikkeuksetta vahintadn yhtd alhainen energia
kuin rengasvortekseilla. Lisdksi yhta poikkeusta lukuunottamatta saavutettu lop-
putila on lisdksi ldhes saman ndkéinenkin kuin saman energian rengasvorteksista
saatu. Tamé antaa syytd uskoa, ettd kyseessd minimointia jatkamalla todellakin
saavutettaisiin globaali minimi. Kuvassa 5.5(f) on esitetty vorteksin, jolle Q = 7
minimienergiatila sekd kuvissa 5.5(b) ja 5.5(d) varauksen () = 7 rengasvorteksien
lopputilat. Niahdaian myos, ettd kolmesta varauksen () = 7 alkutilasta kahdessa
tuloksena on kolmisolmu kuten kuvassa 4.5. Tama antaa vield lisipontta uskomuk-

selle, ettd kolmisolmu todellakin on minimienergiatila.

5.4 Minimienergiatilat ja Vakulenkon-Kapitanskiin
raja

Lauseessa 3.8 johdettiin alaraja Faddeevin-Skyrmen kentédn energialle, kun 1dhto-
avaruutena on S°. Vorteksin tullessa mukaan, lihtoavaruudeksi tuleekin S? x S*.
Tama voi muuttaa systeemin topologiaa radikaalistikin, mutta koska kuvausten
f:S% x St — S? homotopialuokkien m##rittiminen on hyvin hankalaa, on tissi
lahdetty oletuksesta, ettd energiaan se ei vaikuta. Voidaan siis verrata saatuja tu-
loksia sekd aiemmin saatuihin, todellisiin Faddeevin-Skyrmen mallin tuloksiin ettéi
Vakulenkon-Kapitanskiin rajaan sekd sen tarkennettuun arvioon (3.22).

Edellisissd kappaleissa kaytettiin lauseen 3.8 vakiona Fj saatujen FEy:n arvojen
keskiarvoa. Kaikkien tutkittujen tilojen tuottama keskiarvo on Fy = 154.93. Kéy-
tetddn nyt sitd ja tutkitaan, kuinka hyvin saadut lopputilat saturoivat tdmén ra-
jan. TAméi on esitetty kuvassa 5.8. Niahdaén, ettei yksikdén lopputila jai yli 4%:n
padhian keskiarvosta. Lopputilojen energioita tarkasteltaessa tulee my6s ottaa huo-
mioon, ettd kaikkia systeemejé ei ole iteroitu yhté pitkéille. Niin pian kun on kiy-
nyt ilmeiseksi, ettd vorteksi- ja rengasvorteksi-alkutilat saavuttavat lihes saman
energian ja nayttivit lihes identtisiltd, ei rengasvorteksin iterointia ole enda jat-
kettu. Tama selittdd rengasvorteksien systemaattisen hieman suuremman energian.
Esimerkiksi varauksen () = 8 tapauksessa rengasvorteksista saatu kolmisolmu on
paljon tiukemman nikoinen, mutta ilmeisestikin laajenisi iteraatiota jatkettaessa
identtiseksi vorteksin saavuttaman tilan kanssa.

Vakio FEj voidaan myd6s etsid pienimmén neliGsumman menetelmééd kiyttien,
sovittamalla muotoa F = FyQ%* oleva kiiyrd saatuihin tuloksiin, saadaan F, =

154.66. Kuvassa 5.8 on verrattu saatujen lopputilojen energiaa ndin saatuun ar-
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Kuva 5.8: Lopputilojen energiat verrattuna pienimmalla neliGsummalla sovitettuun

arvoon, keskiarvoon ja Wardin ennusteeseen

voon. Taas ndhdian, ettd saavutetut energiat vastaavat hyvin sovitettua arvoa, to-
sin yllattavisti vihan huonommin kuin keskiarvoaan: nyt yksi tapaus on yli 4%:n
padssa sovitetusta arvosta.

On mielenkiintoista huomata, ettd vaikka ndmaé rajat saturoituvatkin kohtuul-
lisen hyvin, ollaan vield kaukana analyyttisesta rajasta. Kaavasta (3.22) saadaan
Ey = 75.39, kun se kerrotaan kiytetyn vakion g = 0.2 neligjuurella. Té&mé& on niin
kaukana numeeristen ratkaisujen antamasta arvosta, ettd on mielenkiintoista tutkia,
pitddko luvussa 3.2 mainittu [54]:n ehdotus, jonka mukaan Ey = 327%,/g, paikkan-
sa. Téasta saadaan F, = 141.24, joka on jo hyvin ldhelld - eroa on enii alle 10%
Ey:n keskiarvoon ja kdyradn sovitettuun Ej:aan seki alle 15% jokaiseen laskettuun
Ey:aan! Tamaé on esitetty kuvassa 5.8. Voidaan siis uskoa tdmén ehdotuksen pitavin
paikkansa ja energian todellakin kdyttaytyvian tidssd muunnetussa mallissa samalla

tavalla kuin puhtaassa Faddeevin-Skyrmen mallissakin.
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5.5 Etelanavan alkukuvan topologiasta

Ensikatsomalta nayttiisi siltd, ettd monen alkutilan energian minimoinnin aikana
sen topologia muuttuu merkittévisti (esimerkiksi 5.5(a) ja 5.5(b)). Kuitenkin mi-
nimoinnin aikana pidetddn huoli siité, ettei tapahdu epdjatkuvia muutoksia, kos-
ka oikeassa jatkuvassa mallissa niitd ei voi tapahtua. Kappaleessa 2.2 osoitettiin
varauksen olevan bijektiivisessd suhteessa kentdn homotopiaryhmén alkioihin eikd
tehty jatkuva muutos voi muuttaa téata suhdetta. Ilmeisestikdén itse kentdn topolo-
gia ei siis voi muuttua. Jotakin kuitenkin muuttuu, koska alkutila ei ndyté lainkaan
lopputilalta.

Tutkitaan nyt, mitd tapahtuu mielivaltaisen vektorin alkukuvalle energian mi-
nimointiprosessin aikana. Késitellddn tédssd tapausta () = 7 ja vorteksialkutilaa;
samat havainnot pitevit myos muihin tapauksiin. Alku- ja lopputilojen eteldnavan
alkukuvat on esitetty kuvassa 5.9. Molemmissa tapauksissa kyseessd on avaruuteen
upotettu, suljettu polku - solmu - ja huomataan, ettd polun kiinnitysluku itsensé
kanssa on muuttunut: sen mielivaltainen tasoprojektio leikkaa itsensd lopputilas-
sa, mutta ei alkutilassa. Ne ovat siis epdekvivalentteja solmuja. Téllaisten solmujen
ekvivalenssiutta ja erilaisuutta tutkii solmuteoria, mutta siihen ei tdssd sen enempii
perehdyta. Tastd herdd heti kysymys, miksi ja miten t@md kiinnitysluku muuttuu
sekéd, onko sillda mahdollisesti jotakin yhteyttd Hopfin invarianttiin ja sen esittdmi-
seen alkukuvien kiinnityslukuna.

Viimeiseen kysymykseen vastaaminen vaatisi kiinnitysluvun liséksi toisen késit-
teen, kiertymén, méaérittelemista, eikd tdssd menné siihen, vaan todetaan vain, ettéd
tallainen yhteys on olemassa. Sen sijaan tutkitaan kiinnitysluvun muuttumista.

Alkukuvan kiinnitysluku itsensi kanssa muuttuu, kun alkukuvan osat mene-
vt toistensa ldpi tai tOorméavit toisiinsa ja irtoavat eri tavalla kuin olivat ennen
tormaystd. Kuvissa 5.10 on esitetty kuvin, miten téllainen lipimeno ja irtoami-
nen tapahtuvat. Tutkimalla jonkin tasa-arvopinnan kiyttdytymistd téllaisen tor-
mayksen tapahtuessa, huomataan lisdksi, ettd torméyksiad tapahtuu vain tietyis-
si olosuhteissa. Ajatellaan jokaisen vektorin n = (xy,/1 — 27 — 22, x3) alkuku-
valle méaaritellyksi suunta oikean kiden sddnnolld, kuten aiemminkin. Kun lisdk-
si médritelldén jokaiselle alkukuvalle tasa-arvopinnan n3 = 0 tangentin suuntai-
nen normaali, saadaan yksikisitteinen vektori, joka osoittaa seuraavan vektorin

n = (z1+¢€,/1 — (21 + €)? — 22, 23) alkukuvaa kohti. Kutsutaan t#t# vaikka nimel-

14 n | . Kéy ilmi, etta kaksi téllaisen tasa-arvopinnan osaa voi tormétéa toisiinsa vain
silloin, kun molempien pisteiden n osoittavat samaan suuntaan, siis torméyshet-

kelld ne yhtyvét. Téma on aivan luonnollista, kun muistetaan kyseessé olevan vekto-
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rikentdn jatkuvan muutoksen. Tasa-arvopinnan kahden osan yhtymisen tapauksessa
tamé tarkoittaa sitéd, ettd kentan vektorit ovat samat molemmilla osilla juuri yh-
tymistd ennen, joka kuvituksessa kiytetyn varityksen kannalta katsottuna on juuri
ylla esitetty vaatimus. Liséksi animaatioita [65] tarkastelemalla ndyttéisi siltd, etté
tallaiset osat vetdvit toisiaan puoleensa ja sellaiset, joilla n | ovat vastakkaissuun-
taisia, hylkivit toisiaan. Hylkimisen ja puoleensa vetdmisen voimakkuus néyttaisi
siis riippuvan kyseisten vektorien pistetulon itseisarvosta - negatiiviset hylkivit ja
positiiviset vetdvit puoleensa.

Solitonien vélisid voimia on jo alustavasti numeerisesti tutkittukin [66], mutta
hieman erilaisella jarjestelylla. Saadut tulokset ovat kuitenkin sopusoinnussa téssi
tehtyjen havaintojen kanssa. Jatkossa téata tietoa voitaneen kiyttdd hyviksi mah-

dollisimman pienienergisten alkutilojen rakentamisessa.
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Kuva 5.9: Varauksen () = 7 vorteksitilan eteldnavan alkukuvat
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Kuva 5.10: Alkukuvan kahden osan térmays




Luku 6

Y hteenveto

6.1 Tulosten vertailua

Aiemmissa tutkimuksissa lihtéavaruus on ollut S?, jolloin solitonin varaus todellakin
on ollut kuvauksen n Hopfin invariantti. Lihtdavaruuden muuttaminen S® — S?xS*
ei tulosten perusteella kuitenkaan néyttdisi muuttavan Vakulenkon-Kapitanskiin
loytaméa [35] varauksen ja energian alarajan vilistd suhdetta. Saatujen numeeris-
ten tulosten valossa voidaan uskoa jopa Wardin télle rajalle ehdottaman [66] tiu-
kemman arvion pitdvian paikkansa. Tarkalleen ottaen nyt tutkitussa mallissa ener-
giaksi kutsuttu suure on vain energia tutkittua zs-akselin patkda kohden eikd koko
avaruuden yli integroituna - aivan kuten Hopfin varauskin.

Nyt 16ydetyt minimit noudattavat erittdin hyvin Vakulenkon-Kapitanskiin ener-
giarajaa. Ainoastaan useasta renkaasta ja vorteksista kootut alkutilat jaavat hyvin
korkeaenergisiksi. Olisikin mielenkiintoista tietdé, onko kyseessd lokaali minimi vai
pelkastadn pitkd ja loiva “terassi”. My6s varauksen () = 9 vorteksialkutila olisi tut-
kimuksen arvoinen, kunhan laskentakapasiteetti ensin hieman kasvaa.

Tulosten eroavuus esimerkiksi viitteiden [41, 46] numeerisista tuloksista selittyy
vakion ¢ valinnalla silld tdssd on valittu sille eri arvo. Vakio g méaardytyy vasta
mahdollisista mallin kuvaaman fysikaalisen ilmion mittauksista, joten toistaiseksi
se voidaan valita vapaasti, kunhan se on positiivinen ja ndin suoraan vaikuttaa
saatavien minimitilojen energiaan. On my&s mahdollista, ettd g:n arvo vaikuttaa

minimienergiatilojen muotoon ja tatd olisikin mielenkiintoista tutkia jatkossa.
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6.2 Mihin seuraavaksi?

Faddeevin-Skyrmen mallille on, kuten johdannossa todettiin, esitetty moniakin eri
sovellusvaihtoehtoja ja niitd tullaan varmasti jatkossa tutkimaan, mutta joitakin
yleisidkin ominaisuuksia on vield tutkimatta.

Ensinnékin on 16ytynyt vasta kaksi torussolmun muotoista minimienergiatilaa.
Faddeevin ja Niemen alkuperdinen odotus [61] oli, ettd torussolmu (kolmisolmu)
esiintyisi jo varauksen ) = 3 kohdalla. Tét4 ei kuitenkaan ole numeerisesti pystytty
todentamaan, vaan kaikki varauksen () = 3 minimienergiatilat ovat olleet viantynei-
té renkaita. Kyseessé voi kuitenkin olla vain lokaali minimi ja olisi mielenkiintoista
luoda analyyttinen kolmisolmutila, jolle () = 3 ja antaa sen energian minimoitua.
Itse asiassa voisi odottaa muidenkin torussolmujen esiintyvin ratkaisuina, kunhan
varausta on riittavasti. Tamaikin aihe odottaa numeerisia tuloksia.

Varaus () = 3 kylla riittiisi kolmisolmun luomiseen, mutta vasta varauksella
@) = 7 sellainen syntyy energiaa minimoimalla. Battye ja Sutcliffe [59] esittivit
kvalitatiivisin argumentein, ettd pienin energia syntyy sellaisesta tilasta, jossa ete-
ldnavan alkukuva on mahdollisimman lyhyt, kunhan varaus otetaan jollakin tavalla
huomioon pituutta maaritettiessid. Taman lisiksi, mikali alkukuva koostuu erilli-
sistd osista, nédiden erillisten osien varausten tulee olla mahdollisimman pienid ja
varauksen symmetrisesti jakautunut osien vélille. Tamé&n lisidksi linkityksesté tulee
oma lisinsé energiaan. TAmén argumentoinnin varmistaminen vaatisi mahdollisesti
hyvinkin korkeavarauksisten tilojen tutkimista, silld seuraava torussolmu tai kolme
symmetrisesti linkittynyttd rengasta tuskin esiintyvét, kuten ei kolmisolmukaan,
pienimmélla kyseisen tilan mahdollistavalla varauksella minimienergiatiloina, vaan
vasta jossakin korkeammalla - jos siellikdan. Tétd varauksen ja alkukuvan pituuden
suhdetta on hieman laajennetulla mallilla alustavasti jo tutkittukin [67].

Tahadn mennessd tutkimus on keskittynyt ldhes yksinomaan mallin staattisten
ominaisuuksien tutkimiseen. Yksi avoin kysymys onkin kentédn dynamiikka ja erityi-
sesti mielenkiintoinen on kysymys solitonien vuorovaikutuksista seka siitd ovatko ne
todellakin stabiileja my6s tormétessddn. Tamaéan tutkiminen vaatisi koko kenttéyh-
taléiden kayttoonoton, mutta laskentakapasiteetin kasvaessa se tullee mahdolliseksi.

Tulee olemaan hyvin mielenkiintoista nihda, millaisia tuloksia jatkossa saavute-
taan sekd Faddeevin-Skyrmen mallin itsensé ettd sen yleistysten piirissa silld mah-

dollisten sovellusten ja ilmididen kirjo on hyvin laaja.
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Liite A

Merkinn

fa

12

Q

12

ol

(f*9)(t)

Th (X, ZL‘O)
7 (X)

Dn
Sn

oista

Osittaisderivaatta a:nnen muuttujan suhteen: 9, f(u) = 85[53).

agﬁ). Huomaa, ettd f voi

luonnollisesti sisdltda muitakin indekseja.

My6s osittaisderivaatta: f(u), =

Homotooppisuutta ilmaiseva bindarirelaatio; mikili f ja g ovat
homotooppiset, merkitddn f ~ g.

Homeomorfiaa ilmaiseva bin&éarirelaatio; mikéli on olemassa
homeomorfia A — B, merkitddn A ~ B.

Isomorfiaa ilmaiseva bindéirirelaatio; mikéili on olemassa iso-
morfia A — B, merkitdin A = B.

Yksikkojana: 1:=[0, 1], ellei toisin mainita.
Vektoriavaruuteen ja sen dimensioon katsomatta merkitdan

sen alkiota lihavoidulla symbolilla, € X. Merkitddn myos

x1

T = ( : ), mikili avaruuden dimensio on n. Poikkeuksen muo-
Tn

dostaa Minkowskin avaruus M, jonka alkoita merkitddn va-
kiintuneella tavalla lihavoimattomilla symboleilla: x € M.
Kun I on (topologinen) avaruus, 91 on sen reuna eli 91: =1\ 1°.
Polun ~ kidnteispolku: %y : = 7(1 — t).

Polkujen f ja g kompositio, maéritelmé 2.3.

Avaruuden X n:s absoluuttinen homotopiaryhma.

Jos X on yhtendinen, merkitddn m, (X) =T, (X, xo).
Ryhmin X neutraalialkio.

Avaruuden R" yksikkdkiekko eli {z € R™|||z|| < 1}.
S":=9(D™), eli n-pallo: S": ={z € R""!|||z| = 1} C R"™.
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C"(A,B)

>

f*
€i1.in
idx
id

0;

tr

Mikili n > 0, tdméa on n kertaa jatkuvasti differentioituvien
kuvausten A — B joukko. Jos n = 0, kyseessd on jatkuvien
kuvausten A — B joukko, jota merkitééin myds C(A,B).
Sileiden kuvausten A — B joukko eli ne kuvaukset f, joille
pitee f € C" (A, B) Vn € Z.

Silealld monistolla X médriteltyjen p-muotojen joukko.
Porrastettu Grassman-algebra, joka muodostuu avaruuden X
p-muotojen joukoista: A(X) : =@, A*(X).

Kiila- eli ulkotulo: A: A(X) x A(X) — A(X).
Ulkoderivaatta: d: A(X) — A(X).

Funktion [ méardami vetofunktio. Jos f: X — Y, niin
[ A(Y) = A(X).

Téysin antisymmetrinen n-tensori eli on voimassa Vj € [1,n]:
€i1odjijrtein = T Cir.djp1dgein:

Identiteettikuvaus X — X.

idyx, mikdli X selvidd asiayhteydesté.

Paulin matriisit: oy = ($§), oo = (2 37) jaos = (5 %).

Matriisin jalki.

Jos X ja Y ovat topologisia avaruuksia sekd f: X x I — Y, niin f,:= f|y,,.
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