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Alkusanat
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1 Rakenteellinen induktio ja rekursio

1.1 Induktioperiaate

Luonnollisten lukujen joukko voidaan maaritelld induktiivisesti kdyttamalla
seuraavia aksioomia 1, 2 ja 3.

Miédritelma 1.1. Luonnollisten lukujen joukko N toteuttaa seuraavat kolme
ehtoa:

1. 0 e N,

2. josneN,ninn+1eN,ja

3. téssd ovat kaikki luonnolliset luvut.

Tarkastellaan seuraavaksi joukon N luonnollista jarjestysta <.

Maiiaritelmi 1.2. Joukko X, jossa on mééritelty jirjestys C, on hyvin jir-
jestetty, jos sen jokaisella epéatyhjalld osajoukolla on pienin alkio jarjestyk-
sen C suhteen.

Lemma 1.3. Luonnollisten lukujen joukko N on hyvin jdrjestetty, kun kaytetadn
jarjestysta <.

Todistus. Olkoon A on jokin joukon N epityhjia osajoukko. Tarkastellaan
joukon N alkioita suuruusjéarjestyksessi (< mukaisesti). Ensimméinen joukon
N alkio joka kuuluu joukkoon A, on pienin joukon A pienin alkio. O

Luonnollisten lukujen ominaisuuksia voidaan todistaa luonnollisten luku-
jen médritelméd kiayttdmalla. Merkitdan P(n), jos luonnollisella luvulla n €
N on ominaisuus P. Liséksi, jos P(n), niin sanotaan, ettd P(n) on voimas-
sa.

Kun halutaan todistaa, etti jokaisella luonnollisella luvulla on ominaisu-
us P, voidaan kiyttdd matemaattista induktiota.

Lause 1.4 (Ensimméinen induktioperiaate). Jos on voimassa
1. P(0) ja
2. jos P(n), niin P(n+ 1),

niin silloin P(n) on voimassa kaikilla n € N.

Todistus. Oletetaan, ettd ominaisuudelle P ehdot 1 ja 2 ovat voimassa.
Olkoon
A ={n e N| P(n) ei ole voimassa},
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siis A on niiden luonnollisten lukujen joukko, joilla ei ole ominaisuutta P.
Tehdaian vastaoletus, ettd A on epétyhji.

Koska N on hyvinjarjestetty ja A on epétyhjé, on joukossa A pienin alkio,
sanotaan k. Selvisti 0 ¢ A, silld ehdon 1 mukaan P(0) on voimassa, joten
k # 0. On siis olemassa luku k — 1 € N, jolle k — 1 ¢ A, joten P(k — 1) on
voimassa. Nyt ehdosta 2 seuraa, ettd P(k) on voimassa. Siis k ¢ A, mutta
tdmé on ristiriidassa sen kanssa, ettéd k on joukon A pienin alkio. Tehty
vastaoletus on siis vaara, joten viite on tosi. O

Lauseen 1.4 ehtoa 1 eli ehtoa P(0) kutsutaan induktion lihtokohdak-
si (induction basis) ja ehtoa 2 induktioaskeleeksi. Induktioaskeleessa on
induktio-oletus (induction hypothesis) P(n) ja induktioviite P(n + 1).
Lauseen 1.4 mukaan siis luonnollisten lukujen ominaisuuksien P induktiotodis-
tukset ovat tosia.

Esimerkki 1.5. Olkoon jonossa dadreton maérd ihmisié. Jonon ensimmaéiselle
kerrotaan matemaattisen induktion periaate. Tiedetddn, ettd jos joku ihmi-
sisté tietdd induktion periaatteen, hén kertoo sen seuraavalle jonossa. Tésté
voidaan paatelld, ettd kaikki jonossa olevat tietdvat aikanaan matemaattisen
induktion periaatteen.

Esimerkki 1.6. Lapsi ldhetetddn ensimmaiselle luokalle. Tésséd koulussa
jokainen péa#see luokalta seuraavalle aina joka syksy ja luokkia on &#reton
madra. Induktion mukaan voimme paitelld, etta lapsi tulee kiyneeksi jokaisen
luokan.

Esimerkki 1.7. Todistetaan kaava

Zn:i_ n(n+1)
‘o2
=0

induktiolla.
Tarkastellaan luonnollisen luvun n ominaisuutta P, jolle

n
1
P(n) < Y i= nin &
i=0

Osoitetaan, ettd Lauseen 1.4 ehdot 1 ja 2 ovat voimassa ominaisuudelle P.

0-1
Induktion ldhtokohta: K =0, =0=—.
nduktion l&htokohta: Kun n niin Zz 5

Induktioaskel: Induktio-oletus on, etté P( ) on voimassa ja induktio viite,
ettd P(n + 1) on voimassa. Nyt

n+1 n
; 1
Zi:(n+1)+2ilﬁ'@+n+1

:n<n+1)—2%2<n+1> _ <n+1>2<”+2> — P(n+1).
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Jos halutaan todistaa jokin ominaisuus lukua ng suuremmille luvuille,
voidaan kiyttad seuraavaa induktioperiaatteen muunnosta. Tassd muunnok-
sessa induktion ldhtokohta on 0:n sijaan luku nyg.

Lause 1.8. Jos jollekin ng € N on voimassa
1. P(ng) ja
2. jos n > ng ja P(n), niin P(n+ 1),
niin silloin P(n) on voimassa kaikilla n > ng, n € N.

Todistus. Oletetaan ehdot 1 ja 2 ovat voimassa. Madritellddan luonnollisten
lukujen ominaisuus 5, jolle

S(n) joss P(n+ np)

kaikilla n € N. Osoitetaan induktioperiaatteen avulla, ettd S(n) on voimassa
kaikilla n € N.
Induktion ldhtokohta: S(0) on voimassa, silla P(ng) on voimassa ehdon 1
mukaan.
Induktioaskel: Oletetaan, ettd S(n) on voimassa misté seuraa, ettd P(n-+ng)
on voimassa. Koska n + ng > ng, ehdon 2 nojalla myds P(n + 1 + ng) on
voimassa. Téstéd taas seuraa ominaisuuden S mééritelmén mukaan S(n + 1)
on voimassa. Néin ollen on voimassa: jos S(n), niin S(n + 1).

Nyt Lauseen 1.4 mukaan S(n) kaikillan € N. Ominaisuuden S méaéritelmén
mukaan téstd seuraa, ettd P(n + ng) kaikilla n € N, eli P(n) kaikilla n >
no- O

Seuraavaksi kisittelemme ns. toista induktioperiaatetta, jossa ehto 2 on
yleistetty siten, ettd induktioaskeleessa oletetaankin ominaisuuden P olevan
voimassa kaikille £ < n.

Lause 1.9 (Toinen induktioperiaate). Jos on voimassa
1. P(0) ja
2. jos P(0), P(1), ..., P(n), niin P(n+ 1),

niin silloin P(n) on voimassa kaikilla n € N.

Todistus. Oletetaan, ettd ehdot 1 ja 2 ovat voimassa ominaisuudelle P ja
médritelliin ominaisuus S seuraavasti:

S(n) joss P(0),P(1),... ja P(n).

Osoitetaan ensimmaéisen induktioperiaatteen avulla, ettd kaikilla n € N on
ominaisuus S.
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Induktion ldhtokohta: S(0) on voimassa, sillé nollalla on ominaisuus P ehdon

1 mukaan.

Induktioaskel: induktio-oletus on nyt S(n). Ominaisuuden S méairitelmén

mukaan P(0), P(1), ...ja P(n) ovat voimassa. Liséksi ehdon 2 nojalla nyt

P(n + 1) on voimassa, joten S(n + 1) voimassa. Taten S(n) kaikilla n € N.
Koska S(n) on voimassa kaikille n € N, niin erityisesti my6s P(n) kaikilla

n € N. O

Myds toisessa induktioperiaatteessa ehdon 1 alkuarvon voidaan olettaa
olevan yleisesti jokin luku ng.

Lause 1.10. Jos jollakin ny € N on voimassa
1. P(ng) ja
2. jos P(ng), P(ng+1), ..., P(ng+mn), niin P(ng +n+ 1),
niin silloin P(n) on voimassa kaikilla n > ny.
Todistus. Demonstraatiot. U

Esimerkki 1.11. Todistetaan toista induktioperiaatetta kiyttden, ettd jokainen
ykkostd suurempi luonnollinen luku voidaan esittdé alkulukujen tulona.
Olkoon n € Njan > 2.
Induktion ldhtokohta: jos n = 2, niin n on itse alkuluku ja voidaan esittaa
tulona, jossa on vain yksi tekij.
Induktioaskel: olkoon n > 2. Induktio-oletus on nyt, ettd jokainen lukua n
pienempi luku — ei vain n — 1 — voidaan esittdd alkulukujen tulona.
Jos n on itse alkuluku, se voidaan jilleen esittdé alkulukujen tulona. Jos
taas n on yhdistetty luku, niin n on kahden luvun tulo, eli n = nine, missa
ni, n2 € N ja 1 < ny,ne < n. Induktio-oletuksen mukaan

ny = pipz2- - Pr ja ng = q142 - - gs,

misséd luvut p1, p2, ..., Or, q1, G2, ..., qs ovat alkulukuja. Talloin myos n
on alkulukujen tulo n = pips---prqiq2 - - - qs, ja viite on todistettu kaikille
luonnollisille luvuille n > 2.

1.2 Induktiiviset maarittelyt

Induktiivisessa méérittelyssd kisite S(n) méadritellddn rekursiivisesti / in-
duktiivisesti jokaiselle n:n arvolle: ensin médritellaan S(0),S(1),...,S(k)
(Iihtokohta tai alkuarvot) ja S(n + 1) médritellddn kiyttden hyviksi
joitakin aiempia arvoja S(i), ¢ < n + 1 (induktioaskel tai rekursio).
Maéariteltava késite voi olla vaikkapa joukko, luku, kuvaus.

Esimerkki 1.12. Kuvaus f : N — R voidaan méé&ritelld rekursiivisesti
palauttamalla arvo f(n) k:hon edelliseen arvoon, k € N, seuraavalla tavalla.
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1. Maaritellaan f(0), f(1), ..., f(k—1).
2. Kun n > k, mééritelladn f(n) kdyttden hyviksi lukuja f(n — 1), ...,
fln—k).

Algoritmia tai ohjelmaa taas sanotaan rekursiiviseksi, jos se kutsuu
itseddn (jollakin "pienemmélld"syotteelld).

Esimerkki 1.13. Kertomafunktio ! : N — N madiritelladn kaavoilla
0 =1,
(n+1)!=(n+1)nl

Se on muotoa f(0) =1ja f(n+1) = (n+1)f(n). On helppo osoittaa, etté
nl=1-2.---. n kaikilla n € N.

Esimerkki 1.14. Mairitellddn lukujonon (ay,)no, seuraavasti:
ag = 2,
An+1 = 3an + 2.
Yhtdlo ap+1 = 3a, + 2 kutsutaan rekursioksi tai palautuskaavaksi ja
ehtoa ag = 2 alkuehdoksi. Lukujonon jdsenid ovat ag = 2, a1 = 8, as = 26,
Lukujono on siis rekursiivisesti méaritelty funktio f : N — N, jossa
f(n) = a,. Méaérittelyehdot ovat siis: f(0) =2 ja f(n+1) =3f(n)+ 2.

Esimerkki 1.15. Tarkastellan ns. Fibonaccin lukujonoa (F;,);2 . Sen
jasentd F,, kutsutaan n:neksi Fibonaccin luvuksi ja se on aina kahden
edellisen Fibonaccin luvun summa. Alkuehdot ovat Fy = 0 ja F} = 1 (jossain
yhteyksissid myos Fy = 1), ja saadaan siis mééritelma

FO = 0) Fl = 15

Fn+2 :Fn+Fn+1-

Lukujono alkaa 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ....

Esimerkki 1.16. Osoitetaan, ettd Fibonaccin luvuilla on seuraava omi-
naisuus:

Foi1 < (g) . kaikilla n € N.

Koska Fibonaccin lukujonon méaritelméssé on kaksi alkuarvoa, tarvitaan in-
duktion lahtokohdassa kaksi ehtoa, mutta toisaalta induktioaskeleessa voidaan
olettaa myos kaksi ehtoa.

9 0
Induktion ldhtokohta: kun n = 0, niin F; =1 < <3) =1ja, kunn =1,

1
niin Fhb =1< 9 :g.
5 5
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9 n n+1
Induktioaskel: Induktio-oletus on Fj, 11 < <g) ja Fhyo < <5> .

Induktiotodistus:

9 n+1 9 n
Fn+3:Fn+2+Fn+1 S <g> + (3)

SR IORHOROIONON

Esimerkki 1.17. Olkoon A jokin joukko, jossa on mééritelty assosiatiivinen
operaatio o : A x A — A. Olkoon lisdksi e € A operaation o suhteen ns.
neutraalialkio, eli eoa = a o e = a kaikilla a € A. Nyt voidaan mé&aritelld
alkion a € A n:s potenssi kaavoilla

nkpl
. . . f_/% . . . .
Voidaan osoittaa, etti a® =@ oao---oa. Selvisti myds a' = a. Induktiolla
voidaan todistaa esimerkiksi kaavat a™ o a™ = ™™ ja (a™)" = a™".

1.3 Joukkojen induktiiviset maaritelmét

Tietojenkésittelysséd monet tietorakenteet méaritelladn induktiivisesti tai rekur-
siivisesti. Silloin jokin osajoukko tai -relaatio mééritellidn antamalla ensin
sen perusjoukko tai perusjoukon alkiot ja sitten (rekursiiviset/induktiiviset)
tavat, joilla joukon alkioista muodostetaan uusia alkioita.

Maiiritelmd 1.18. Joukon A induktiivinen méiiritelmi on seuraavaa
muotoa.
Joukko A on pienin sellainen joukko, ettd

1. (ldhtokohta) B C A (B on ns. perusjoukko), ja

2. (induktioaskel) a € A, jos a voidaan mééritelld annetuilla tavoilla
joidenkin jo joukossa A olevien alkioiden aq, ..., a,, n > 1, avulla.

Vaatimus, ettd A on pienin joukko, joka toteuttaa méaritelméan ehdot, takaa,
ettd jokainen joukon A alkio saadaan perusjoukon B alkioista eli ns. pe-
rusalkioista soveltamalla induktioaskelta &irellisen monta kertaa.

Esimerkki 1.19. Mééritellddn kolmella jaollisten lukujen joukko 3N induk-
tiivisesti. 3N on joukon N pienin osajoukko A, joka toteuttaa ehdot

1. 0€ A, ja

2. josn € A, niin n+ 3 € A.
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Huomataan, ettd myos esim. joukot N, N\ {1} ja N\ {1, 2} toteuttavat ehdot
1 ja 2. Yksikésitteisyys saavutetaan nyt vaatimalla, ettd A on pienin joukko,
joka toteuttaa ehdot 1 ja 2.

Esimerkki 1.20. Olkoon 3 ##rellinen aakkosto eli joukko kirjaimia.
Aakkoston ¥ sana w on darellinen jono u = ay - - - a, aakkoston X kirjaimia,
siis aq, ..., a, € X. Maéaritelladn lisdksi ns. tyhji sana e, joka on kaikkien
aakkostojen sana, johon ei kuulu yhtdan kirjainta.

Kaikkien aakkoston Y sanojen joukkoa merkitdén X*:114. Esimerkiksi
jos ¥ = {a,b}, niin ¥* = {¢,a,b,aa,ab, ba,bb,aaa,aab,...}. Miiritellaan
joukolle X* assosiatiivinen operaatio yhdiste, merk. -, siten, etti u-v = uwv.
Toisin sanoen, u - v saadaan kun sanat u ja v kirjoitetaan perdkkéin, es-
im. ab - aab = abaab. Tyhjin sanan yhdistdminen sanaan w ei muuta sanaa
u, silld ue = eu = u.

Sanojen joukko ¥* voidaan méaritelld myos induktiivisesti. Mééritellain
joukko V| joka on pienin joukko, jolle

l.ecV,ja
2. josa€ ¥ jau €V, niinauecV.

Huomataan, ettd joukoon V kuuluvat kaikki aakkoston X sanat, joten V =
DI

Esimerkki 1.21. Olkoon E sellaisten lausekkeiden joukko, joiden osalausek-
keet ovat aina suluissa ja jotka muodostuvat joukon X = {z1,...,z,} muut-
tujista ja bin#drisistd operaatioista + ja X ja unaarisesta operaatiosta —.
Silloin E on aakkoston X U {+, x, —,(,)} sanojen pienin sellainen joukko,
etta

1. XCE,ja
2. joseja f € E, niin (e+ f), (e x f)ja(—e) € E.

Joukon F lausekkeita ovat siis esimerkiksi 3, (z1 4 (x2 X (—21))) ja (—(z1+

.1‘2))

Esimerkki 1.22. Tarkastellaan bindaripuita, joiden jokaisessa jakautumisko-
hdassa on symboli f tai g ja jokaisessa lehdesséd on symboli z tai y. Téllaisten
bindaripuiden joukko Tree on pienin joukko, jolle

1. z, y € Tree, ja
2. jos tq ja tg € Tree, niin f(t1,t2) ja g(t1,t2) € Tree.

Jokaisella bindaripuulla on luonnollinen graafinen esitys. Kuvassa 1 on bindéripuiden
Y, f(y,x) ja f(g(z,y), ) esitykset.
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N
N %
Y f f

Kuva 1: Binadripuut y, f(y,z) ja f(g9(z,y),x)

1.4 Funktioiden induktiiviset madritelméit

Jos funktion ldhtéjoukko on induktiivisesti madritelty, voidaan funktiokin
madritelld induktiivisesti kiiyttden hyvéksi 1dhtojoukon induktiivista raken-
netta. Induktiivisten joukkojen ja funktioiden ominaisuuksia voidaan todis-
taa kiyttien rakenteellista induktiota, jota késitellain seuraavassa kappaleessa.
Tarkastellaan ensin kuitenkin funktioiden induktiivista méa&rittelya.

Miédritelma 1.23. Olkoon A induktiivisesti méaaritelty joukko, jonka pe-
rusalkiot ovat joukossa B. Silloin funktion f : A — C induktiivinen
mdairitelmé joukkoon C on muotoa:

1. (lihtokohta) Miritellsan f(b) kaikille b € B.

2. (induktioaskel) Jos joukon A alkio a on madritelty alkioiden aq, ...,
an € Aavulla, niin f(a) mééritelldan alkioiden f(aq), ..., f(a,) avulla.

Koska jokainen joukon A alkio a joko on perusalkio (a € B) tai a on saatu
rakentamalla muista (yksinkertaisemmista alkioista) niin funktio f tulee
maédritellyksi jokaiselle joukon A alkiolle. Yksinkertaisempi tarkoittaa téssa,
ettd alkion méaarittelevit alkiot saadaan perusalkioista pienemmaélla méaral-
14 induktioaskelia kuin itse méiriteltava alkio.

Esimerkki 1.24. M#éritellddn joukossa 3N funktio f : 3N — Z siten, ettéd
1. f(0)=2ja
2. f(n+3) = f(n)+2.

Nyt esim. f(3) = f(0) +2 =4 ja f(6) = f(3) +2 =6.

Esimerkki 1.25. Madritellddn ns. pituusfunktio aakkoston ¥ sanoille (ks.
esimerkki 1.20). Sanan w € ¥* pituus |w| on funktio | -| : ¥* — N, joka
toteuttaa ehdot:

1. e/ =0, ja

2. jos w = au, missd a € ¥ jau € ¥*, niin |w| =1 + |ul.
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Pituusfunktion arvo on selvéisti sanassa esiintyvien kirjainten lukumééra.
Esimerkiksi |abe] = 14+ |be] =1+ 1+ c]) =1+ 1+ 1+ ]e]) =1+ 1+
(1 4+0)) = 3. Yleensd kirjallisuudessa pituusfunktio mééritellddn suoraan
kirjainten lukumagrana.
Esimerkki 1.26. Miiritellian vield sanan peilisana. Sanan w € X* peil-
isana w' siten, ettd

1. ® = €, ja

R

2. wh = ufa, jos w = au, missi a € ¥ ja u € T*.

Peilisanassa w!® sanan w kirjaimet ovat kiiéinteisessé jarjestyksessi. Esimerkik-
si (abe)® = (be)fa = fba = cba.

Esimerkki 1.27. Tarkastellaan esimerkin 1.21 lausekkeiden joukkoa E. Maéaritel-
1d4n funktio v, joka laskee lausekkeessa esiintyvien vasempien sulkujen méaran:

1. v(e) =0, jos e € X, ja
2. v(e+f) =1+v(e)+v(f), viex f) = 14+v(e)+v(f) jav(—e) = 1+v(e).

Esimerkki 1.28. M#aritellian esimerkissd 1.22 méériteltyjen bindéripuiden
korkeusfunktio, kun bindaripuun korkeus on méaritellddn puun pisimmén
polun pituudeksi juuresta lehteen. (Polun pituus taas on polussa esiintyvien
kaarien (viivojen) lukumééré.) Bindédripuun ¢ korkeus h(t) on mééritelldén
nyt induktiivisesti siten, ettd

1. h(t) =0, jos t € {x,y}, ja
2. h(t) =1+ max {h(tl),h(tz)}, jost= f(tl,tz) tal t = g(tl,tz).

Kuvan 1 puiden korkeudet ovat 0, 1 ja 2.

1.5 Rakenteellinen induktio

Rakenteellinen induktio on (induktio)todistusmenetelmé induktiivisesti madritel-
tyjen objektien (esim. joukkojen ja funktioiden) ominaisuuksien todistamiseen.
Rakenteellisessa induktiossa induktioaskel perustuu suoraan késiteltavin ob-
jektin maaritelmén induktioaskeleeseen.

Lause 1.29 (Rakenteellinen induktio). Olkoon joukon U osajoukko A
induktiivisesti maaritelty joukko, jonka perusalkiot ovat joukossa B. Ehdoista

1. P(b) on voimassa kaikilla b € B, ja

2. jos a € A on mddaritelty alkioiden aq,. .., a, € A avulla ja P(aq), ...,
P(ay,) ovat voimassa, niin P(a) on voimassa,

seuraa, etti P(a) on voimassa kaikilla a € A.
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Todistus. Oletetaan, ettd joukon A alkiot toteuttavat ehdot 1 ja 2. Olkoon
Z ={a €U | P(a) on voimassa}

niiden joukon U alkioiden joukko, joilla on ominaisuus P. Osoitetaan, et-
td ehdoista 1 ja 2 seuraa, ettdi A C Z kiyttden joukon A induktiivista
madritelméd, jolloin siis jokaisella joukon A alkiolla on ominaisuus P.

Jos a € B, niin P(a) on voimassa ehdon 1 mukaan ja siten a € Z.

Oletetaan siis, ettd a on médritelty alkioiden aq,..., a, € A avulla.
Tehd#én vastaoletus, ettd a ¢ A. Ehdon 2 nojalla P(a) on voimassa, jos
a; € Z kaikilla i. Valttamétta siis jokin a; ¢ Z. Nyt taas a; on valttdmatta
midritelty alkioiden @), ..., a, avulla, silli jos a; € B, piddyt#in ristiriitaan
ehdon 1 kanssa. Kuten edellé, ehdon 2 nojalla jokin a;- ¢ 7. Jatketaan pé#dt-
telyd, kunnes paadytadn tapaukseen, jossa alkio on méaritelty perusjoukon
B alkioiden avulla ja alkio ei kuulu joukkoon Z. Tdma on ristiriidassa ehdon
2 kanssa, koska B C Z. Siis valttaméatta a € Z. O

Lauseen 1.29 ehtoa 1 kutsutaan induktion ldhtokohdaksi (induction
basis) ja ehtoa 2 induktioaskeleeksi. Induktio-oletus (induction hypoth-

esis) on nyt muotoa "a € A on méiritelty alkioiden aq,..., a, € A avulla ja
P(ay), ..., P(ay) ovat voimassa'"ja induktioviite P(a).

Esimerkki 1.30. Néytetdan, ettd esimerkin 1.24 funktion f: 3N — N arvo
on aina parillinen. Tehd&aan se todistamalla rakenteellisella induktiolla, etté
joukon 3N jokaisella alkiolla n on ominaisuus f(n) on parillinen.

Induktion ldahtokohta: f(0) = 2 on parillinen.

Induktioaskel: induktio-oletus on, ettd n € 3N ja f(n) on parillinen. Viite
seuraa, koska f(n 4+ 3) = f(n) + 2 on selvisti parillinen.

Esimerkki 1.31. Osoitetaan, ettd peilisana-funktiolla on seuraava ominaisu-

us: (uv)® = vPufl. Kiytetiin rakenteellista induktiota sanan u suhteen.

Induktion lihtokohta: u = e. Silloin (uv)® = (ev)® = v®. Toisaalta vu®f =

vftelt = pfte = R,
Induktio-oletus: v = auy, missi a € ¥, ja (uv)® = vuf. Induktioviite on
sits (uv)ft = oftult.

Kayttéen peilisanan méaaritelman kohtaa 2 ja induktio-oletusta saadaan

(uv)f = (auyv)® MEar. (uv)fla = vBufa MEar. v (au) T = vl
Huomaa, etté rakenteellinen induktio tehdédin sanan w suhteen, ei sanan
pituuden suhteen kuten tavallisella induktiolla.

Esimerkki 1.32. M#aritellian esimerkissa 1.22 méériteltyjen bindéripuiden
kooksi symbolien f, g, x ja y esiintymien méara puussa. Esimerkiksi puun
f(z,y) koko on 3 ja puun g(f(x,z),z) koko on 5. Silloin binddripuun ¢ koko
k(t) on
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1. k(t) =1, jos t € {z,y}, ja
2. kj(f) =1+ k?(tl) + ]C(tQ), jost= f(tl,tQ) tai t = g(tl,tQ).

Esimerkin 1.28 funktio h : Tree — N ilmoitti puun korkeuden. Naytetdan
nyt, ettd puun koolla ja korkeudella on seuraava yhteys: kaikilla ¢ € Tree on

volmassa
k(t) < 2h0+1 _q,

Todistetaan véite rakenteellisella induktiolla.
Induktion ldhtokohta: Jos ¢ on lehti x tai y, niin k(t) = 1 ja h(t) = 0. Silloin
o+l _ 1 =1 ja vaite pitdé paikkansa.
Induktioaskel: Induktio-oletus on t = f(t1,t2) tai t = g(t1,t2) ja k(t1) <
QR _q ja k(ty) < 2h(2)+1
Induktioviite: k(t) < 2MM+T 1 (kun ¢ = f(t1,t2) tai t = g(t1, t2)).
Induktiotodistus: Katsotaan ensin puun ¢ = f(¢1,t2) korkeutta, joka on
médritelmén mukaan 14 max{h(t1), h(t2)}. Puun t alipuut ¢ ja ts ovat joko
yhté korkeita tai sitten toinen, sanotaan to, on korkeampi. Siis h(t1) < h(ts2).
Silloin max{h(t1), h(t2)} = h(t2). Téten

E(t) =1+ k(t1) + k(t2) koon mééritelma
<1+ oh(t)+1 _ 1 4 oh(t2)+1 _ induktio-oletukset
— 2h(t1)+1 + 2h(t2)+1 -1

< 2h(t2)+1 + 2h(t2)+1 -1 h(tl) < h(tg)

— 9. gmax{h(t1),h(t2)}+1 _ | h(t1) < h(ts)
=2.2M) _1 korkeuden mé&aritelma
— 2h(t)+1 1.

Todistus tapauksessa h(t;) > h(te) sujuu vastaavasti, kuten myos puulle
t=g(t1,t2)

1.6 Sovellus: Ohjelmien oikeellisuus®

Tarkastellaan esimerkkeja, miten induktiivisia todistuksia voidaan kéyttaa
ohjelmien oikeellisuuden todistamiseksi. Oletetaan, ettd ohjelman mukana
annetaan myos kuvailu, millaisia syotteita sille oletetaan annettavaksi. Naita
syotteitd kutsutaan oikeiksi tai laillisiksi syotteiksi.

Ohjelma on oikeellinen, jos se on korrekti, tdydellinen ja p&aattyvi.
Ohjelma on korrekti, se laskee tuloksen annetuille kaikille laillisille sy6toille
oikein, ja se on tdydellinen, jos se antaa vastauksen kaikille laillisille sy6t-
teille. Ohjelma on pédttyvd, jos se padttyy kaikilla laillisilla syotoillé.
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Tarkastellaan seuraavaa ohjelmaa square, joka laskee syotteend saamansa
kokonaisluvun @ nelion a?. Ohjelman laillisia sydtteitd ovat siis kaikki kokon-
aisluvut.

PROGRAM square
VAR a,b,c: integer
BEGIN
READ a
IF a < 0 THEN
a := -a
ENDIF
b :=a
c :=0
WHILE b <> 0 DO
c :=c+a
b:=b -1
ENDWHILE
WRITE c
END

Liitetddn ohjelman eri kohtiin viitelauseita, jotka ovat voimassa kohdan
suorituksen jalkeen. Silmukoiden kohdalla kiytetdan induktiivista todistusta:
naytetaan, etta

1. viite on voimassa, ennen kuin silmukkaan mennd#n ensi kerran,

2. viite on voimassa yhden silmukan suorituskierroksen jilkeen, jos se on
ollut voimassa juuri ennen kierrosta.

Ensiksi ndytdmme, ettd ohjelma pysahtyy.
Viite. Ohjelma square padttyy.

Todistus. Riittdd nayttid, ettd silmukka paédttyy joskus. Toteamme seuraa-
vat tosiasiat.

1. Ennen kuin silmukkaan menn&an, muuttujassa b on positiivinen kokon-
aislukuarvo.

2. Muuttujan b arvo vihenee yhdelld jokaisella kierroksella. Siitd tulee
nolla jossain vaiheessa.

3. Kun muuttujan b arvo on nolla, silmukasta poistutaan. O

Todistuksessa kiytettiin hyvéksi sitd luonnollisten lukujen ominaisuutta,
ettei luvun arvo voi vihetd aidosti ddrettomén kauan.
Seuraavaksi nidytdmme, ettd ohjelma on korrekti.

Viite. Ohjelma square on korrekti.
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Todistus. Liitetdin viitelause a® = ¢ + ba kohtaan ennen silmukan ehdon

tarkistusta. Indeksoidaan muuttujat niin, ettd x, merkitsee muuttujan x
arvoa silmukan n:nnen kierroksen jéilkeen. Silloin ag merkitsee muuttujan a
arvoa juuri ennen silmukan suoritusta. Olkoon nyt P(n) ominaisuus a® =
¢n + bpa ja niytetddn P(n) kaikille n € N induktiolla.

1. Aluksi alustetaan by = a ja ¢y = 0, joten P(0) on voimassa.

2. Oletetaan P(n). Téten a® = ¢, + bypa. Silmukan mukaan ¢,41 = ¢, +a
ja byt = b, — 1. Télloin ¢pqq +bpt1a = (e +a)+ (b, —1)a = ¢, +bya,
joka on induktio-oletuksen mukaan yhté suuri kuin a?. Siis P(n + 1)
on voimassa.

Kun silmukasta poistutaan kierroksella n, niin a? = ¢, + bpa ja by,

= 0.
Siten a? = ¢, ja ohjelma tulostaa oikean tuloksen a?. U

Viite. Ohjelma square on téydellinen.

Todistus. Ohjelman lailliset sy6tot ovat kokonaislukuja a. Jos a > 0, ohjelma
toimii oikein. Negatiiviset sy6tot korjataan ohjelman alussa positiivisiksi,
mikd ei vaikuta tulokseen. Jos a = 0, silmukkaan ei menné ja tulostetaan
oikea arvo 0. Siten ohjelma on tdydellinen. O

Tarkastellaan vield rekursiivisen ohjelman oikeaksi todistamista. Hanoin
tornit on peli, jossa on 3 tankoa: A, B ja C, ja n erikokoista kiekkoa, jotka
voidaan sijoittaa tankoihin. Aluksi kaikki kiekot ovat tangossa A kokonsa
mukaan jarjestyksessd suurin alimpana kuten kuvassa 2. Pelin tarkoituksena
on siirtdd kaikki kiekot tangosta A tankoon B niin, ettd suurempi kiekko ei
koskaan joudu pienemmén péille. Tankoa C voi kiyttad viliasemana.

A C B

Kuva 2: Hanoin tornit ja kiekot

Ratkaisemme ongelman rekursiivisesti. Ensinnékin jos kiekkoja on vain
yksi, sen siirtdmisessa ei ole ongelmaa. Toiseksi ratkaisu ei muutu oleellis-
esti, vaikka tangon B sijasta kiekot siirrettéisiin tankoon C'. Oletetaan siis,
ettd tieddmme, miten n kiekkoa siirretddn tangosta toiseen, ja nyt pitéisi
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siirtdd n + 1 kiekkoa. Jossain vaiheessa isoin kiekko on siirrettéva tangos-
ta A tankoon B. Silloin tangossa B ei voi olla muita, pienempié kiekkoja.
Tietenkdin muut kiekot eivit voi olla tangossa A. Silloin niiden on oltava
tangossa C'. Kun suurin kiekko on siirretty A:sta B:hen, pienemmit kiekot
on siirrettdva tangosta C' tankoon B. Saamme siis menetelmén, jossa

e n ylintd kiekkoa siirretddn A:sta C:hen,
e alin kiekko siirretdan A:sta B:hen,
e n ylintd kiekkoa siirretdin C':sta B:hen.

Kirjoitetaan menetelmén mukaan rekursiivinen algoritmi HANOI (n,x,y),
jossa n € N on kiekkojen méard ja x, y € {4, B,C} ovat tankoja, = #
y. Jaljelle jadvaa tankoa merkitdén z:lla. Tarkoitus on, ettd HANOI(n,x,y)
siirtdd ylimmaét n kiekkoa tangosta x tankoon y noudattaen pelin sdantdja.
Ohjelma on

HANOI(1, x, y): siirrd ylin kiekko x:std y:hyn
HANOI(n+1, x, y): HANOI(n, x, z)

HANOI(1, x, y)

HANOI(n, z, y)

Keskimmaéinen askel on annettu HANOI-kutsuna, vaikka se on yhden askeleen
péadssd varsinaisesta suorituksesta.
Todistetaan nyt algoritmin oikeellisuus kiyttamaélla induktiota.

Viite. HANOI(n,x,y) on korrekti.

Todistus. Naytamme siis, ettd pelin sddnt6ja noudatetaan ja ettd kiekot si-
irtyvat x:std y:hyn.

Josn = 1, niin pienin kiekko siirretdén z:sta y:hyn, eiké se joudu isompien
kiekkojen alle.

Oletetaan sitten, ettd HANOI(n,u,v) osaa siirtdd n ylintd kiekkoa oikein
mistd tahansa tangosta u toiseen tankoon v. Nyt algoritmissa HANOI (n+1,x,y)
on kolme osaa, joista ensimmadisessé ja viimeisessa siirretdan n ylinté kiekkoa
niin, ettei isompi joudu pienemmén péadlle. Suurinta kiekkoa siirretddn vain
keskiosassa, ja silloin tanko y on tyhja, silld induktio-oletuksen mukaan
pienemmét kiekot ovat tangossa z. Lopuksi pienemmét kiekot siirretdén
y:hyn, joten kaikki kiekot tulevat siirretyiksi oikeaan tankoon, vieldpd nou-
dattaen pelin sdantoja. O

Viite. HANOI (n,x,y) padttyy.
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Todistus. Osoitamme itse asiassa vahvemman tuloksen, nimittéin ettéd algo-
ritmin HANOI(n,x,y) suoritus vie tdsmélleen 2" — 1 askelta.

Jos n = 1, niin pienin kiekko siirretéén, tapahtuu yksi askel ja 1 = 2! —1.
Oletetaan, ettd HANOI(n,u,v) péittyy 2" — 1 askeleella. Silloin algoritmin
HANOI (n+1,x,y) askelien m&iréd on

2" - 4+1+@2"-1)=2""1—-1. O

Kun lisdksi toteamme, ettd algoritmi on tadydellinen: se on médritelty
kaikille positiivisille kokonaisluvuille n € N, ja tangoille z, y € {A, B,C},
x # y, niin algoritmi on todistettu oikeelliseksi.

Tavallisesti algoritmeja tai ohjelmia ei niytetd optimaalisiksi, mutta néin
yksinkertaiselle algoritmille sekin onnistuu.

Viite. HANOI (n,x,y) on optimaalinen.

Todistus. Osoitetaan nyt, ettei HANOI (n,x,y) voi ottaa vihempéd kuin 2" —1
askelta.

Jos n = 1, niin vdhintdan yksi askel on tehtdvi. Oletetaan, ettd algo-
ritmin HANOI(n,u,v) suorittamiseksi on otettava 2™ — 1 askelta. Algoritmin
HANOI(n+1,x,y) on ainakin siirrettdvd isoin kiekko tangosta x tankoon y.
Sitd ennen pienemmét kiekot on siirrettéva alta pois tankoon z ja sen jélkeen
tangosta z tankoon y. Kaiken kaikkiaan askelien méaré on jilleen vihintadn
2" -1 +1+2"—-1) =271 1. O
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2 Rekursiiviset lukujonot

Téssé luvussa tarkastellaan lukujonoja ja niiden jésenten esityksié. Esimerkeis-
sé tarkasteltavat lukujonot ovat kokonaislukujonoja, mutta koska teoria yleistyy
kompleksilukujonoille ja toisaalta kompleksilukuja tarvitaan kokonaisluku-
jonojenkin ratkaisussa, oletetaan, ettd jonot ovat kompleksilukujonoja.

2.1 Palautuskaava

Olkoon (up)p—g jokin lukujono. Yhtaloa

Un+k = h(unqtkfla Unp4k—25 -5 Un, n)a

jonka jonon (uy,)s2, jdsenet toteuttavat, kutsutaan jonon palautuskaavak-
si tai rekursioksi. h on kuvaus joukkoon C, se saa argumenteikseen jonon-
jdsenid ja luvun n. Jononjidsenet lausutaan siis k edellisen jdsenen funk-
tiona. Jésenid wug,uq,...,ur_1 kutsutaan alkuehdoiksi. Kaytetdin jonosta
(up)prp yksinkertaisesti merkintdd (u,), jos sekaannuksen vaaraa ei ole.

Palautuskaava on lineaarinen, jos h on lineaarinen (ensimmaéisté astet-
ta) jasenten wu; suhteen ja vakiokertoiminen, jos funktiossa h jésenten wu;
kertoimet ovat vakioita. Usein lineaarinen vakiokertoiminen palautuskaava
annetaan muodossa

{Uo =bo,u1 =by,...,up_1 = bg_1,

(n>0), (1)
Uptk = G Uptk—1 + QU k—2 + -+ - + agup, + f(n)

missd a; € C kaikilla 1 < ¢ < k, ap # 0 ja f: N — C on funktio. Tal-
16in sanotaan, ettd palautuskaava on kertalukua k. Palautuskaava on ho-
mogeeninen, jos f(n) = 0 (kaikilla n). Sanotaan, ettd funktio g: N — C
on palautuskaavan ratkaisu, jos u, = g(n) kaikille n € N.

Joskus palautuskaava (1) esitetddn muodossa

ug = bg,u1 = by, ..., up_1 = br_1,
0 = bo,u1 = 01 k—1 = Ok—1 (n > k). (2)
Up = A1Up—1 + QoUp—2 + -+ + QplUn_k + f2(n)
Huomaa, ettd fa(n) = f(n — k), ts. epdhomogeeninen osa on muuttunut.

Esimerkki 2.1. Olkoon a,, sellaisten n-pituisten bindéarilukujen lukumééra,
joissa ei ole kahta perdkkiista nollaa. Etsi jonolle (a,) palautuskaava.

Tarkastellaan homogeenista palautuskaavaa
Uptk = Q1 Upyk—1 T A2Uptk—2 + *+* + AkUn, (3)

missd ag # 0.
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Maiiritelmé 2.2. Palautuskaavan (3) karakteristinen yhtiloé on

k k—1 k—2

" —a1x" T —agx" T — - —ap_1z —ar =0 (4)

Karakteristisen yhtilon ratkaisuja r1,79,...,rp(€ C) kutsutaan karakter-
istisiksi juuriksi. Huomaa, ettd ag # 0, joten 0 ei voi olla karakteristinen
juuri. Karakteristisen yhtalon (4) polynomia kutsutaan joskus jono karak-
teristiseksi polynomiksi.

Jokaisella rekursiolla on useita ratkaisuja, jos alkuehtoja ei oteta huomioon.
Rekursion yleiselld ratkaisulla tarkoitetaan ratkaisua, jossa alkuehtoja ei
oteta huomioon vaan vakiokertoimet ovat muuttujia ja rekursion jokainen
ratkaisu voidaan esittda ratkaisemalla ndmé kertoimet alkuehdoista.

2.2 II kertaluvun homogeenisen lineaarinen palautuskaava

Toisen kertaluvun homogeeninen lineaarinen palautuskaava on muotoa

Upt+2 = A1Upt1 + A2U,

{UO = Co, U1 = (1, (n > 0), (5)

missé a1, as, ¢y, c1 € C. Olkoot « ja B karakteristisen yhtalon
% —ayx —ay = 0. (6)
juuret. Jonon (uy,,) ratkaisut tiedetéén seuraavan lauseen perusteella.

Lause 2.3. Olkoon (uy,) kuten edelld. Silloin
(i) jos o # B, miin
Uy, = aa” + bB"

c1—cof . ] — coe
ab=——"

a—pf Ja 0= 0 — «

Up = (en + d)a™

kaikille n > 0, missd a =
(ii) jos o = B, niin

- o ) €1 — Coo
kaikille n > 0, missd d = cg ]ac:i.

Todistus. Todistetaan ensin tapaus (i) toisella induktioperiaatteella.
Induktion ldhtokohta: Kun n = 0,

c1 —coff 1 —coa ¢ —coff — 1 + co

a—pf f—a a—p

ad +b8" =a+b=
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jakunn=1

ac” + 06" =aa+ b3 = 6106—_62504 Clﬁ__cgaﬁ —at- COﬁZ : ;15 + c00f
_.a=b6_
- ClOé _ /8 - Clv

joten induktion ldhtdkohta on kunnossa.
Induktioaskel: Induktio-oletus on nyt, etti u, = aa™+bf" ja upy1 = ac’ 1+
b3 Nyt

Unt2 = Q1Un41 + a2y, = ag(ad™! + 08" ) + as(aa™ + b8™)

= (a1 + az)aa™ + (a1 B + az)bB" = aa™ 2 + bp" 2,

koska o ja B ovat yhtilon (6) juuria, ts. aja + az = o2 ja a8 + ag = 5%
Tapaus (ii) todistetaan my6s induktiolla.
Induktion ldhtokohta: Kun n =0 on (en + d)a” = d = ¢p. Kun n =1 on

(ecn+d)a" = (c+d)a = ¢1 — cpor + o = .

Induktioaskel: Induktio-oletus on w, = (cn + d)a™ ja upt1 = (c(n + 1) +
d)a™. Koska a = f3, tiedetéin, ettd (z—a)? = 22 —2az+a? = 22 —ayz—ay,
josta taas seuraa, ettd a; = 2o ja as = —a’. Nyt
Upt2 = A1Upt1 + aguy = ar(c(n + 1) + d)o/‘+1 + az(en + d)a”
=2a(c(n +1) + d)a™ — a?(en + d)a" = (2¢(n + 1) + 2d — cn — d)a"™
= (c(n+2) + d)a" 2.

Viitteet seuraavat nyt induktioperiaatteen nojalla. O

Kaytannossa kertoimet a ja b kannattaa ratkaista yksinkertaisesta yhtéloryh-
maistd kuten seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 2.4. Fibonaccin luvut F; voidaan mééritelldan palautuskaaval-

la
Fo=0F =1,
0 ' (n>0).
Fn+2 :Fn+1+Fn
Lukujono alkaa siis 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... . Ratkaistaan Fibonaccin

lukujen palautuskaava.

Karakteristinen yhtils on 22

—x — 1 =0, jonka juuret ovat

1++5
2= 5 .

Yleinen ratkaisu on
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Sijoitettaan yleiseen ratkaisuun n = 0 ja n = 1, jolloin alkuehtojen avulla
saadaan yhtaloryhma

a +b =0
1 1-—
a V5 +b- V5 =1
2 2
josta kertoimet a ja b ratkaistaan. Saadaan, ettd a = — ja b= — Nyt

NG V5
VBvn 1= VByn
27 -39

Esimerkki 2.5. Ratkaise rekursio u, = 2u,_—1 — tup—2, up = 1 ja uy = 2.

Fy =

Kertalukua k olevien lineaaristen homogeenisten palautuskaavojen ratkaisulle
esitetddn seuraava lause. Karakteristisen juuren r; kertaluku on j;, jos r; on
karakteristisen yhtdlon j; kertainen juuri. Esimerkiksi Lauseen 2.3 tapauk-
sessa (ii) karakteristisen juuren o kertaluku on kaksi, kun taas kohdassa (i)
molempien karakteristen juurien kertaluku on yksi.

Lause 2.6. Olkoot r1,r9,...,7y rekursion karakteristisen yhtdlon erisuuret
Juuret, r; kertalukua j;, kaikilla 1 < i <m, ja j1 +jo+ -+ jm = k. Tdlloin
rekursion yleinen ratkaisu on

_— -
Up = c17] +cronry + -+ ey Ty o Fepary, + o F eV Ty,

Todistus. Sivutetaan O

Homogeenisen lineaarisen vakiokertoimisen palautuskaavan ratkaisu 16y-
detddn karakteristen juurten avulla. Kéytannossa, kun kertaluku on riittavin
suuri, ongelmaksi muodostuu néiden juurien 16ytdminen.

Edellinen lause antaa myods menetelmén rekursion yksittédisen ratkaisun
etsimiseen, kun alkuehdot tunnetaan. Silloin kertoimet ¢; 16ydetaén ratkaise-
malla yhtdloryhmaé, joka muodostetaan alkuehdoista.

Esimerkki 2.7. Etsi yleinen ratkaisu rekursiolle u,, = bu,_1 — 6un_o —
Aup—3 + SUp_q.

Rekursion karakteristinen yhtls on z* — 523 + 622 + 42 — 8 = 0, jonka
juuret ovat —1 ja 2, nimittiin z? — 523 4 622 4+ 42 — 8 = (z — 2)3(z + 1).
Yleinen ratkaisu on siis

Up = 12" + con2" + c3n?2" + cq(—1)™
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Esimerkki 2.8. Ratkaise rekursio ug = 1, uy = 0, ug = 1, ja upy3 =
—2Up49 + Unt1 + 2uy, kun n > 0.

Esimerkki 2.9. Ratkaise Esimerkin 2.1 palautuskaava.

Esimerkki 2.10. Ratkaise rekursio u, = 2u,_1 — Un_9 + 2up_3, ug = 3,
Uy = 2 ja U = 2.

2.3 Epidhomogeenisen lineaarisen palautuskaavan ratkaisu

Tarkastellaan nyt epdhomogeenisen lineaarisen vakiokertoimisen palautuskaa-
van

{U0:b07u1 :b17-"7uk)71 :bk*h (n>0) (7)

Uptk = A Upt+k—1 + Q2Uptk—2 + -+ + agun + f(n)

médrittelemad lukujonoa (uy);—q. Palautuskaavan (7) homogeeninen osa
on

Uptk = Q1 Untk—1 + Q2Uptp—2 + -+ + AUy, (8)

Lemma 2.11. Jos jonot (x,) ja (y,) toteuttavat palautuskaavan (7) (siis
ilman alkuehtoja), niin jono (x, — y,) toteuttaa homogeenisen lineaarisen
palautuskaavan (8).

Todistus. Sivuutetaan O

Edellinen lemma siis tarkoittaa, ettd kun on loydetty yksi epdhomogeenisen
rekursion ratkaisu, muut ratkaisut poikkeavat siitd vain homogeenisen os-
an ratkaisulla. Toisin sanoen, epdhomogeeninen lineaarinen palautuskaava
voidaan ratkaista seuraavalla tavalla:

(i) Etsi jokin yksittdisratkaisu.
(ii) Etsi homogeenisen osan yleinen ratkaisu.

(iii) Yhdista kaksi edellistd ja ratkaise kertoimet alkuehdoista.

Kohdat (ii) ja (iii) ovat jo tuttuja juttuja, tarkastellaan nyt yksittais-
ratkaisun etsimista tapauksissa, joissa f(n) on polynomi tai eksponenttifunk-
tio. Yksittaisratkaisu etsitdén (kuten differentiaaliyhtiloissa) ratkaisemalla
ns. yrite.

f(n) on polynomi
Jos f(n) on astetta m oleva polynomi, yrite on myds m-asteinen polyno-

mi, jonka kertoimet ratkaistaan ns. madradméattomien kertoimien menetelmal-
14 sijoittamalla se palautuskaavaan.
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Esimerkki 2.12. Etsi rekursion a,, = a,_1 + an—2 + 2n yksittaisratkaisu.
Koska f(n) = 2n on astetta yksi oleva polynomi, yrite on siis p(n) =
bn + c. Nyt sijoitetaan p(n) rekursioon, saadaan

n+c=0bMn—-1)+¢c)+ (b(n—2)+¢c)+2n <= —bn+ (3b—c) =2n

mistd saadaan, ettd b = —2 ja ¢ = —6, joten yksittdisratkaisu on p(n) =
—2n — 6.

Esimerkki 2.13. Ratkaise rekursio a, = ap—1+2a,-2—4,a0=6jaa; = 7.
Yrite on p(n) = d, koska f(n) on vakio. Sijoittamalla saadaan

d=d+2d—4 < d=2,

joten p(n) = 2. Homogeenisen osan a, = a,—1 + 2a,—2 yleinen ratkaisu
on a,, = b(—1)" + ¢2". Rekursion ratkaisu on siis a,, = b(—1)" 4+ 2" + 2.
Kertoimet b ja c ratkaistaan nyt alkuehdoista ja saadaan

anp = (—1)"+3-2" 4+ 2.

f(n) on eksponenttifunktio

Jos f(n) = b-r", niin yrite on p(n) = c¢-r". Jos r on homogeenisen
osan karakteristisen yhtalon juuri, niin tdmé yrite ei toimi. Voidaan osoittaa,
ettd jos r on m-kertainen karakteristinen juuri, niin jono v, = cn™r" on
yksittéisratkaisu jollakin ¢ € C, ts. yrite on p(n) = cn™r".

Esimerkki 2.14. Ratkaise rekursio u, = u,_1 + 6un_o + 2", ug = 0 ja
Uy = 1.

Yrite on p(n) = ¢ - 2" ja homogeenisen osan karakteristinen yhtdlo on
2 —x — 6 = 0, joten karakteristiset juuret ovat —2 ja 3. Saadaan, ettd

ratkaisu on muotoa
up=a-(=2)"4+b-3"+c-2".

Kertoimet voidaan ratkaista alkuehdoista, kun vield huomataan, ettd us = 5.
Saadaan, etté,

u, = 3" — 2™,
Huomaa, ettd téssd yrite ja itse rekursio ratkaistiin samalla kertaa. Jos yrite
on vaara, vastauskin on véira, siksi yrite kannattaa ratkaista ensin.

Esimerkki 2.15. Ratkaise rekursio w, = 4un—1 — 4un_o + 2", ug = 1,
Uy = —1.

Esimerkki 2.16. Ratkaise rekursio u,, = 3u,_1 —4n + 3 - 2", ug = 4.

Esimerkki 2.17. Tasossa on n suoraa, jotka kaikki leikkaavat toisensa, mut-
ta mitkdan kolme eivit leikkaa samassa pisteessi. Kuinka moneen osaan taso
on jaettu?
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2.4 Sovellus: Matriisit ja rekursiot”

Téassa pykilassa esitetddn homogeenisen lineaarisen vakiokertoimisen rekur-
sion ja matriisien vilinen yhteys.

Tarkastellaan n x n-(nelié)matriiseja, joiden alkiot ovat kompleksilukuja
ja merkitdin niiden matriisien joukkoa C"*™. Palautetaan aluksi mieleen
muutamia matriisien peruskéisitteita.

Matriisi
1 0 0 0
I, = 01 0 0
0 00 1

on ns. identiteetti matriisi.
Olkoon A € C™*". Matriisin A ominaisarvo \ € C ja ominaisvektori
x € C", x #(0,...,0), toteuttavat yht&lon

AxT = \xT, 9)

missi x* on vektorin x transpoosi (ts. x pystyvektorina).
Yhtilo (9) voidaan kirjoittaa muotoon

(A—XDxT =0T,

Tami taas voidaan tutkita yhtdlo(ryhmé)na, jolla on epéatriviaali ratkaisu
x! silloin ja vain silloin, kun

det(A — \I) = 0.

Tatd yhtaloa kutsutaan matriisin A karakteristiseksi yhtédloksi. Yhtalon
vasenta puolta kutsutaan karakteristiseksi polynomiksi, merkitdin mat-
riisin A karakteristista polynomia c4(A):1la (tdssd A on muuttuja),

caAN) = ()" "+ e N ey,

Karakteristinen polynomi on astetta n, jos A € C™*", ja kertoimet ¢; € C.
Jos z € C on A:n ominaisarvo, niin siis c4(z) = 0.

Olkoon p(x) polynomi, jonka kertoimet ovat kompleksilukuja, sanotaan
p(z) = c1xf + oot 4+ ck+1- Nyt matriisille A € C™*" mééritellddn

p(A) = A 4 e AR 4 g I
Seuraava lause on ns. Cayleyn—Hamiltonin lause.
Lause 2.18. Jos A on neliomatriisi ja ca on sen karakteristinen polynomi,
nin
ca(A) =0,

missd 0 = (0)nxn on ns. nollamatriisi.
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Olkoon A € C*** ja u,v € CF. Midritelldén jono ()%, yhtélslld
an = uA™!,  (n>0). (10)

Osoitetaan seuraavaksi, ettd tdmé lukujono toteuttaa homogeenisen lineaarisen
vakiokertoimisen rekursion.

Lause 2.19. Jono (10) toteuttaa homogeenisen lineaarisen vakiokertoimisen
rekursion.

Todistus. Olkoon
ca(N) = (PO + a4 4,

A karakteristinen polynomi. Cayleyn—Hamiltonin lauseen mukaan
(ca(A) =)A* + ) A 4o g T = 0.

Kerrotaan tdmi yhtild vasemmalta uA™1ld ja oikealta pystyvektorilla v7,
saadaan
anik + C10pyk—1+ -+ cgan =0, (11)

joten jono (ay),— toteuttaa siis timén rekursion. Rekursion alkuehdot saadaan
laskemalla k& ensimmaiistd arvoa madritelmésta (10). O

Voidaan my0s osoittaa, etté jokaisella homogeenisella lineaarisella vakiok-
ertoimisella rekursiolla on matriisiesitys (10).

Lause 2.20. Olkoon (a,)yeq jono, joka toteuttaa homogeenisen lineaarisen
vakiokertoimisen rekursion

{a0:b07a1:b17"'7ak1:bk1’ (n >0)

An+tk = C10ntk—1 + C20n+k—2 + - + Cxap

missa ¢ # 0. Tdlloin on olemassa sellainen k X k matriisi A ja sellaiset
vektorit u,v € CF, etti
an, = uA"vT

kaikilla n > 0.

Todistus. Sivuutetaan. O
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3 Boolen algebrat ja matriisit

Boolen algebra on algebrallinen systeemi, jonka George Boole kehitti logi-
ikan systemaattiseen esitykseen. Boolen algebran ensimmadinen sovellus oli
propositiologiikka ja nyky&ddn niiden keskeinen sovellusalue on elektroniikan
piirisuunnittelu. Boolen matriisien alkiot taas ovat Boolen algebran alkioita.
Niilla voidaan kuvata diskreetteja joukkoja ja relaatioita.

3.1 Boolen algebra

Olkoon B on jokin epétyhji joukko ja 0 ja 1 sen kaksi erisuurta alkiota.
Lisédksi joukossa B on maédritelty kaksi bindaristd operaatiota,

yhdiste +: B x B — B ja
kohtaus -: B x B — B.

Lisdksi joukossa B on maéaritelty unaarinen operaatio
komplementti ~ : B — B.

Maiéritelmé 3.1. Kuusikko B = (B, +,+, ,0,1) on Boolen algebra jos
seuraavat ehdot ovat voimassa kaikille z,y, z € B:

(Bl) z+(y+z)=(@+y) +z B2) z-(y-2)=(z-y) -z

(B3) z+y=y+=x (B4) z-y=y-x

B5) z+(y-2)=(x+y) (z+2), (B6) z (y+2)=(z-y) +(z2)
(B7) z+0==x (B8) z-1==x

(B9) z+z=1 (B10) z-% =0.

Alkiota 0 kutsutaan Boolen algebran B nolla-alkioksi ja alkiota 1 sen
ykkosalkioksi.

Lakien (B1) ja (B2) mukaan yhdiste ja kohtaus ovat assosiatiivisia, lakien
(B3) ja (B4) mukaan ne ovat kommutatiivisia ja lakien (B5) ja (B6)mukaan
ne ovat keskenéén distributiivisia operaatioita. Lain (B7) mukaan nolla-alkio
on yhdisteen identiteettialkio (neutraalialkio) ja lain (B8) mukaan ykkosalkio
on kohtauksen identiteettialkio (neutraalialkio). Lain (B9) mukaan alkion
yhdiste komplementtinsa kanssa on ykkosalkio ja lain (B10) mukaan alkion
kohtaus komplementtinsa kanssa on nolla-alkio.

Seuraavaksi tarkastellaan Boolen algebrojen tirkedd sovellusta, joka kos-
kee joukkoja ja niiden operaatioita unioni, leikkaus ja komplementti.

Esimerkki 3.2. Joukon X potenssijoukko P(X) on joukon X kaikkien
osajoukkojen joukko eli

P(X)={Y|Y C X}.
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(P(X),U,n,%, 0, X) muodostaa Boolen algebran. Alkioina ovat siis joukon
X osajoukot, yhdisteend on unioni U, kohtauksena on leikkaus N, komple-
mentiksi on valittu joukko-opin komplementti ¢, nolla-alkioksi () ja ykkésalkiok-
si X.

Unioni ja leikkaus ovat selviisti assosiatiivisia, ts. lait (B1)- (B4) ovat
selviisti voimassa. Osoitetaan lait (B5), (B7), (B9), loput jatetddn harjoi-
tustehtiviksi. Oletetaan, ettd A, B,C € P(X) (siis A, B,C C X),

(B5) (AUB)N(AUC)
={reX|(xeAtaize B)ja(recAtaizeC)}
={reX|zcAtai(zreBjarecC)}=AU(BnQC).

(B7) Aup=A
(B9) AUAC = X.

Oletetaan, ettd Boolen algebran operaatioista vahvimmin sitoo komple-
mentti, sitten - ja heikoimmin +. Boolen algebran kaavat voidaan nyt kir-
joittaa muodossa, jossa turhat sulkuja on jatetty pois. Lisdksi kohtaus op-
eraatiossa - voidaan jattda kirjoittamatta, eli merkitddn zy = x - y. Nyt
esimerkiksi Boolen algebran kaava (z-y)+ (z-z) muuttuu muotoon zy + xz.

Kun tarkastellaan edelliselld sivulla esitetyn Boolen algebran maaritelméan
lakeja pareittain, huomataan seuraavan lauseen mukainen vastaavuus. Tama
ns. duaaliperiaate on Boolen algebran keskeinen ominaisuus.

Lause 3.3 (Dualiteettiperiaate). Jos B = (B, +,-,,0,1) on Boolen algebra,
niin sen duaali B¢ = (B,-,+,,1,0) on myds Boolen algebra.

Todistus. Dualiteettimuunnoksella
+—=- =+, 021, 1-=0

kaava muuttuu duaalikseen. Boolen algebran mééritelmén listassa B1-B10
jokainen laki on viereisen lain duaali. Ndemme, ettd jokainen duaalilta BY
vaadittava laki on voimassa, koska algebran B lait ovat voimassa. O

Duaaliteettiperiaatteesta seuraa, ettd jos jokin annettu véite voidaan jo-
htaa laskusddnnoilld (B1)-(B10), sen duaaliviite voidaan johtaa vastaavilla
duaalisddnnoilla. Kahdesta keskendén duaalista viitteisté riittaa siis todistaa
vain toinen.

Tarkastellaan seuraavaksi Boolen algebran ominaisuuksia. Naytetaan en-
sin, ettd yhdiste ja kohtaus ovat idempotenttisia.

Lause 3.4. Boolen algebrassa r + x = x ja zx = x.

Todistus. Viitteen ensimmaéinen todistetaan seuraavasti:

:c+xB:8(:c+x)1%)(:C+x)(x+§:)B:5:c+xi“B:10x+OB:7x.
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Koska toinen viitteen kaava on ensimmaiisen duaali, se seuraa duaaliperiaat-
teen nojalla, mutta todistetaan se silti.

BT B10 _ B6 _\ B9 . B8
zr=zx4+0 = sx+ar =x(x+2) =2l =2

Huomaa, ettd kiytetyt sdannot ovat toistensa duaalit. O
Samoin osoitetaan seuraavat identiteetit.

Lause 3.5. Boolen algebrassa seuraavat kaavat ovat voimassa:
1.x+1=1,20=0,
2. x4+zy=uz, z(x+y) ==z,
. rx+ry=x+y, 2(T+y) =xy.

Niytetadn seuraavaksi, ettd alkion komplementti on yksikésitteinen. Jos
tosiaan jokin alkio b toteuttaa z:1td vaadittavat sdédnnot (B9) ja (B10), niin
b=r.

Lemma 3.6. Olkoon a € B. Jos a+b =1 ja ab = 0 jollekin b € B, niin
b=a.

Todistus. Koska a+b = 1, niin ab = 0+ab = aa+ab = aa+ab = a(a+b) =
al = a. Toisaalta koska ab = 0, niin b = bl = b(a+a) = ba+ba = ab+ ab =
0+ ab = ab. Yhteensd a = ab = b. O

Esellisen lemman avulla voidaan todistaa muita komplementin ominaisuuk-
sia. Seuraavan lauseen kohdassa 3 ovat ns. De Morganin siinnot.

Lause 3.7. Boolen algebrassa seuraavat kaavat ovat voimassa:

1. z ==z,
2.0=1,1=0,
3. a+b=ab, ab=a+b

3.2 Totuusfunktiot ja propositiot

Merkitdan joukkoa {0,1}" = V,. Funktiota ¢: V,, — {0,1} kutsutaan (n-
paikkaiseksi) totuusfunktioksi. Joukko V,, = {0, 1}" on n-pituisten bindérivek-
toreiden joukko eli

V., = {(a1,a9,...,a,) | a; € {0,1}, 1 <i < n}.

Selvisti |V,| = 2". Merkitdén joukon V), alkiota v = (v, va,...,v,). Maal-
ijoukon {0, 1} alkioista 0 vastaa nyt totuusarvoa epétosi ja 1 totuusarvoa



3.2 Totuusfunktiot ja propositiot 27

tosi. Totuusfunktio ¢ antaa siis kaikille joukon V,, vektoreille v totuusarvon

p(v).
Merkitadn JF,:114 kaikkien n-paikkaisten totuusfunktioiden joukkoa, siis

Fn={¢: Vo = {0,1} | ¢ on funktio}.

Osoitetaan, ettd F,, muodostaa Boolen algebran. Valitaan yhdisteeksi dis-
junktio V, kohtaukseksi konjunktio A, komplementiksi negaatio —. Olkoon
Y € Fn, oV, nyt o A ja - ovat joukon F,, totuusfunktioita, joiden
arvot vektoreille v € V,, méiaritelliin seuraavasti:

(o V)(v) = max{p(v),(v)},
(e AY)(v) = min{p(v), ¥(v)},
(mp)(v) =1 = ¢(v),
missd — negaation madritelméssa on tavallinen kokonaislukujen erotus. Nolla-
alkiona toimii aina epétosi totuusfunktio L, jolle L(v) = 0 kaikilla v € V,,
ja ykkosalkiona aina tosi totuusfunktio T, T(v) = 1 kaikilla v € V,.

Funktioiden ¢ V 9, ¢ A ¢ ja = arvot voidaan esittdd myos ns. totuus-
taulukoiden avulla.

p(v) ) [ (ev)v) | (pAY)(v)

0 0 0 0 p(v) | (=0)(v)
0 1 1 0 0 1

1 0 1 0 1 H 0

1 1 1 1

Lause 3.8. (F,,V,A,—, T, L) on Boolen algebra (kaikilla n).

Todistus. Osoitetaan, ettd Boolen algebran lait (B1) -(B10) ovat voimassa.
Oletetaan, ettd @, ¥, x € Fp.

(B1) oV (V) = (eVY)Vy, koska kaikilla v € V,,, max{¢(v), max{y(v), x(v)}} =
max{p(v), $(v), x()} = max{max{p(v), $(¥)}, x(¥)}

(B2) pA(YAX) = (@A) Ax, koska kaikilla v € V,,, min{¢(v), min{(v), x(v)}} =
min{¢(v), ¥ (v),x(v)} = min{min{p(v),4(v)}, x(v)}

Lait (B3) ja (B4) ovat selvésti voimassa, koska joukon maksimi tai minimi
ei riipu alkioiden jarjestyksesta.

Lait (B5)-(B10) voidaan todistaa totuustaulukoiden avulla. (B5) ja (B6)
seuraavat seuraavista totuustaulukoista.
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p(v) () x(v) | eV @A) [ ((pVE) Alp VX))
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1
ov) 9(v) x| @A@YV I™) | (@A) V(e A)W)
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1
Lait (B7)-(B10) seuraavat taulukosta
(V) [ bV D) [ (eAT)V) || (0V=9)(v) || (9 A =9)(v)
0 0 1 0
S

Tarkastellaan seuraavaksi propositioita ja osoitetaan niiden yhteys to-
tuusfunktioihin. Aloitetaan propositioiden madritelmalld kun kaytossa ovat
konnektiivit konjunktio A, disjunktio V ja negaatio —.

Olkoon P, = {p1,p2,...,pn} propositiomuuttujien joukko. Maaritellddn
joukko Prop seuraavasti

1. P, C Prop, ja
2. jos p,q € Prop, niin (pV q), (p A q) ja (—p) € Prop.

Kuvaus v, jossa jokaiselle funktiolle annetaan totuusarvo 1 tai 0 on ns. totu-
usarvosijoitus (valuaatio, totuusarvotus) v : P, — {0, 1}. Totuusarvosijoi-
tus v voidaan ajatella vektorina (v(p1),v(p2),...,v(py)) € {0,1}". Jokaista
totuusarvosijoitusta vastaa siis jokin joukon V,, vektori. Jokainen totuusar-
vosijoitus vastaa siis totuustaulukon yhté vaakarivia.
Propositiomuuttujien totuusarvot saadaan totuusarvosijoituksesta. Méaritel-

ladn propositioiden totuusarvot (induktiivisesti) eri totuusarvosijoituksille
seuraavien totuustaulukoiden avulla. Oletetaan, ettd p,q € Prop.
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p q| (wva) | (pra)

0 0 0 0 p | (=p)
0 1 1 0 0 1
10 1 0 1] o
11 1 1

Selvisti siis jokainen propositio (jonka muuttujien joukko on P,) méaarittaa
joukon F,, = {®: {0,1}" — {0,1}} totuusfunktion.
Maéaritellddn nyt propositioiden yhtdsuuruus = nyt siten, etti

P=Q joss v(P)=0v(Q) kaikilla v € V,,.

Jos P = @), sanotaan, ettd propositiot ovat loogisesti ekvivalentit. Propo-
sitiot ovat siis ekvivalentit, jos ne saavat saman totuusarvon kaikissa totu-
usarvosijoituksissa. Tarkemmin sanottuna, P = @ jos ja vain jos P ja @
midrdavat saman totuusfunktion.

Lemma 3.9. Jokainen propositio mdarittda totuusfunktion. Jokainen totu-
usfunktio voidaan esittdd propositiona.

Todistus. Viitteen ensimméinen osa perusteltiin jo edelld. Osoitetaan nyt,
ettd jokainen totuusfunktio ¢: V,, — {0,1} voidaan esittdd propositiona,
joka méaritteleee totuusfunktion ¢.

Tarkastellaan funktion ¢ totuustaulukkoa. Jokainen taulukon vaakarivin
vektori v = (a1, as,...,a,) miirittelee totuusarvosijoituksen v, jolle v(p;) =
a; kaikilla 3.

v I p(v)
v = 0 0 0 0 ©(vp)
vy = 0 0 0 1 o(vy)
vo= 0 0 10 p(va)
V3 = 0 0 1 1 ©(v3)
Von_1 = 1 1 e 1 1 QO(VQn,l)
pP1 p2 -+ Pn-1 DPn H o((p1),v(p2),.--,v(pn))

Olkoon J = {j | ¢(v;) = 1}, toisin sanoen J on niiden indeksien j
joukko, joille joille p(v;) = 1. Olkoon v; = (vi1, V2, - - ., Vin), Sitd vastaava
alkeiskonjunktio on

(@it Ngia N+ N Gin),

missd g;; = pj, jos vij = 1, ja q;; = —pj, jos v;; = 0. Esimerkiksi vekto-
ria (0,1,1,0) vastaava alkeiskonjunktio on (—p; A p2 A ps A —pg). Nyt kun
joukon J alkioita vastaavat alkeiskonjunktiot yhdistetd&n operaation V avul-
la, saadaan aikaan propositio, joka vastaa totuusfunktiota . ]
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Maéaritelladan vield kaksi erikoispropositiota, T ja L, jotka vastaavat ky-
seisid totuusfunktioita. Siis T on aina tosi ja L aina epéatosi. Tarkastellaan
nyt propositioita "modulo looginen ekvivalenssi", ts. jos p,q € Prop ja
p = ¢, niin p ja ¢ ovat yksi ja sama propositio. Merkitddn propositioiden
joukkoa "modulo looginen ekvivalenssi" Prop_:lli.

Lause 3.10. (Prop=,V,A,—~, T, 1) on Boolen algebra.

Todistus. Seuraa Lauseesta 3.8 ja Lemmasta 3.9 ja loogisen ekvivalenssin
madritelmésté. U

Huomaa, ettd Prop ei ole Boolen algebra vaan Prop_ on. Esimerkiksi,
p1 A —p1 = pa A —pe = L, joukossa Prop kaksi esimmaéisté ovat eri alkioita,
mutta joukossa Prop_ ne ovat sama alkio, koska ne ovat ekvivalentit eli
midrddvat saman totuusfunktion. Voidaan osoittaa, ettd Boolen algebrassa
nolla-alkio on aina yksikisitteinen, siksi Prop ei voi olla Boolen algebra.

Koska Prop_ on Boolen algebra, ovat kaikki Boolen algebran yleiset
kaavat tosia my6s propositiolle, kun yhtdsuuruutena on looginen ekvivalenssi.
Esimerkiksi Lauseen 3.7 kohdan (iii) mukaan ns. De Morganin kaavat ovat
voimassa propositioille, eli jos p,q € Prop, niin

“(pVg) =-pA-q ja —(pAq)=-pVq.

Huomaa myds, ettd tutut konnektiivit — ja <> voidaan mééaritelld konnek-
tiivien V, A ja — avulla seuraavasti:

p—>q=-pVg ja peg=(AgV(pATg).

Jos propositiomuuttujien joukko P, on tyhji, saadaan pienin mahdolli-
nen Boolen algebra, silld alkioista jiljelle jadvit vain funktiot L ja T. Ne
ovat toistensa komplementtja: L = T ja T = L. Merkitdin 0 = L ja 1= T.
Nimetdén tdmé Boolen algebra: By = ({0,1},+,-, 7,0, 1). Operaatiot + ja -
madritellddn seuraavasti.

+]0 1 |0 1 | -
00 1 010 0 01
1|11 1]0 1 1

Huomaa, ettd 1 4+ 1 = 1 péinvastoin kuin yhteenlaskussa modulo 2.

3.3 Boolen algebra ja osittainen jirjestys

Miédritelmi 3.11. Joukon B relaatio < on osittainen jirjestys, jos se on
e refleksiivinen eli b < b kaikilla b € B,

e antisymmetrinen eli jos a < b ja b < a, niin a = b, ja



3.3 Boolen algebra ja osittainen jirjestys 31

e transitiivinen eli jos a < b ja b < ¢, niin a < c.

Osittainen termi viittaa siithen, etta vélttaméatta kahta alkiota ei voi jérjestda:
voi olla a £ b ja b £ a. Jos alkioita a ja b ei voida jérjestdd merkitdén a || b.

Alkio a on joukon B pienin alkio, jos a < b kaikilla b € B. Vastaavasti
a € B on suurin alkio, jos y < a kaikilla y € B. Alkio ¢ € B on minimaa-
linen, jos joko a||b tai a < b kaikilla b € B.

Osittainen jérjestys voidaan esittdd ns. Hassen kaavion ¢

avulla. Siind suurempi alkio kirjoitetaan pienemmin |
yldpuolelle ja ne yhdistetddn viivalla. Vieressd on joukon ¢ d
A = {a,b,c,d, e} osittainen jarjestys, jossa a < b, b < ¢, N S
b < d ja ¢ < e. Transitiivisuudesta seuraa esimerkiksi a < ¢
ja refleksiivisyydestd a < a, joten n#itd ei piirretd kaavioon a
nakyviin.

—C

Boolen algebrassa voidaan méaritell osittainen jirjestys seuraavalla taval-
la.

Maiédritelma 3.12. Boolen algebrassa joukon B relaatio < mééritelldan
kaavalla
a<b joss a-b=a.

Selvasti edellisen médritelmin relaatio on osittainen, silld vilttdméatta
kahden alkion kohtaus ei ole jompikumpi alkioista. Maaritelma voidaan tulki-
ta niin, ettd kohtaus valitsee kahdesta alkiosta pienemmén. Seuraavan lauseen
mukaan vastaavasti yhdiste valitsee kahdesta alkiosta suuremman.

Lause 3.13. Olkoon < Boolen algebran B Mddritelmdn 3.12 mukainen jdrjestys
relaatio. Silloin kaikille a,b,c,d € B on voimassa seuraavat ominaisuudet:

1. Relaatio < on osittainen jdrjestys.
a<bjossa-b=a jossa+b=">bjossb<a.
a-b<a.

a<a-+b.

AR

Joszx<ajaxr<b ninzx<a-b.
6. Josa<yjab<y, nuna+b<y.
7. Josa<bjac<d,nina+c<b+djaa-c<b-d.

Todistus. Kohdat (iii), (iv) ja (vi) jatetddn harjoitustehtéviksi.

(i) Relaatio < on refleksiivinen, koska Lauseen 3.4 mukaan bb = b. Se on
antisymmetrinen, koska, jos a < b ja b < a, niin b = ab = a. Jos a < b ja
b < ¢, niin ac = abc = ab = a, joten < on transitiivinen.
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(ii) Oletetaan, ettd a < b, joten ab = a. Silloin Lauseen 3.5 kohdan (ii)
mukaan

a+b=(ab) +b=0.

Samoin ndhdaén, ettd ehdosta a + b = b seuraa ab = a. Kéyttdmalla De
Morganin sdantoji saadaan

a<b joss ab=a joss a+b=a joss b <a.

(v) Jos x < ajax <b,niin xa = xb = x. Silloin z(ab) = (za)b = zb = x,
joten x < ab. Samoin paitellddn toinen viite.

(vi) jatetddn harjoitustehtéviksi.

(vii) Jos a < bjac < d, niin (a+¢)-(b+d) = ab+ bc+ ad + cd =
a+bc+ad+c=a(l+d)+cb+1)=a+c, joten a+ c < b+ d. Toisaalta

(ac) - (bd) = ac, joten ac < bd. O
a+b

Kohdan (iii) mukaan a-b<ajaa-b<b. Siis a-bon an ja e AN

b:n yhteinen alaraja. Kohta (v) mukaan taas a-b on suurin @

alkioiden a ja b alarajoista. Jos nimittdin my6s = on alaraja, AN /

niin < a - b. Vastaavasti kohtien (iv) ja (vi) mukaan a + b
on pienin alkioiden a ja b yldrajoista.

Esimerkki 3.14. Olkoon X = {p,q,r} ja tarkastellaan Boolen algebraa
P(X). Joukon X osajoukkojen vilille saadaan nyt lauseen 3.13 nojalla osit-
tainen jarjestys, kun méaaritelladn

A<B joss ANB=A.

Mutta AN B = A silloin ja vain silloin, kun A C B. Osittainen jirjestys < on
siis sama kuin osajoukkojen siséltymisjéirjestys C. Koska P(X) on dérellinen
joukko, voidaan piirtdd Hassen kaavio sisidltymisrelaation suhteen.

{p,q,7}

{p,q {p,r} {q,7}
{p 7 {r}

0

Kuva 3: Boolen algebra P({p,q,7})

On tirkedd huomata, ettd Boolen algebrassa B = (B, +,, ~,0,1) pienin
alkio on aina 0 ja suurin aina 1. Esimerkin 3.14 potenssialgebrassa pienin
alkio on () ja suurin on X.
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3.4 Esityslause

Téassd kappaleessa osoitetaan, ettd jokainen &irellinen Boolen algebra on
isomorfinen jonkun joukon X potenssijoukon P(X) muodostaman Boolen
algebran kanssa. N&in saamme nopean keinon tarkistaa, milloin annettu
aérellinen joukko operaatioineen on Boolen algebra.

Miédritelmi 3.15. Olkoon < osittainen jarjestys Boolen algebran joukossa
B. Alkio z € B on atomi, jos x # 0 ja ehdosta 0 < y < x seuraa y = .

Atomi on siis minimaalinen nollasta eroava joukon B alkio. Esimerkin 3.14
Boolen algebrassa atomit ovat {p}, {¢} ja {r}. Lauseen 3.19 todistuksessa
Boolen algebran atomit ovat keskeisessa roolissa.

Midritelmd 3.16. Olkoot B = (B, +,-,7,0,1) ja C = (C,uU,n,%, 0, X)
kaksi Boolen algebraa. Kuvaus f : B — C on Boolen algebrojen isomor-
fismi, jos f on bijektio ja kaikilla a,b € B

o fla+b)=fla)u f(b),
o fla-b)=fla)n f(b),
o f(@)=(f(a), ja
o £(0)=0ja f(1) = X.
Silloin Boolen algebrat B ja C ovat isomorfiset.

Boolen algebrojen isomorfismi on siis bijektio, joka s#ilyttad kohtauksen,
yvhdisteen, komplementin, nolla- ja ykkosalkion.

Lemma 3.17. Josa+b=1, niina <b. Josa-b=0, niin a < b.
Todistus. Nahdadn Lemman 3.6 todistuksesta. O
Lemma 3.18. Olkoon x atomi. Silloin

1. x < a jos ja vain jos x ﬁ a.

2. Josx <a+b, ninzx<atax<b.

Todistus. (i) Oletetaan, ettd x < a. Silloin - a = z. Jos nyt x < a, niin
xza = z, jolloin x = za = (z-a)a = z(a-a) =z -0 = 0, miki ei kiy, silld x
on atomi. Siis z £ a.

Oletetaan sitten, ettd « £ a. Silloin z-a # x. Téten z = 2-1 = z(a+a) =
(x-a)+ (z-a) >x-a>0.Koska z-a # x, niin x > x - a. Koska liséksi z on
atomi, niin z - @ = 0. Edellisen lemman mukaan z < a.

2. Olkoon z < a+b. Silloin = z(a+b) = (z-a)+ (- b). Jos molemmat
x-a ja x-bolisivat nollia, niin myds x olisi nolla. Siis jompi kumpi, sanotaan
x - a ei ole nolla. Lauseen 3.13 kohdan (iii) mukaan 0 < x -a < x, joten
xz-a =z, silld x on atomi. Siis z < a. U
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Lause 3.19 (Esityslause). Jokainen ddrellinen Boolen algebra on isomorfinen
jonkin potenssialgebran P(X) kanssa.

Todistus. Olkoon B = (B,+,-, ~,0,1) aérellinen Boolen algebra. Valitaan
joukoksi X Boolen algebran B atomit. Joukko X ei ole tyhja, silla d4rellisessé
Boolen algebrassa taytyy olla ainakin yksi atomi. Nimittdin, 0 < 1, ja joko
1 on atomi tai niiden vilissd on vahintdin yksi atomi.

Madritelladn kuvaus f joukosta B joukkoon P(X) kaavalla

f(b)={z e X |z <b}.

Talloin b kuvautuu niiden atomien x joukoksi, joille x < b. Néytetddn, etté
f on isomorfismi Boolen algebrasta B = (B,+,-, 7,0,1) Boolen algebraan
(P(X),U,n,%,0,X).

Injektiwvisyys: Oletetaan, ettd by # by. Silloin joko by £ by tai by £ by.
Oletetaan, ettd by £ by, toinen tapaus todistetaan samalla tavalla.

Lemman 3.17 mukaan by - by = 0. On siis olemassa sellainen atomi x, etté
x < by - by. Lauseen 3.13 kohdan (iii) mukaan by - by < by ja by - by < bo,
joten x < by ja x < by. Tésté seuraa, etti x # by Lemman 3.18 mukaan. Nyt
x € f(b1), mutta x ¢ f(ba), joten f(b1) # f(ba).

Surjektiivisuus: Olkoon {1, z9,...,zr} € X. Merkitdén b = z1 + 29 +
<o+, jos k> 1,jab=0,jos k = 0. Osoitetaan, ettd {1, x9,..., 25} =
0}

Lauseen 3.13 kohdan (iv) mukaan jokainen x; < x1 + 29+ -+ x = b,
joten {x1,za,..., 2k} C f(b).

Toisaalta, jos x € f(b), niin x € X jax < b, eli z < x1 + -+ + .
Lemman 3.18 mukaan jollakin i:1l1d 0 < x < z;. Koska x; on atomi, niin
x=ux; eli x € {xy1,...,z1}. Tésté seuraa, ettd f(b) C {z1,..., 2%}

Nolla- ja ykkdsalkio: Koska 0 on pienin alkio, f(0) =0, ja f(1) = X, silla
x < 1 kaikille atomeille = (tai X = {1} Boolen algebrassa Bs).

Yhdiste ja kohtaus: On osoitettava, ettd f(by - ba) = f(b1) N f(b2) ja
f(b1 +b2) = f(b1) U f(b2).

Kohtaus: Koska bl . b2 S b1 b1 . b2 S bg, niin f(bl . bg) g f(bl) ja f(bl .
ba) C f(b2). Tastd seuraa, ettd f(by - ba) C f(b1) N f(b2). Toisaalta jos
x € f(b1) N f(b2), niin x < by ja x < by. Silloin lauseen 3.13 kohdan (v)
mukaan z < by - bg, jax € f(bl . bg). Niin ollen f(bl . bg) = f(bl) N f(bg)

Yhdiste: Koska by < b1 + b ja by < b1 + bg, niin f(bQ) - f(b1 + b2) ja
f(b1) C f(by + bo). Téastd seuraa, ettd f(by) U f(ba) C f(b1 + ba).

Toisaalta jos taas € f(by + bz), niin = < by + by. Lemman 3.18 nojalla
x < by tal x < by, joten x € f(b1) U f(ba).

Komplementti: Lemman 3.18 mukaan kaikille atomeille z € X, = < b jos
ja vain jos = £ b. Titen f(b) = X \ f(b) = (f(b))°. O

Esityslauseen avulla voidaan testata, muodostaako annettu #arellinen
joukko operaatioineen Boolen algebran. Kaytdnndssad piirretddan vastaavan
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jarjestyksen mukainen Hassen kaavio ja verrataan sitd jonkin potenssijoukon
sisaltymisrelaation mukaiseen Hassen kaavioon. Niin tehddin seuraavassa
esimerkissd luvun tekijajoukolle.

Esimerkki 3.20. Joukossa
A ={a e N|a jakaa luvun 30 } = {1,2,3,5,6,10,15,30}

on kaikki luvun 30 positiiviset tekijdt. Joukossa A on tavalliseen tapaan
binddriset operaatiot: suurin yhteinen tekija syt ja pienin yhteinen jaettava
pyj. Tarkastellaan, saataisiinko joukosta A niilld operaatioilla Boolen alge-
bra. Operaatiot syt ja pyj ovat assosiatiivisia ja kommutatiivisia, ja ne ovat
myo0s keskendén distributiivisia. Valitaan kohtaukseksi syt ja yhdisteeksi pyj.
Nolla-alkioksi 0 on valittava luku, joka toteuttaa ehdon pyj(a,0) = a kaikil-
la a € A. Silloin nolla-alkion on jaettava jokainen joukon A alkio, joten sen
taytyy olla 1. Koska ykkosalkiolle pétee syt(a,1) = a kaikilla a € A, niin
jokainen joukon A alkio jakaa ykkosalkion, joten sen téytyy olla 30. Alkion
a € A komplementti a 1oydetdén ratkaisemalla yhtélot pyj(a,a) = 30 ja
syt(a,a) = 1. Esimerkiksi 3 = 10 ja 6 = 5. Téten B3y = (A, pyj,syt, ~, 1, 30)
on Boolen algebra.

Etsitddn esityslauseen mukainen joukko X ja sen Boolen algebra P(X).
Se on olemassa, silli A on &airellinen. Todistuksessa X valittiin atomien
joukoksi. Tata varten on etsittdva operaatioihin liittyva osittainen jérjestys.
Silloin

a<b joss a-b=a joss syt(a,b) = a joss alb.

Siis a on pienempi tai yht& suuri kuin b, jos ja vain jos a jakaa bn. Tassd
jrjestyksessd joukon A pienin alkio on 1 ja suurin 30. Atomi on nyt sellainen
luvun 30 tekija, joka on ykkostd suurempi, mutta jota pienempédd lukua ei
joukossa A ole. Atomit ovat siis 2, 3 ja 5. Isomorfismikuvaus f on nyt siis
joukolta A joukolle P(X), jossa X = {2,3,5}, ja se médritelladn kaavalla

fla)={zeX |z <a}
jokaiselle a € A. Silloin f(a) = {z € {2,3,5} | « jakaa amn }. Esimerkiksi
f(6) = {2,3}. Kun merkitdén p = 2, ¢ = 3 ja r = 5, saadaan kuvan 3
mukainen Hassen kaavio.
3.5 Boolen matriisit
Boolen matriisien alkiot kuuluvat Boolen algebraan Bs = ({0,1},+,-, 7,0,1).
Maiéiritelmi 3.21. Matriisia

all a1 . QA1n
as ago . aon

aml1 Am2 ... Amn,
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jossa on m vaakarivié ja n pystyrivid, kutsutaan Boolen m x n-matriisiksi
(tai tyyppid m x n olevaksi Boolen matriisiksi), jos a;; € {0, 1} kaikilla
1 <i<m,1<j <n. Matriisille A kdytetddn my6s merkintda (ai;)mxn
tai lyhyemmin (a;;). Matriisin A rivin 4 sarakkeen j alkiota a;; sanotaan
kohdan i, j alkioksi ja merkitddn myos (A);;:114. Kaikkien tyyppid m x n
olevien Boolen matriisien joukko on B, x,-

Saman tyyppisille Boolen matriiseille maaritellian bindarioperaatiot yhdiste
+ ja kohtaus ® ottamalla alkioittaiset yhdisteet ja kohtaukset Boolen alge-
bran By mukaan. Boolen algebrassa By yhdiste +, kohtaus - ja komplementti
~ madriteltiin seuraavasti.:

+]0 1 |0 1 |-
00 1 00 01
1)1 1 1[0 1 1|0

Miiritelma 3.22. Olkoot A = (a;;) ja B = (b;;) Boolen m x n-matriiseja.
Silloin niiden yhdisteen A + B ja kohtauksen A ©® B kohdan i,; alkiot
ovat
(A+B)ij =a;;+bi; ja (A©B);=a;- b,
missi 1 < i < m jal < j < n,ja matriisin A komplementin A kohdan
1,7 alkio on
(A)ij =@ -

Boolen matriisien yhdiste, kohtaus ja komplementti saadaan siis alkiot-
tain kiyttden Boolen algebran By operaatioita.

Esimerkki 3.23. Olkoot
0 0 1 . 010
A_(101> Ja B_<1 1)'
Silloin (A+B)i2 =aj2+bi2=0+1=1ja
01 1 0 0 0 — 1 1 0

A+B_<1 0 1)’ A@B_<1 0 1>’ A_<0 1 0)'
Maiiritelmé 3.24. Nollamatriisin 0,,x, = (0),,x, kaikki alkiot ovat nol-
lia ja ykkOsmatriisin 1,,x, = (1)mxn ykkosid. Merkinndt voi lyhent#é:

)

0 =0mxn jal=1pxn.

Lause 3.25. Olkoon m, n > 1. Silloin (By,xn, +, 5~ Omxns Lmxn) on Boolen
algebra, jossa on 2™" alkiota.

Todistus. Joukon B,,x, yhdisteen ja kohtauksen assosiatiivisuus, kommu-
tatiivisuus ja keskindiset distributiivisuudet seuraavat Boolen algebran Bs
vhdisteen ja kohtauksen ominaisuuksista. Nollamatriisi on yhdisteen neu-
traalialkio ja ykkosmatriisi kohtauksen. Komplementille pitee lait A+A = 1
jaA®A=0. O
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Huomaa, ettd Boolen matriisien kohtaus © ei ole vastaa matriisien taval-
lista kertolaskua. Boolen matriisien tulo lasketaan samalla periaatteella kuin
tavallisten matriisien tulo. Tulossa kéytetddn alkioiden yhteenlaskuna Ba:n
vhdistettd ja kertolaskuna By:n kohtausta.

Maiiritelméd 3.26. Olkoon A = (a;;) Boolen m x n-matriisi ja B = (b;5)
Boolen n x p-matriisi. Matriisien A ja B tulo AB = (¢;;) on Boolen m x p-
matriisi, missi

n

merk.
cij = (@i - biy) + (aiz - bay) + -+ + (@in - bnj) "= Z(aik “brj),
k=1

kun 1 <i <mjal < j < p. Huomaa, ettd summa merkintd Z vastaa
téssd Boolen algebran By yhdistettd -+, ja - on By:n kohtaus.

Esimerkki 3.27. Olkoot

1011
A:<$8(1)> ja B=[00 11
0101

Boolen 2 x 3-matriisi ja 3 x 4-matriisi. Niiden tulo on 2 x 4-matriisi

01 01
AB = < 1 011 )
3
Esimerkiksi alkio c¢o4 on Z(agk . bk4) = (a21 . 1)14) + (agg . b24) + (a23 . 1)34) =
k=1
1-1)+(0-1)+(0-1)=1+0+0=1.

Miéaritelméd 3.28. Olkoon A = (a;;) Boolen m x n-matriisi. Sen trans-
poosi AT = (¢ij) on Boolen n x m-matriisi, jossa

Cij = Qji,
kinl1<i<njal<j<m.

Esimerkki 3.29. Matriisin A transpoosi AT saadaan yksinkertaisesti vai-
htamalla matriisin A rivit transpoosin sarakkeiksi:

0 1
A:<$81) ja AT=[0 0
11

Samantyyppisten matriisien valilld on pienempi tai yhtd kuin -relaatio.

Miiritelma 3.30. Olkoot A = (a;;) ja B = (b;;) Boolen m x n-matriiseja.
Silloin

A S B jOSS Qi S bij kaikilla 1 S 7 S m, 1 < ] <n.
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Huomaa, ettd koska a;;, b;; € {0,1}, niin ehto a;; < b;; on yhtépitava
ehdon (a;; = 0 tai b;; = 1) kanssa.

Esimerkki 3.31. Joukossa Boy3 on voimassa

000 00 1 01 1 111
02X3_(0 0 0)5(1 0 1)5<1 0 1)5<1 1 1)‘1“3'

Boolen algebrassa ovat voimassa olevat ns. yleistetyt distribuutiivilait,
jotke esitetddn seuraavaksi. Kédytetdan lyhennysmerkintdd kohtaukselle

by -by---b, merk. ku,
k=1

Lemma 3.32 (Yleistetyt distributiivilait). Kun a, b1, ..., b, € B, niin

n n

a-<l§bk>22(a-bk) ja a+<lﬁbk>:n(a+bk).D

k=1 k=1
Seuraavat laskulait ovat voimassa Boolen matriisien tulolle.

Lause 3.33. Kun A, B ja C ovat kussakin kohdassa sopivaa tyyppid olevia
matriiseja, on voimassa

1. A(BC) = (AB)C assosiatiivisuus,

2. A(B + C) = AB + AC distributiivisuus,
3. (ATYT = A kaksoistranspoosi,

4. (A+ B)T = AT + BT summan transpoost,
5. (AB)T = BTAT tulon transpoosi.

Todistus. Todistetaan kohdat (i) ja (iv) ja jatetddn muut harjoitustehtéviksi.
(i) Jotta kertolaskut voidaan suorittaa, matriisin A on oltava tyyppid
m X n, matriisn B tyyppid n X p ja matriisin C tyyppid p X q.
Osoitetaan matriisin A(BC) kohdan 4, j alkio samaksi kuin matriisin
(AB)C kohdan i, j alkio, missd 1 <7 <m ja 1 <j < g, kiiyttamalld yleista
distributiivilakia:
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(iv) Nyt A ja B ovat m x n-matriiseja ja tarkastellaan kohdan 4, j alkiota,
jossal<i<njal<j<m

(A+B)")i; = (A+B)j; = (A)ji + (B)ji
= (A");; + (B);; = (AT + BT),;.

3.6 Sovellus: Relaation esitys Boolen matriisin avulla*

Boolen matriisien avulla voidaan esittdd &darellisid bin#dirisid relaatioita.
Kun A ja B ovat joukkoja, miki tahansa karteesisen tulon A x B osajoukko
R on bin#érinen relaatio joukosta A joukkoon B. Kun (a,b) € R, merkitdin
my0s a R b. Ts.

R={(a,b)|a€ A, be B, aRb}.

Relaation R kiifinteisrelaatiota merkitiin R~ jase on {(b,a) | (a,b) € R}.
Jos R on relaatio joukosta A joukkoon B ja S relaatio joukosta B joukkoon
C, relaatioiden yhdiste on Ro S = {(a,c) | (a,b) € R ja (b,c) € S jollakin
b e B}.

Jos R on relaatio joukossa A (eli R C A x A), niin maaritellaén relaation
R potenssit:

1. R =14 ={(a,a) |a € A}, ja
2. R"' = R"oR.

Relaatioista saadaan uusia relaatioita joukko-opin operaatioilla unioni,
leikkaus ja komplementti. Ndiden matriisit voidaan laskea my0s suoraan ma-
triiseja kiyttamilli. Huomaa, etti R = A x B\ R.

Maiéritelméd 3.34. Olkoot A = {a1,...,an} ja B = {b1,...,b,} &irel-
lisid joukkoja. Oletetaan, ettd joukkojen alkioilla on indeksoinnin mukainen
jarjestys, ts. a1 < as < -+ < ap ja by < -+ < by,. Olkoon R binddrinen
relaatio joukosta A joukkoon B. Silloin relaation R matriisi Mg = (r;;) on
Boolen m x n-matriisi, jolle

r = { , Jjos a; Rbj,

0 muuten.

Esimerkki 3.35. Olkoon A = {xz,y,z} ja B = {a,b,c,d,e, f}. Relaatiossa
R C A x B on voimassa zRa, yRe, yR f ja zRe. Silloin relaation matriisi
on

100 00O
Mr=]1 0010 0 1
000O0T10
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Lause 3.36. Olkoon joukot A = {ai,...,am} ja B ={by,... by} jirjestetty
indeksoinnin mukaan. Kun R ja S ovat relaatioita joukosta A joukkoon B,

nin

1. Mg = Mg, jos ja vain jos R =5,

2.

3. Mpus = Mg + Mg,
4- Mpns = Mg © Mg,
5. Mpc = Mg,

Mpr < Mg, jos ja vain jos R C S,

6. M(Z) = Om><n ja MAXB = ]-m><n-

Todistus. Todistetaan esimerkkiné kohta (ii), muut kohdat jitetaan harjoi-

tustehtaviksi:

Mpr < Mg joss
joss
joss
joss
joss

joss

(Mp)i; < (Mg)y; kaikilla 7, j

(Mpg)i; =0 tai (Mg);; =1 kaikilla 4, j
a; Rb; tai a; Sb; kaikilla ¢, j

a; ij = a; S bj kaikilla, 1,7

(a;,b5) € R = (a;,bj) € S kaikilla 4, j
RCS.

O

Myds kidnteisrelaation ja yhdistetyn relaation matriisit saadaan alku-
peréisten relaatioiden matriiseista.

Lause 3.37. Olkoot A= {ai,...,an}, B={b1,...,by} ja C ={c1,...,¢}
joukkoja, joilla on indeksoinnin mukainen jdirjestys, ja olkoon R relaatio
joukosta A joukkoon B ja S relaatio joukosta B joukkoon C'. Silloin

1. Mp1 = Mg ja

2. Mpos = MrMsg.

Todistus. Osoitetaan kohta (ii), kohta (i) jatetddn harjoitustehtiviksi.
Matriisi M gpg on tyyppid m X p ja matriisit M g ja Mg vastaavasti tyyppid
m X n jamn X p, joten tyypit sopivat yhteen. Olkoon 1 <i<mjal <j <p.
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Silloin

(Mpos)ij =1 joss a; RoS ¢j
joss a; Rbg, bpSc; jollakin b, € B
joss (MRg)ir =1, (Mg)g;j =1 jollakin 1<k <n
joss (MR)i - (Mg)p; =1 jollakin 1 <k <n

n

joss > (Mg - (Ms)g;) =1
k=1
jOSS (MRMS)ij =1.

Néin ollen matriisien Mpog ja M Mg kohdan ¢, 5 alkiot ovat molemmat 1
tai molemmat 0, joten matriisit ovat samat. ]

Tarkastellaan lopuksi bin#érisid relaatioita joukossa A = {ai,...,an}.
Relaation R C A x A matriisi on n X n-matriisi.

Maéiritelma 3.38. Boolen n x n-identiteettimatriisi on

10 ... 0
01 ... 0
I, =
00 ... 1

Joukon A identiteettirelaatiossa 4 on voimassa al4b, jos ja vain jos
a = b. Identiteettirelaation matriisi on siis I,,.

Kun R on joukon A relaatio, sen potenssit R® ovat myds joukon A relaa-
tioita. Olkoon |A| = n. Relaation R C A x A transitiivinen sulkeuma on
relaatio R¥ = RUR2U---UR" ja sen refleksiivinen transitiivinen sulkeuma
on relaatio R* = I, UR™.

Lause 3.39. Olkoon A joukko, jossa on n alkiota, ja olkoon R relaatio
joukossa A. Silloin

1. My, =1,,

2. Mpm = MRg" kaikilla m > 0,

8. Mp: = Mgt + MG+ + My,

4. Mp- =T, + Mp' + M2 + -+ My".

Todistus. Kohta (i) on selvi.

Lauseen 3.37 mukaan Mg = MpMpg. Induktiolla yleistdmalld saadaan
tulos Mpm = Mp", kun m > 1. Lisdksi, koska RY = I, saadaan Mpo =
M;, = I, = M. Tisté seuraa kohta (ii).

Kohdat (iii) ja (iv) seuraavat nyt relaatioiden R* ja R* miiritelmisti:

]
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Esimerkki 3.40. Olkoon joukon A = {a,b,c} relaatio R seuraava: aRa,
bR c ja cRa. Silloin relaation transitiivisen sulkeuman matriisi M p+ ja re-
fleksiivisen transitiivisen sulkeuman matriisi M g« lasketaan néin:

1 0 0 1 0 0 1 00
Mrp=| 0 0 1 |, Mg = 1 0 0 |,Mpgs= 10 01,
1 0 0 1 0 0 1 00
1 0 0 1 0
MR+:MR+MR2+MR3: 1 0 1 aMR*:I3+MR+: 1 1
1 0 0 1 0

e )
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4 Kielet ja aarelliset automaatit

Téssé luvussa tutustutaan formaalisten kielten ja automaattien terorian pe-
rusteisiin.

4.1 Aakkosto, sana ja kieli

Miidritelma 4.1. Ackkosto X on &dérellinen joukko, jonka alkioita kutsu-
taan kirjaimiksi tai symboleiksi. Sana w on &drellinen jono w = x1T9 -+ Ty
symboleita x1, z9, ..., T, aakkostosta X. Tyhjdssd sanassa € ei ole yhtdin
kirjainta. Kaikkien aakkoston X sanojen joukko on X*. Siis

Y={rze - xpm |meN, x1,x9,..., 2y € X}

Esimerkki 4.2. Jos aakkosto on ¥ = {a, b, c}, niin sen sanoja ovat ¢, a, b,
¢, ab, acacbabbb, . ..

Esimerkki 4.3. Binddriaakkoston ¥ = {0,1} sanoja ovat kaikenlaiset bit-
tijonot ¢, 0, 1, 00, 10011101, ...

Miiritelmd 4.4. Sanan w = 129 - - - Ty, pituus |w| on m, kun z1, x9, ...,
T, € 2. Jokainen x; esiintyy sanassa x1Ts- - - T,,. Kirjaimen a esiintymien
mAArd sanassa w on |wlg.

Esimerkki 4.5. || = 0 ja |abbcc| = 5. Sanassa w = abbcaac kirjaimet
b ja c esiintyvit kahdesti, ja kirjaimella b on kaksi esiintymii sanassa w.
|abbecaac|, = 3

Jos sama kirjain esiintyy perdkkiin, voidaan merkintdéd lyhentdd. Kun
a € ¥, a' on sana aa...a, missi kirjaimia a on ¢ kappaletta. Merkitdan
myos ¥ =e.

Miédritelmi 4.6. Sanojen u = x1 -+ Ty ja v = y1 - - - Yn yhdiste eli katenaa-
ti0 u-v on Xy ...TmY1 - .- Yn- Piste voidaan jattad pois ja silloin uv = u - v.

katenoitavat sanat kirjoitetaan yksinkertaisesti perdkkiin. Huomaa, et-
td sanojen yhdistdminen on assosiatiivinen operaatio. Liséksi tyhjdn sanan
katenoiminen mihin tahansa sanaan ei muuta sanaa: ¢ -w = w - & = w.

Esimerkki 4.7. Jos u = abbcc ja v = abe, niin u - v = abbccabe.
Maéiritelmé 4.8. Kieli L on jokin joukko aakkoston ¥ sanoja. Siis L C X*.

Esimerkki 4.9. {abbc,ac}, ¥* ja () ovat aakkoston ¥ = {a,b,c} kielid.
Samoin {b" | i € N} = {e,b,bb, bbb, ... } on kieli.
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Sanajonoja voidaan méaritelld induktiivisesti. Ndiden ominaisuuksia voidaan

sitten todistaa kiyttadmaélla induktiota.

Esimerkki 4.10. Olkoon ¥ = {a, b}. Sanat wyg, wy, ..., mééritellddn kaavoil-
la wg = a, w41 = w; - b. Silloin wy = web = ab, wa = wib = abb, jne.
Niytetdan, ettd kun ¢ > 0, niin w; = ab'.

Induktion lihtokohta on i = 0. Silloin wyg = a = a - = ab’ pitii
paikkansa. Oletetaan sitten, ettd wy, = ab® jollakin k > 0, ja niytetiiin

= ab"*1. Induktiotodistus: miiritelmin mukaan wi+1 = wib. Induktio-
bk+1.

W41
oletuksesta seuraa, ettd wib = abkb, joka on a

Maéiritelméd 4.11. Olkoot u ja w € ¥*. Silloin u on sanan w tekijd, jos on
olemassa sellaiset sanat z ja y € X*, ettd w = xuy. Jos téssid x = ¢, niin u
on sanan w prefiksi, ja jos y = €, niin w on sanan w suffiksi. Tekija u on aito,
jos u # w. Sanan w tekiji on siis jokin sanan w yhtendinen osasana. Jos
tekija sijaitsee sanan alussa, se on prefiksi, jos taas lopussa, se on suffiksi.
Sanan w € X* peilisana eli kidnteissana w™ on sana, joka luettuna oikealta
vasemmalle on w.

Esimerkki 4.12. Sanan aabbceddd tekijoita ovat aab, beed ja dd. Niistd aab
on prefiksi ja dd on suffiksi. Sanan acbb peilisana on (acbb)® = bbca.

4.2 Kielten operaatioita

Kieli on kaikkien sanojen joukon ¥* osajoukko ja siten se voi olla ddreton
tai dédrellinen. Pieni &&rellinen kieli voidaan esittdéd luettelemalla kaikki si-
ihen kuuluvat sanat. Kielet voidaan esittda myos jonkin niiden ominaisuuden
avulla, esim. L = {w € ¥* | w:ssé el esiinny kirjainta a}. Kolmas mahdol-
lisuus on kayttaé erilaisia operaatioita.

Ensinnékin kielid voi késitelld joukkoina. Silloin kielille L ja K C X*
voidaan méadritelld seuraavat operaatiot:

unioni LUK ={w|weLtaiwe K}

leikkaus LNK={w|weLjaweK} ) o _
komplementti ¢ =%\ L= f{we* |wegr} —omerkiksijos K=
erotus L\K={w|weLw¢K}

{abc, aac, cc} ja L = {abe, ce, cec}, niin K U L = {abe, aac, cc,ccc}, KN L =
{abc, cc} ja K\ L = {aac}.

Kahden kielen L ja K tulo eli katenaatio LK on kieli, jonka jokainen
sana saadaan aikaan yhdistdmalla mika tahansa kielen L sana mihin tahansa
kielen K sanaan:

LK ={uv |ue€e L,veK}.

Esimerkiksi jos L = {ab’ | i € N} ja K = {¢' | ¢ € N}, niin

LK = {ab'd | i,j € N}.
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Kun kieli L katenoidaan itsensé kanssa, saadaan kielen L toinen potenssi
LL, jota voidaan merkitd L?. Jos n € N, niin kielen L n:s potenssi saadaan
katenoimalla kieli itsensi kanssa n kertaa. Rekursiivisesti sama voidaan méaaritel-
15 L° = {e} ja L"*! = L"L. Esimerkiksi kielen L = {ab’ | i € N} kolmas
potenssi on L? = {ablab’ab® | i,j, k € N}.

Kielen L iteraatio sisadltda kaikki kielen L potenssit:

=L ={w.. up|n>0u €L}
i>0

Iteraation jokainen sana saadaan siis katenoimalla kielen L sanoja &darellisen
monta kertaa. Huomaa, ettd myoOs eri sanat voidaan yhdistdd perdkkiin.
Esimerkiksi jos L = {ab, bb, ccc}, niin

L* ={e, ab, bb, ccc, abab, abbb, abeee, bbab, bbbb, bbece,

cceab, ccebb, ceecee, ababab, ababbb, . . . }.

Huomaa myds, ettiiteraatioon kuuluu aina L, joten tyhjisana e kuuluu aina
iteraatioon.

Edellisistda operaatioista unioni, leikkaus ja komplementti ovat joukko-
opillisia ja unioni, tulo ja iteraatio sddnndéllisid operaatioita.

Esimerkki 4.13. Merkintd X* on selvésti johdonmukainen iteraatiotihden
kanssa. Voidaan ajatella, ettd aakkosto ¥ onkin kieli L, jossa on yksikir-
jaimisia sanoja. Sen iteraation L* sanat ovat muotoa wi - wsg - - - - - wy,, jossa
n € Njawy, ..., w, € L. Koska sanat wi, ..., w, ovat vain kirjaimia
joukosta ¥, niin kieli L* on kaikkien sanojen joukko, jonka kirjaimet kuulu-
vat joukkoon 3.

Esimerkki 4.14. Oletetaan, ettd L = (). Jos sana on muotoa wy -wsg -+ - --wy,,
jossan € Njaws, ..., w, € 0, ainoa mahdollisuus on, ettid n = 0. Silloin sana
on katenoitu nollasta kappaleesta sanoja ja on siten tyhja e. Siis 0* = {}.

Lause 4.15. Jos L C K, niin L* C K*.
Todistus. Demonsraatiot. O

Esimerkki 4.16. Olkoon L binddriaakkoston ¥ = {0, 1} kieli, jonka sanoissa
nollia on eri mééra kuin ykkosia: L = {w € {0,1} | |w|o # |wl|1}. Néytetdén,
ettd L* = ¥*. Ensinnédkin L* C {0,1}*, koska L on bin#ériaakkoston kieli.
Toisaalta {0,1} C L, silli kummassakin sanassa 0 ja 1 nollia ja ykkosid

esiintyy eri méérd. Silloin edellisen lauseen nojalla {0,1}* C L*. Yhteensi
siis L* = {0, 1}*.

Lause 4.17. Mille tahansa kielelle L C ¥* patee L™ = {e} U L*L.
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Todistus. Olkoon w € L*. Silloin w voidaan jakaa joiksikin sanoiksi uj € L,
.., Uy € L niin, ettd w = uy...u,. Jos n = 0, niin sana uy...u, = . Jos
taas n > 1, niin sana u; ...u,_1 € L™ ja sana u, € L, joten w € L*L.
Toisaalta jos w = ¢, niin w € L*. Jos w € L*L, niin w voidaan jakaa
kahteen sanaan w ja v, joista w € L* ja v € L. Télloin u on muotoa u =
UL ... Up, Missd n > 0 ja uy, ..., uy € L. Silloin w = wv = uy ... u,v, missi
Ui, ... Up, 0 € L, joten w € L*. O

Kielet ovat usein dédrettomid, mutta ne pitiisi pystyd esittdmain Adirel-
lisessé tilassa. Tarkastelemme t&lla kurssila kahta tapaa kielen esittdmiseen:
1) esittdmistd kielten operaatioiden avulla kuten edelld, ja 2) esittdmisté
hyvaksyvén automaatin avulla. Huomaa, ettéd kaikkia kielid ei voida esittaa
kiyttden niitd tapoja. Nimittéin kieli L on miké tahansa ddrettomén joukon
¥* osajoukko ja néitd osajoukkoja on ylinumeroituva maira.

4.3 Saannolliset ilmaisut

Esimerkki 4.18. Esitetdén seuraava kieli I muodostamalla se kolmen eri
operaation avulla pienemmisté kielistd. Olkoon L € ¥*, ¥ = {a, b}, kieli,
johon kuuluvat ensinnékin ne sanat, joissa b esiintyy kaksi kertaa ja b:n esi-
intymét eivat saa olla vierekkiin, ja toiseksi ne sanat, joissa b esiintyy en-
simmaéisend kirjaimena ja muut kirjaimet ovat a-kirjaimia. Silloin L voidaan
esittdd muodossa

L= ({a}"-{b} - {a}" - {a} - {b} - {a}") U ({b} - {a}")

kiyttden ainoastaan kieliéd, joissa on yksi yksikirjaiminen sana, ja sd&nnol-
lisid operaatioita, eli unionia, katenaatiota ja iteraatiota. Kun sulut ja piste
jatetaan pois, saadaan sdannollinen ilmaisu a*ba*aba™ U ba*, joka esittaé
kieltd L.

Miiritelmd 4.19. Sdannollinen ilmaisu (regular expression) aakkostossa
> méadritellddn seuraavasti.

1. 0 ja a ovat sddnnollisis ilmaisuja, kun a € X.

2. Jos a ja [ ovat sddnnollisid ilmaisuja, niin myds (o U ), (af) ja o*
ovat.

3. Tassa ovat kaikki sdannolliset ilmaisut.

Vihentadksemme sulkujen méaaraéd sovimme operaatioiden presedenssin
niin, ettd iteraatiota sovelletaan ensiksi, sitten katenaatiota ja viimeiseksi
unionia. Silloin esimerkiksi o U v tarkoittaa ilmaisua oo U (5(7)*).

Esimerkki 4.20. Olkoon X = {a, b, c}. Sdannollisia ilmaisuja ovat 0, a, ab,
abce, a U abee, (a U abec)aa, (ab)* ja ab®.
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Sadnnollinen ilmaisu on nyt vain sana, mutta sen on tarkoitus edustaa
kokonaista kieltd. Méaaritelladn seuraavaksi, mitd kieltd sddnnollinen ilmaisu
esittdd, vaikka se kdykin melko selvisti ilmi esimerkista.

Miéritelma 4.21. Sddnnollinen ilmaisu « esittdd kieltd L(a) seuraavasti.
1. L(0) =0 ja L(a) = {a}, kun a € X.
2. L(aUB) = L(a) U L(B), L(af) = L(a)L(B) ja L(a™) = L(a)*.

Téassd L on funktio sddnnollisten ilmaisujen joukolta kielien joukkoon.
Esimerkin 4.18 kieli voidaan kirjoittaa uudestaan muotoon L(a*ba*aba™ U
ba*) = L.

Esimerkki 4.22. Miti kieltéd esittad sdédnnollinen ilmaisu a*(bU ¢)? Laske-
taan siis L(a*(bU ¢)).
L(a*(bUc)) = L(a*)L(bUc) = L(a)*L(bU ¢)
— L(a)"(L(b) U L(©)) = {a}* ({0} U{e}) = {a} {b.c}.

Tuloksena saadaan kieli, jonka sanat alkavat nollalla tai useammalla a-kirjaimella
ja paittyvat b- tai c-kirjaimeen.

Miédritelmi 4.23. Olkoot a ja S sddnnollisid ilmaisuja. Jos ne esittavét
samaa kieltd eli L(a) = L(f), niin « ja [ ovat ekvivalentit ja merkitddn

a = p.

Esimerkki 4.24. Ilmaisu a(aa)* esittdd kielti, jonka sanat ovat paritonta
pituutta, ja (aa)” kieltd, jonka sanat ovat parillista pituutta. Siksi voidaan
kirjoittaa a(aa)* U (aa)* = a”.

Miédritelma 4.25. Kieli L on sd@dnndllinen, jos jokin sddnndllinen ilmaisu «
esittdd sitd. Kaikkien aakkoston ¥ sadnnollisten kielten joukko on REG(Y).

Mééritelmén mukaan siis kieli L € ¥* on s#finnéllinen, jos a) L = (), b)
L ={a} jollekina € ¥, c) L = L1 U Ly, d) L = Ly Ly tai e) L = L7 joillekin
saannollisille kielille Ly ja Lo.

Esimerkki 4.26. Kieli {¢} on sdannollinen, silld * esittaa sité.

Esimerkki 4.27. Olkoon ¥ = {a,b, c}. Kieli, jossa on kaikki sanat, joiden
prefiksi on aa, on sdénndllinen, silld aa(a UbU ¢)* esittdd sité.

Mythemmin ndytdmme, ettd kieli {a"b"™ | n > 0} ei ole sddnnollinen kieli.
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4.4 Epideterministinen direllinen automaatti

Sadnnolliset kielet voidaan tunnistaa #érellisten automaattien avulla. Aérelli-
nen automaatti on laskentamalli, jolla on &irellinen muisti.

Adirellisessi. automaatissa on syottonauha, sitd luke-

va lukupédd ja dérellinen m#aréd sisdisia tiloja. Se lu- —
kee syottod symboli kerrallaan ja valitsee uuden tilan [SIYIK|T]:--
lukemansa kirjaimen ja nykyisen tilan mukaan. Alussa lukupdi
automaatti on tietysséd alkutilassa. Se hyviksyy luke-

mansa syottosanan, jos se pystyy saavuttamaan jonkin 0. @1
erityisistd lopputiloista lukemalla koko sydttdsanan. ar

Kaikki sanat, jotka automaatti hyvéiksyy, muodosta-
vat automaatin hyviksymén kielen.

Maiéiritelma 4.28. Epddeterministinen darellinen automaatti on viisikko
A=(Q,%,A,q, F),
missi
1. @ on adrellinen joukko tiloja,
2. ¥ on #drellinen sydttoaakkosto,
3. ACQx (ZU{e}) x Q on siirtymdrelaatio,
4. qo € Q on alkutila ja
5. F C @ on lopputilojen joukko.

Siirtymaérelaatio A on joukko kolmikkoja muotoa (q,a,r), jossa ¢ ja
r € @ ja a € ¥. Se midrdd automaatin toiminnan. Jos (¢,a,7) € A ja
automaatti on tilassa ¢ ja seuraavaksi luettava kirjain syottonauhalla on a,
niin automaatti voi siirtya tilaan r. Siirtymaa (g, a,r) voidaan nimittda a-
surtymdksi. Jos siirtymésséi (g,e,r) el ole kirjainta vaan e, niin automaatti
voi siirtyd tilasta ¢ tilaan r lukematta yhtdan kirjainta. Tallaista siirtymé&a
sanotaan e-sirtymdksi. Merkitddn a- ja e-siirtyméa seuraavasti:

qLH“ ja qiﬂ“.

Kun epideterministinen automaatti A lukee sanan w € ¥*, niin se kulkee
joidenkin tilojen ¢1, ..., ¢, kautta. Aina, kun se kulkee tilasta ¢;_1 tilaan ¢;,
se joko lukee syottosanasta yhden kirjaimen tai siirtyy uuteen tilaan lukemat-
ta mitddn. Voidaan sanoa, ettd se lukee sybttosanasta osan z; € (X U {e}).
Téaten w voidaan jakaa sellaisiin osiin w = x1 ... x,, etti

(qifl) T, ql) S A)
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kun ¢ =1,...,n. Nyt sanan w lukeva lasku on siirtymien jono alkutilasta gg
johonkin tilaan g,, jossa jokainen sanan w kirjain tulee luetuksi. Se voidaan
kirjoittaa muodossa

1 T2 Tn—1 Tn
qQ —>q1 —> " —7> qn-1 —2qn

ja voidaan lyhentdd muotoon
P
qQ — (n-
Jos viimeinen tila ¢, on lopputila, lasku on hyvdksyvd, muuten hylkddva.
Merkitdan myos ¢ — ¢, kun ¢ € Q. Jos halutaan korostaa, etti p — ¢
on automaatin A lasku, merkitdan p % q.

Yhdella sanalla voi olla monta laskua: kun automaatti on tilassa ¢ ja lukee
kirjaimen a ja relaatiossa A on kolmikot (¢, a,r) ja (¢, a,s), automaatti voi
siirtyé tilaan r tai s. Téssé lasku haarautuu kahdeksi laskuksi. Samoin jos
liséksi relaatiossa A on kolmikko (g,e,t), automaatti voikin siirtyé tilaan
t lukematta mitéddn, ja saadaan kolmas lasku. MyoOs voi kiyd& niin, ettd
syottosanan seuraavaksi luettava kirjain on a ja tilasta ¢ ei ole yhtddn a-
eikd e-siirtymé&a. Silloin lasku on keskeytettava ja lasku on hylkdavi. Sana w
hyviksytidn, jos ainakin yksi laskuista gg — ¢y, on hyviksyva.

Epédeterministinen automaatti A tunnistaa eli hyviksyy sanan, jos sanal-
la on ainakin yksi hyviksyvé lasku. Epddeterministisen automaatin A tun-
nistama eli hyvdksymd kieli on sen hyviaksymien sanojen joukko

L(A) = {w € * | qo — ¢y jollekin ¢, € F}.

Automaatti voidaan esittdd siirtymdgraafin avulla, jossa jokaista tilaa
kohti on ympyré ja jokaista siirtymé#é (q, x,r) kohti on symbolilla x merkitty
nuoli tilasta ¢ tilaan r. Alkutila merkitdén siihen tulevalla lyhyelld nuolella
ja jokainen lopputila siitd ldhtevalla lyhyelld nuolella.

Esimerkki 4.29. Olkoon A = ({0, 1,2, 3}, {a, b}, A,0,{3}) automaatti, jon-
ka siirtymérelaatio on

A ={(0,a,0),(0,b,0),(0,a,1),(1,b,2),(2,a,3),(3,a,3),(3,b,3)}.
Automaatin A siirtymégraafi on alla. Sanalla baba on seuraavat laskut:
0-50-%0-2%0-%0,
0-250-%0-2%0-%1,
0-250-%1-22-%3
Niistd vain viimeinen on hyviksyvi, silld se pdattyy tilaan 3. Mutta se ri-
ittad, ja sana baba kuuluu kieleen L(A). Sen sijaan kaikki sanan aab laskut

paattyvat tilaan 0 tai 2, joten sanaa aab ei hyviksytd. Voidaan ndyttas, etta
A hyviksyy kaikki sanat, joilla on tekija aba.
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a,b a,b

Esimerkki 4.30. Automaatilla A = ({0,1,2},{a,b},A,0,{0,2}) on siir-
tymérelaatio A = {(0,a,1),(0,q,2), (1,b,2),(1,¢,0), (2,&,0)}. Sen siirtymé-
graafi on vieressi. Sanalla aab on hyviksyva lasku

0-9592-550-%1-20

Sen sijaan sanaa abb ei hyvéiksyti, silld sen kaikki laskut ovat hylka&via:

0-%1-2%2-550,
0-1-0,
0-%2-50.
Myos kaikki sanat, jotka alkavat kirjaimelld b hylatdan, silld niilla ei ole

yhtéén laskua. Automaatin hyviksyma kieli on L(A) = L((a U ab)*).

Miiritelmd 4.31. Automaatit A; ja Ag ovat ekvivalentit, jos L(A;) =
L(As).

Esimerkki 4.32. Olkoon B = ({0, 1,2}, {a,b}, A, 0,{0, 1}) automaatti, jon-
ka siirtymaérelaatio on A = {(0,a,1),(1,a,0),(1,b,0)}. Sen hyviksymé kieli
on my6s L(B) = L((a U ab)*). Automaatti B on ekvivalentti esimerkin 4.30
automaatin 4 kanssa.

a

S 0=0

a,
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4.5 Deterministinen darellinen automaatti

Kun epadeterministiselld automaatilla voi olla yhté syottosanaa kohti yksi tai
useampi lasku tai jopa ei yhtdan laskua, niin deterministiselld automaatilla
on tidsmélleen yksi lasku jokaista syottosanaa kohti. Silloin siirtymérelaatio
A CQx (Z2U{e}) x Q voidaan muuttaa funktioksi 6 : Q x ¥ — Q. Tami
tarkoittaa, ettd kun automaatti lukee tilassa g syottokirjaimen a, silléd on tas-
mélleen yksi vaihtoehto siirtyd seuraavaan tilaan, jota merkitdén d(q, a):lla.
Deterministiselld automaatilla ei ole myoskéin e-siirtymié, joten sen on aina
pakko lukea yksi kirjain jokaisella askeleella.

Miéritelma 4.33. Deterministiselld darelliselli automaatilla A = (Q, X, 6, qo, F)
on samat komponentit ), 2, qo ja F' kuin epddeterministiselld automaatilla,
mutta

3. 0:Q x X — Q on surtymdfunktio.

Deterministinen automaatti eroaa epideterministisestd vain siiné, etté
siirtymérelaation tilalla on siirtyméfunktio. Siirtyméfunktio siirtyy vain yh-
den kirjaimen kerrallaan. Laajennetaan sitd niin, ettd se voi siirtyd sanan
kerrallaan. Jos luetaan tyhjé sana, tila ei vaihdu. Jos luetaan sana wa, jossa
a on viimeinen kirjain, niin luetaan ensin tilassa ¢ sana w, jolloin saavutaan
tilaan 0(g, w). Téssé tilassa luetaan sitten viimeinen kirjain a, jolloin tullaan
tilaan §(0(q,w),a). Silloin § laajenee funktioksi ¢ : Q@ x ¥* — @Q, jolle

5(Q7€) = g,
0(q,wa) = 5(5(q,w),a), kun w € ¥*, a € X.

Deterministiselld automaatilla on jokaista sydttosanaa kohti tarkalleen
vksi lasku, joka alkaa alkutilasta gg. Jos sydttosana on w, laskun lopussa
automaatti on tilassa 6(go, w). Jos tdmé tila on lopputila, eli jokin joukon F
tiloista, lasku on hyviksyvd ja sana w hyviksytaan. Jos tila 6(qo,w) ei ole
lopputila, sana w hyldtdin. Automaatin A tunnistama tai hyvdksymd kieli
on sen hyviksymien sanojen joukko

L(A) = {w € * | §(qo,w) € F}.

Esimerkki 4.34. Olkoon A = ({0,1,2,3},{a,b},9,0,{3}) automaatti, jon-
ka siirtyméfunktio § ilmoitetaan seuraavan siirtymdtaulukon avulla.

b)) automaatin A siirtymégraafi
Q a b
— 1 0 ok
s 1] 1 2 a_ (3
2 3 0
«— 3 3 3
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Sanalla baabaa on nyt lasku

0(0,baabaa) = §(6(0,b), aabaa) = §(0, aabaa)
= 0(1,abaa) = (1, baa) = 6(2,aa) = 6(3,a) = 3.
Koska 3 on hyviksyva tila, sana baabaa hyviksytdan. Sen sijaan sanalla abb

on lasku
0(0,abb) = §(1,bb) = 06(2,b) = 0.

Mutta koska 0 ei ole lopputila, sana abb hylatdan. Voidaan paitelld, etté
automaatin A tunnistama kieli on

L(A) = {a,b}"{aba}{a,b}* = {w € {a,b}* | aba on wn tekiji}.

Asia tulee selvemmiksi, jos korvaamme tilojen nimet 0, 1, 2 ja 3 sanoilla ¢,
a, ab ja aba. Silloin tila muistaa, miten pitkille olemme jo l6yténeet teki-
jia aba! Huomaa, ettd olemme I0yténeet esimerkin 4.29 automaatin kanssa
ekvivalentin deterministisen automaatin.

Siirtyméamerkintid. Deterministisen automaatin lasku voidaan kirjoittaa
my0s kiyttden epaddeterministisen automaatin siirtymamerkintdda. Kun lue-
taan sana w = aj ...a,, missi a; € 3, automaatti kiy joissakin tiloissa qq,
.-y Qn, joilla
6(qi-1,a;) = qi,
kun ¢ = 1,..., n. Tama lasku voidaan kirjoittaa samassa muodossa kuin
epadeterministisilla, automaateilla:

al a2 Gn—1 an
q0 > q1 > > dn—1 ? Qn.-

Kun jatetdan vélitilat pois, edellinen lasku voidaan esittdd muodossa
a1-an
qQ — dqn-
Silloin automaatin hyviiksyma kieli on

L(A) = {w € ¥* | o = gy jollekin ¢, € F}.

Esimerkki 4.35. Esimerkin 4.34 lasku 6(0,abb) = 6(1,bb) = 6(2,b) = 0
voidaan kirjoittaa muodossa

0-%1-592 by,
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4.6 Deterministisen ja epiddeterministisen automaatin ekvi-
valenssi

Osoitamme nyt, etté vaikka epiddeterministinen automaatti néyttasd yleisem-
maltd kuin deterministinen, niin se ei silti pysty tunnistamaan enempéié
kielid kuin deterministinen automaatti. Seuraavaksi osoitetaan, etté jokainen
epadeterministinen automaatti voidaan muuntaa ekvivalentiksi deteminis-
tiseksi automaatiksi. Ta&mé& muunnos tapahtuu kahdessa askeleessa, ensin
poistetaan e siirrot ja sen jéilkeen tehdddn ns. osajoukkokonstruktio, jolla
padstaan eroon epideterministisyydesta eli tapauksista joissa (q, a, p), (¢,a,7) €

AjapFr.

g-siirtymien poistaminen

Néytetddn ensin, ettd siirtymét, joissa luetaan vain tyhja sana, voidaan ko-
rvata yhden symbolin lukevilla siirtymilla, eikd tunnistettu kieli muutu.

Lause 4.36. Epddeterministinen automaatts on ekvivalentti sellaisen epdde-
terministisen automaatin kanssa, jossa ei ole e-surtymid.

Todistus. Naytetadn, ettd kielen L tunnistavan epéddeterministisen automaatin

A=(Q,%2, A, q, F) siirtymérelaatio A C Q x (XU{e}) x Q voidaan korvata

relaatiolla A’ C Q x ¥ x @ ja saatu automaatti tunnistaa saman kielen L.
Tarvitsemme uuden késitteen: tilan p € @ e-sulkeuman clos(p), joka on

clos(p) ={qeQ|p—q}.

Joukkoon clos(p) C @ kuuluvat siis kaikki tilat, jotka voidaan saavuttaa
p:sta e-siirtymilld. Madritelldasin uusi epddeterministinen automaatti B =
(Q,%, A" qo, F'), joka eroaa A:sta siirtymijoukoltaan ja mahdollisesti myds
lopputilajoukoltaan. Korvataan ensin alkutilasta ldhtevit e-siirtymét ja sit-
ten muut e-siirtymét.

Jos on olemassa e-siirtymien jono gy — ¢ + johonkin lopputilaan ¢y € F,
niin lisitéin qo lopputilojen joukkoon: F' = F'U {qo}. Sitten kaikki muotoa
go — p olevat siirtymét otetaan pois ja tilalle vaihdetaan siirtymét

{(q0,a,q) | (p,a,q) € A jollekin p € clos(qo) }.

Muut siirtymit jitetddn ennalleen. Silloin Am lasku muotoa gy — ¢1 —>
¢2 — ... muuttuu muotoon ¢y — g2 — ... Merkitifin saatua siir-
tymijoukkoa A’:1l3.

Uusi siirtymé#joukko A” saadaan A’:sta yhdistdmélld e-siirtymét kirjain-
siirtymiin seuraavasti:

(p,a,q) € A” jos ja vain jos (p,a,r) € A" joillekin r € Q ja q € clos(r),

missi p, ¢ € Q ja a € X. Nyt Am lasku muotoa gy — q1 — g2 LN g3 —>

qs — ... muuttuu muotoon gy = q2 L qe — ...
Selvésti A ja B tunnistavat saman kielen, joten L(A) = L(B). O
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Esimerkki 4.37. Poistetaan e-siirtymét automaatista A = ({0,1,2,3,4},
{CL, ba ) d}’ A’ 0, {35 4})7 missé

A ={(0,e,1),(0,a,2),(1,b,2),(2,¢,3),(2,d,4),(3,¢,4), (4,¢,1)}.

Tunnistetaan ensin e-sulkeumat: clos(0) = {0,1}, clos(1) = {1}, clos(2) =
{2}, clos(3) = {3,4,1} ja clos(4) = {4, 1}.

Ensin yhdistetddn alkutilasta lahtevi e-siirtymé (0,e,1) ainoaan tilasta
1 lahteviin kirjainsiirtyméén (1,b,2). Saadaan uusi siirtyma (0, b, 2). Tietysti
siirtymé (0,¢,1) jitetéifin pois. Siirtymirelaatio A’ on siis

A" ={(0,a,2),(0,b,2),(1,b,2),(2,¢,3),(2,d,4),(3,¢,4), (4,¢,1)}.

Lopputilojen joukkoa ei tarvitse muuttaa, koska 1 ei ole lopputila.

Sitten yhdistetddn tilat joukosta clos(r) r-tilaan tuleviin kirjainsiirtymi-
in. Alkutilaan 0 ei tule yhtd#n siirtym##, joten mitdédn ei tarvitse tehda.
Tilojen 1 ja 2 e-sulkeumissa ei ole muita tiloja kuin ne itse, joten niitdkaan
varten ei tarvitse muuttaa mitddn. Tilaan 3 tulee vain siirtymé (2, ¢, 3), joka
yhdistetéén joukon clos(3) tiloihin 3, 4 ja 1. T4ten saadaan siirtymét (2, ¢, 3),
(2,¢,4) ja (2,¢,1), joista jalkimméiset ovat uusia.

Vield yhdistetaan tilat joukosta clos(4) = {4, 1} 4-tilaan tuleviin kirjain-
siirtymiin, joita on vain (2,d, 4), jolloin saadaan siirtymét (2, d,4) ja (2,d, 1),
joista jalkimmaéinen on uusi. Kun jatetdan e-siirtymét pois, automaatin siir-
tymarelaatioksi tulee

A" ={(0,a,2),(0,b,2),(1,b,2),(2,¢,1),(2,d,1),(2,¢,3),(2,¢,4),(2,d,4)}.

siirtymérelaatio A siirtymérelaatio A’ siirtymérelaatio A”

Epéddeterministisyyden poistaminen

Seuraavaksi poistetaan epadeterministiset siirtymat, siis siirtymét, joilla tilas-
ta padsee samalla kirjaimella kahteen eri tilaan, ja lisdtdan puuttuvia siir-
tymiéd. Tamé tehdddn seuraavasti.

Ajatellaan, ettd epadeterministinen automaatti A ei ole tietylla hetkelld
yhdessé tilassa vaan joukossa tiloja: nimittdin kaikkien niiden tilojen joukos-
sa, jotka voidaan saavuttaa alkutilasta sithen mennessé luetulla syottosanan
osalla. Jos esimerkiksi automaatti A jonkin sydttosanan luettuaan voi olla
tiloissa qg, ¢o tai g3 mutta ei tiloissa ¢; ja g4, niin ajatellaankin A:n olevan
yhdessd yhteisessi tilassa {qo, ¢2,¢s} eikd vain jossakin niistéd tiloista. Jos
seuraava syottosymboli veisi A:n tilasta gg tilaan g1 tai g9, go2:sta ggp:aan ja
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gs3:sta go:een, niin A:n seuraavaksi tilaksi ajatellaan {qo, q1,q2}. Uutta sys-
teemid, kutsutaan osajoukkokonstruktioksi, koska tilojen joukosta @) siirry-
tadn tilojen osajoukkojen joukkoon P(Q) = {H | H C Q}.

Lause 4.38. Jokaista epddeterminististd darellistd automaattia kohti on ole-
massa ekvivalentti deterministinen darellinen automaatts.

Todistus. FEsitetddn deterministinen automaatti B, joka hyviksyy epédeter-
ministisen automaatin A = (Q, %, A, qo, F') hyviksymén kielen L. Voidaan
olettaa, ettd automaatin A siirtymérelaatiosta A on edellisen lauseen mukaan
Jjo poistettu e-siirtymit.

Miééritellddn automaatti B = (P, %, 0, Qo, G) seuraavasti:

P = 29 = Q:m potenssijoukko,
6(H,a) = {q€Q|(p a,q) € Ajollekin p € H}
= {q€Q|p%>qjollekinp€H}, kun He P,ae X,
Qo = {w} Ja
G = {HCQ|HNF #0}.

Selvisti B on deterministinen. Néytetdin ensin seuraava viite kaikille H C @
ja w € ¥* induktiolla w:n pituuden suhteen:

S(H,w)={qeQ ]p%qjollekinpe H}.

Jos |w| = 0 eli jos w = ¢, niin §(H,e) = H siirtyméfunktion § méadritelmén
mukaan. Edelleen H voidaan esittdd muodossa H = {q¢ € Q | p % q jollekin

p € H }, silld A:ssi ei ole oletuksen mukaan e-siirtymié eri tilojen vélilla.
Olkoon sitten |w| > 0 eli w = ua, a € ¥ ja u € ¥*. Induktio-oletuksen
mukaan 6(H,u) = {qg € Q@ | jollekinp € H: p % q }. Merkitaan taté

joukkoa @Q':lla. Nyt
§(H,ua) = 6(6(H,u),a) =6(Q',a)
= {reQ!jollekinqu’:q%r}
= {reQ!jollekinqu’,pEH:p%qjaq%r}
= {reQ!jollekinpeH:pu—:>r}.
Nyt viite on todistettu. Lauseen todistus seuraa nyt viitteestd

LB) = {weS |§(Qow) G} =1{weS | 5(Qou)nF £0)
= {w e X" | jollekin q € 6(Qo,w) N F}
= {w62*|jollekinp€Qo,q€F:p%q}

= {we X |jollekin g € F': q % q} = L(A).
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Esimerkki 4.39. Tehdain osajoukkokonstruktio automaatille A = ({0, 1,2, 3,4, 5},
{CL, b}’ A’ 0, {25 4})7 missé

A ={(0,a,1),(0,qa,2),(0,b,2),(0,b,3),(1,a,4),(1,b,2),
(2,a,4),(2,a,5),(2,b,3),(3,0,2), (4,b,4), (5,b,5) }.

Uuden automaatin alkutila on {0}. Tilasta 0 pdéstédén a-kirjaimella tiloihin 1
ja 2. Saamme siis uuden tilan {1, 2} ja siirtymén §({0},a) = {1, 2}. Tilasta 0
on siirtymaét tiloihin 2 ja 3 kirjaimella b: saamme siirtymén 6({0}, b) = {2, 3}.

Tilasta {1,2} padstdan a-kirjaimella tilaan {4,5}, silla tilasta 1 on a-
kirjaimella siirtymé tilaan 4 ja tilasta 2 on siirtymét tiloihin 4 ja 5. Siis
5({1,2},a) = {4,5}. Tilasta 1 padstdén b-kirjaimella tilaan 2 ja tilasta 2
tilaan 3, siis 6({1,2},b) = {2,3}.

Jatketaan samoin uusista tiloista {2, 3} ja {4, 5} ldhtien. Silloin 6({2,3},a) =
{4,5}, 0({2,3},b) ={2,3}, 6({4,5},b) = {4,5}. Entéd §({4,5},a)? Tiloista 4
ja b ei ole a-kirjaimella siirtyma& mihinkéan tilaan. Silloin siirrytéén tilas-
ta {4,5} tyhjddn joukkoon (). Sehén on joukon @ osajoukko myds. Siis
5({4,5},a) = 0.

Tilassa () ei ole yhtéin tilaa, joten siité ei voi siirtyd myoskidn mihinkdin
tilaan millddn kirjaimella. Mutta jotta automaatista tulisi deterministinen,
taytyy tallakin tilalla olla siirtymait. Tyhjasta joukosta siirrytdén siis ei mi-
hinkddn eli tyhjadn joukkoon: §(0,a) = 0 ja 6(0,b) = 0.

Uuden automaatin muita tiloja olisivat esimerkiksi {1, 3}, mutta niita ei
kannata késitelld, silld téllaiseen tilaan ei saavuta lukemalla mitdin sanaa.
Tilaa sanotaankin saavuttamattomaksi. Saavuttamattomat tilat voidaan jat-
tad automaatista pois tunnistettavan kielen muuttumatta.

Uuden automaatin tilat ovat {0}, {1,2}, {2,3}, {4,5} ja 0. Niisti lop-
putiloja ovat ne tilat, joissa on yksikin alkuperéisen automaatin lopputila 2
tai 4. Lopputiloja ovat siis {1, 2}, {2,3} ja {4,5}. Alkutila on pelkin alkuti-
lan siséltéava {0}. Siirtyméfunktio olikin jo edellé.

Esimerkki 4.40. Esimerkin 4.29 automaatin osajoukkokonstruktio on alla:
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Vertaa tatd esimerkin 4.34 automaattiin.

Kieli L on tunnistuva (recognizable), jos on olemassa epiddeterministinen
adrellinen automaatti A, joka hyviksyy sen. Silloin L = L(.A). Kaikkien tun-
nistuvien kielten joukko aakkostossa ¥ on REC(X). Koska jokainen epéide-
terministinen automaatti voidaan muuttaa deterministiseksi automaatiksi,
joka tunnistaa saman kielen, voidaan yhtd hyvin méaéaritelld, ettd kieli on
tunnistuva, kun jokin deterministinen automaatti hyvaksyy sen.

4.7 Tunnistuvien kielten sulkeumaominaisuuksia

Néytetddn nyt, ettd tunnistuvista kielistd voi usealla tavalla rakentaa uusia
tunnistuvia kielid. Kéytetadn hyviksi sitd tietoa, ettd jokaista tunnistuvaa
kieltd kohti on olemassa deterministinen (ja siten myos epddeterministinen)
automaatti, joka hyviksyy sen.

Lause 4.41. Olkoot Ly ja Lo tunnistuvia kielid. Silloin myds L1ULy, LoNLs,
LY, L1Ls ja LT ovat tunnistuvia.

Todistus. Oletetaan, ettd deterministiset automaatit A, = (Q1, %, d1, q01, F1)
ja A2 = (Q2,%, 62, qo2, F») tunnistavat kielet Ly ja Lo C X*. Voidaan olet-
taa, ettd automaattien tilajoukot ovat erilliset: Q1 N Qo = (. (Jos eivit ole,
vaihdetaan merkint6ja.)

Unionin L;UL, tunnistaa epddeterministinen automaatti Ay = (Qu, %, A, qo, F1U
F>), missd Qu = Q1UQ2U{qo} ja siirtymérelaatio A siséltdd molempien au-
tomaattien A; ja A siirtymaét, eli jokaisen sellaisen kolmikon (q,a,r), ettéd
01(g,a) = r tai d2(q,a) = r, seki kaksi uutta e-siirtym#é uudesta alkutilasta
go vanhoihin alkutiloihin. Automaatin toiminta nikyy seuraavasta kuvasta.

QO1_>“‘_>Qf1>

A
X@ﬁ...ﬁqﬂ)/

Au: = qo A1 ja Ag:n graafit,

missd gp1 € F1 ja qpg € Fo. Téten Ly U Ly € REG(Y).

Komplementin L{ tunnistaa deterministinen automaatti A{ = (Q1, %, 01, o1,
Q1 \ F1), joka eroaa A;:sté vain siind, ettd lopputilojen joukko on vaihdettu
komplementikseen. Koska A; ja A{ ovat deterministisid, jokaisella sanalla on
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yksikésitteinen lasku. Silloin A{ hyvéksyy sanan, jos ja vain jos A; hylkia
sen.

Leikkauksen L N Ly tunnistettavuus ndhdédan De Morganin lakien avul-
la: Ly N Ly = (L] U L§)°. Toisaalta suoraan ndhdddn, ettd deterministi-

nen automaatti An = (Q,%,d,qo, F), missi Q@ = Q1 X Q2, 90 = (go1, G02),
F=F xFyjad:(Q1xQ2) xX — (Q1 x Q2) on madritelty yhtilon

6((q1,q2),a) = (61(q1,a),02(q2, a))

avulla, tunnistaa leikkauksen. Itse asiassa An simuloi molempien automaat-
tien Ay ja Ay laskua yhtd aikaa, ja kun sydttésana on luettu loppuun,
on saavuttava molempien automaattien lopputilaan, jotta sana voitaisiin
hyvaksya.

Katenaation LiLs hyviksyy seuraava yleistetty automaatti A.:

a Cc
A, —><%1£>“' N Qf1> = <%2ﬁ>"' - Qf2>_>
Lb r A Ld

A1 ja Ag:n graafit,

Siis A, simuloi ensin automaattia A; ja arvaa epédeterministisesti, mil-
loin kielen L; sana on luettu loppuun, siirtyy lukemalla tyhjan sanan au-
tomaatin Ay lopputilasta automaatin Ay alkutilaan ja simuloi sen jélkeen
As:ta. Jos pdadytain As:n lopputilaan, hyviksytadn syottosana.

Iteraation L] voi tunnistaa lisidmélla A :n siirtyméjoukkoon e-siirtymét
jokaisesta lopputilasta alkutilaan go;. Lisattavit siirtymét ovat siis {(p, €, qo1) |
p € F'}. Lisksi lisataan alkutila lopputilojen joukkoon (ellei se ole jo sielld),
jotta automaatti hyviksyisi myos tyhjén sanan. U

Esimerkki 4.42. Esimerkin 4.29 tunnistuva kieli L sisélsi kaikki sanat, jotka
sisdltéavat tekijin aba. Edellisen lauseen perusteella myos seuraavat kielet
ovat tunnistuvia:

{w € ¥* | w:ssi el esiinny tekijad aba} = L,
{w € ¥ | aba esiintyy w:ssé ainakin kahdesti, muttei pééllekkdin} = LL,
{w € T* | w:ssi esiintyy tekiji aba tai tekiji bbb} = LUL'.

Kieli L' = ¥*{bbb}¥* todetaan tunnistuvaksi kieleksi samoin kuin L.

4.8 Adsrelliset automaatit ja siinnolliset ilmaisut

On helppo néhdé, etté kielet L(a*b*) ja {a,b}* voidaan esittaa aarellisen au-
tomaatin ja sddnnollisen ilmaisun avulla. Osoitamme nyt, etta kieli voidaan
esittdd sddnnolliselld ilmaisulla, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa &darel-
liselld automaatilla.
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Lause 4.43 (Kleene). Kieli L C X* on sddnnéllinen, jos ja vain jos se on
tunnistuva.

Todistus. Oletetaan, ettd L on sddnnollinen, ts. se voidaan esittda sadnnol-
lisen ilmaisun avulla, ja néytetddn, ettd se on tunnistuva. Tyhjin kielen
L = () tunnistaa miki tahansa automaatti, jonka lopputilojen joukko on
tyhja. Kielen L = {a} puolestaan tunnistaa epiddeterministinen automaat-
ti, jossa on vain yksi siirtyma, joka johtaa alkutilasta lopputilaan ja joka on
merkitty a:lla. Liséksi jos L1 ja Lo ovat tunnistuvia ja L = LiULs, L = L1 Lo
tai L = L7, niin silloin my6s L on tunnistuva lauseen 4.41 nojalla.

Oletetaan kddntden, ettd L on tunnistuva. Olkoon A = (Q,%,0,qo, F)
deterministinen automaatti, joka tunnistaa kielen L. Esitetdan sdénnollinen
ilmaisu, joka esittdd kieltd L. Numeroidaan A:n tilat: Q@ = {qo,q1, .-, ¢n-1}
Miéritelldéin sanajoukot L;7, kun 0 < m < n ja ¢, ¢; € Q. Joukossa
L} on kaikki sanat, jotka vievit Am tilasta g; tilaan g; enintééin tilojen
{90, --,qm—1} kautta. Siis

LY ={w € ¥* | 6(q;, w) = qj, ja kaikille wmn prefikseille u # ¢,
5(Qla ’U,) € {QOa cee an—l}}-

Naytdmme induktiolla m:n suhteen, ettd nadmé joukot ovat sdannollisia.
Téastéd seuraa L:n sdannollisyys, silla

L=J g

q;€F

Induktion l&htokohta m = 0: Jos ¢ # j, niin ng ={a € X|(q,a) =q;}.
Tama on sddnndllinen, koska se on yhden symbolin kielten dérellinen unioni.
Jos ¢ = 7, niin tdhén joukkoon pitdé lisdtd tyhja sana, joka sekin muodostaa

saannollisen kielen.
Oletetaan, ettd L;; on sdéinndllinen kaikilla 7, j, ja viitetddn, ettd LZ-“H
on sadnnollinen kaikilla 7, j.

Induktiotodistus: Joukko LZ-“H voidaan kirjoittaa muodossa
1
L =L u L (L) L

Tamé tarkoittaa, ettd pédstikseen tilasta g¢; tilaan g; kulkematta tilojen
gm+1, -- -, qn—1 kautta A voi mennd a) g;:sti g;:hin kulkematta tilojen ¢y,

.., qn—1 kautta, tai b) ensin ¢;:std ¢,,:44n, sitten ¢,,:std ¢,,:44n useamman
kerran ja lopuksi g, :sté g;:hin kulkematta muuten tilojen gy, ..., ¢,—1 kaut-
ta. Induktio-oletuksen mukaan kaikki kielet yhtélon oikealla puolella ovat
saannollisid, ja ne on yhdistetty sdanndllisilld operaatioilla, joten L;’}H on
sddnnollinen. ]

Kleenen lauseesta seuraa, ettd sddnnollisten kielten luokka REG(X) on
sama kuin tunnistuvien kielten luokka REC(X).



4.8 Adrelliset automaatit ja siinnélliset ilmaisut 60

Kleenen lauseen todistus antaa yhden menetelmén, jolla voidaan muo-
dostaa automaatin tunnistamaa kieltd esittavi ilmaisu. Esitetdan nyt toinen
menetelmd, jolla sddnnollinen ilmaisu saadaan yhtaloryhmén ratkaisuna.

Automaatista sddnnollinen ilmaisu

Olkoot « ja § sdannollisid ilmaisuja. Merkintd o = [ tarkoittaa, ettd «
ja [ esittédviat samaa kieltd eli L(a) = L(f5). Saannollisilla ilmaisuilla on
ominaisuudet:

o(fU) = af U ary
afa Ul = a.
Lemma 4.44. Yhtdlolli v = va U B on ratkaisu
Y = Ba’.
Jos € ¢ L(«), niin ratkaisu on yksikdsitteinen.
Todistus. Osatodistus: yoa U B = Ba*aU B = f(a*aUd*) = o =. O

Esimerkki 4.45. Etsitdin sddnnollinen ilmaisu,
joka esittdd viereisen automaatin A tunnistamaa
kieltd. Muodostetaan yhtalot katsomalla kuhunkin
tilaan sisddntulevia nuolia. Koska alkutilaan
padstidn lukematta mitdan, sen ilmaisussa on aina
mukana tyhjii sanaa esittivi (0*.

S =0* alkutila
A =S51UC1

B =A1UBOU1)

C =50UA0UCO

Nyt A=0*1UC1 =1UC1. Tallsin yhtilon

C=0U(luChHoucCco=0Ul10UCIOUCO
= C(10U0) U (0U 10)
ratkaisu on edellisen lemman mukaan on C' = (0 U 10)(10 U 0)*. Se on yk-
sikésitteinen, silld € ei kuulu kieleen L(10 U 0) = {10,0}, Koko automaatin

tunnistamaa kielté esittdmaé sdanndllinen ilmaisu saadaan yhdistdmalla lop-
putiloja esittavit sdannolliset ilmaisut, téissé

L(A)=L(S)UL(C)=L(0*) U L((0U10)(10 U 0)*)
= L(0* U (0U10)(10 U 0)*) = L((0 U 10)*).

Automaatti A tunnistaa siis kielen L((0U 10)*).
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4.9 Epdisidinnollinen kieli

Tahan mennessa olemme 16ytaneet vain sdanndllisia kielid. Muitakin on ole-
massa.

Lause 4.46. Kieli L = {a"b" | n > 0} ei ole saanndéllinen.

Todistus. Oletetaan, ettd L on sddnnoéllinen. Silloin sen hyvéksyy determin-
istinen automaatti A. Automaatilla A on direllinen mééra, sanotaan k, tilo-
ja. Tarkastellaan sanaa w = a*b*, joka kuuluu kieleen L. Silloin A tunnistaa
sen ja sanalla w on hyviksyva lasku

a a a b b b
Qo —q1 — - =7 Gk = Qi1 —7 .- 7 Q2k;
missé qo, - .-, g2k € @, qo on alkutila ja gox lopputila.
Koska A:lla on vain k tilaa, jonossa qq, q1, - . -, gk taytyy olla kaksi samaa,

tilaa. Olkoot ne ¢; ja ¢;, ¢ < j. Télloin saadaan uusi lasku

a a a a a b b b
Q —7 ..~ ¢ —> Qi1 —> .. —2Qqk — 7 qk+1 — 7 ... — 7 Q2%

sanalle a"~7+ipk . Lasku on hyvéksyvi, silld go; on lopputila, joten A tun-
nistaa sanan a* =7t Kuitenkin a7 * ¢ L, silli k — j + i < k. Siis A ei
voi tunnistaa kieltd L. O

Kayttamalla sdannollisten kielten sulkeumaominaisuuksia voidaan etsié
muitakin epasdannollisia kielid.

Esimerkki 4.47. Kieli K = {w € {a,b}" | |w|q = |w|p} ei ole sdannollinen.
Oletetaan, ettd K on sddnnollinen. Lauseen 4.41 mukaan silloin myds kieli
K N L(a™b*) on sa@nnollinen, silld L(a*b*) on sddnnéllinen. Kuitenkin K N
L(a*b*) = L, joka ei lauseen 4.46 mukaan olekaan saannéllinen.

4.10 Automaatin minimointi

Halutaan etsié tilaluvultaan pienin automaatti ekvivalenttien automaattien
joukosta. Olkoon A = (Q, X, 0, qo, F') deterministinen &érellinen automaat-
ti. Kun ¢ € @, médritellddn uusi automaatti A, = (Q,%,9,q, F), jonka
ainut ero vanhaan on uusi alkutila. Kun k£ > 0, sanotaan, ettd tilat p ja
q ovat k-erottuvia, jos on olemassa jokin enintddn k-pituinen sana, jonka
toinen automaateista A, ja A, hyviksyy ja toinen hylkdd. Muuten ne ovat
k-erottumattomia. Kaksi tilaa ovat ekvivalentit, jos ne ovat k-erottumattomia
jokaisella arvolla k. Silloin automaatit A, ja A, tunnistavat saman kielen.

Lemma 4.48. Toinen kahdesta ekvivalentista tilasta voidaan poistaa tun-
nistettavan kielen muuttumatia.
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Todistus. Oletetaan, ettd p ja ¢ ovat automaatin A = (Q, X, 6, qo, F') ekvi-
valentteja tiloja. Jatetddn pois tila p, paitsi jos se sattuu olemaan alkutila,
jolloin jatetadnkin pois tila ¢. Jos toinen tila olisi lopputila ja toinen ei, sanat
olisivat O-erottuvia. Siis joko kumpikin on lopputila tai kumpikaan ei ole lop-
putila. Muodostetaan uusi automaatti B = (Q\{p}, 3, ¢, qo, F'\ {p}) korvaa-
malla kaikki siirtyméat muotoa §(r,a) = p siirtymélla §(r,a) = ¢. Siirretdén
siis tilaan p tulevat siirtymét tulemaan tilaan gq.

Jos w =aj...ay,, missi a; € X, niin on olemassa jono sellaisia tiloja ¢1,

.+, Qn, etta
al a2 an—1 an
o —>q1 —7--- —7 qn-1 —7 qn-
kun ¢ = 1,..., n. Jos jokin tiloista ¢i, ..., g, on tila p, sanotaan ¢; = p,
siirtymé g1 —= p voidaan korvata siirtymélli ¢;_1 —» ¢. Jos useampi
tiloista qq, ..., g, on p, niin tarkastellaan niistd indeksiltddn pienintad. Tahan

mennessi luettu sana on ay . . . a; ja lukematta on sana a;41 . .. a,. Koska tilat
p ja q ovat ekvivalentit, ei ole vilid, luetaanko sana a;y1 ...a, tilasta p tai
tilasta ¢ ldhtien. Kummassakin tapauksessa sana hyvaksytadn tai hylataéan.
Jatkamalla talld tavoin voidaan tilajonosta vaihtaa kaikki tilan p esiintymét
tilaksi q. O

Lemma 4.49. Tilat p ja q ovat k-erottumattomia, jos ja vain jos
1. p ja q ovat molemmat lopputiloja tai kumpikaan ei ole lopputila ja

2. jos k > 0, niin tilat §(p,a) ja d(q,a) ovat (k—1)-erottumattomia kaikil-
laacX.

Todistus. Oletetaan siis, ettd p ja ¢ ovat k-erottumattomia. Jos toinen olisi
lopputila ja toinen ei, ne olisivat k-erottuvat, silld tyhja sana, jonka pituus
on enintdén k, erottaa ne. Jos k > 0 ja jokin enintéén (k — 1)-pituinen sana
w erottaisi tilat d(p,a) ja 0(g,a), niin enintédén k-pituinen sana aw erottaisi
tilat p ja q.

Oletetaan sitten ehdot a) ja b). Koska p ja ¢ ovat molemmat lopputilo-
ja tai kumpikaan ei ole lopputila, p ja ¢ ovat ainakin O-erottumattomat.
Oletetaan sitten, ettd p ja g ovat (k — 1)-erottumattomat. Jos jokin enintdin
k-pituinen sana au, jossa a € 3 ja u € X, erottaa tilat p ja ¢, niin enintéin
(k—1)-pituinen sana u erottaa tilat d(p, a) ja 6(q,a). Mutta ehdon b) nojalla
tdma ei ole mahdollista. Siis p ja ¢ ovat k-erottumattomat. ]

Miédritelmi 4.50. Madritelladn relaatiot =g, =1, ... tilojen joukossa Q:

D =0q jos ja vain jos molemmat p ja q ovat lopputiloja tai
kumpikaan ei ole lopputila,

P =ks+1q Jjosjavain jos p =k qjad(p,a) = (g, a) kaikilla a € X.

Lemma 4.51. p =i q, jos ja vain jos p ja q ovat k-erottumattomat.
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Todistus. Todistetaan induktiolla indeksin k suhteen. Olkoon k£ = 0. Jos
tyhjé sana erottaa tilat p ja g, ne ovat O-erottuvat ja p =g g ei pdde. Muuten
p ja q ovat 0-erottumattomat ja p =g ¢ on voimassa.

Olkoon sitten k > 0. Oletetaan, ettéd viite pitdd paikkansa arvolla k. Jos
P =k+1 ¢, niin p =g q ja 6(p,a) = I(q,a) kaikilla a € X. Silloin p ja ¢ ovat
k-erottumattomat ja d(p,a) ja (g, a) ovat k-erottumattomat kaikilla a € X.
Nyt lemman 4.49 mukaan p ja g ovat (k + 1)-erottumattomat.

Jos taas p ja g ovat (k+1)-erottumattomat, niin ne ovat k-erottumattomart.
Lisdksi lemman 4.49 mukaan tilat d(p,a) ja d(q,a) ovat k-erottumattomat
kaikilla a € ¥. Induktio-oletuksen mukaan p = q ja 0(p, a) =k d(q, a) kaikil-
la a € ¥. Silloin p =¢11 ¢. U

Lemma 4.52. Jos p =¢11 q, niin p =, q. Tdten
=)0=12=92 ...

Todistus. Jos jokin enintddn k-pituinen sana erottaa tilat p ja ¢, niin sama
sana on enintdén (k + 1)-pituinen. O

Lemma 4.53. Jos =p==j1, nin =,==y, kaikilla n > k.

Todistus. Jos p =g ¢, niin p =iy ¢. Madritelmén mukaan silloin my6s
d(p,a) =k d(q,a) kaikilla a € X. Silloin §(p,a) =k41 0(g,a) kaikilla a € X.
Relaation =g méiritelmén mukaan p =49 ¢. Siis =;49==}. Samoin jatka-
malla ndhdéain, ettd =,== kaikilla n > k. ]

Edellinen sarja relaatioita ei voi pienentyd loputtomiin. Viimeistdan sil-
loin kun jokainen tila on omassa ekvivalenssiluokassaan, pienentyminen lop-
puu. Jos jokaisella kerralla yksi tila erottuu muista, tarvitaan enintdén au-
tomaatin tilojen verran relaatioita =j. Kaikki ekvivalentit tilat 16ydetdéan
siis kiyttamalla relaation =p induktiivista méadritelméé enintédén |Q] kertaa.

Esimerkki 4.54. Tarkastellaan automaattia A = ({0, 1, 2,3}, {a, b}, 9,0, {3}).
Aluksi 0-erottumattomat tilat ovat 0,1 ja 2, koska 3 on ainoa lopputila. Siis
0=01,0=g2jal=g2. Seuraavaksi a ei erota tiloja 0, 1 ja 2 toisistaan,
silla 6(0,a) =1, §(1,a) =1 ja §(2,a) = 2 ja 1 =¢ 2. Mutta b erottaa tilan
0 tiloista 1 ja 2, silld §(0,b) = 2 ja 6(1,b) = 3 ja 6(2,b) = 3 ja 2 #( 3. Siis
1 =1 2, mutta 0 #; 1 ja 0 #; 2. Seuraavaksi ndhdéan, ettd tilat 1 ja 2 eivét
erotu, silld §(1,a) =1ja §(2,a) =2jal=;2jad(1,b) =3jad(2,b) =3 ja
3 =1 3. Siispi 1 =5 2. Taten =y==;.

Minimaalisessa automaatissa tilat 1 ja 2 yhdistetddn: se on siis muotoa
A=(Q,%,0,q0, F), missé Q = {0,1,3}, go = 0 ja F' = {3}. Tila 2 jétetddn
pois ja tilaan 2 tulevat siirtymét siirretdan tulemaan tilaan 1.
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