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Johdantoa

Logiikka on formaalinen teoria, jonka ensisijainen telitéw tutkia paattelyn oikeellisuutta.
Naiden luentojen aiheena logiikka on symbolinen teorika jesitetaaformaalisena kielend
eli siina esiintyvien osien rakenne ja merkitys ovat tasisesti maaritellyt. Formaalisessa
logiikassa paatelmat pyritdan esittamaan yksiselitteigdemallisesti. Nain ei ole yleensa laita
arkisissa pohdinnoissa, joissa paatelmien teko on uskinnanvaraista — esimerkiksi silloin
kun johtopaatds tehdaén vetoamalla samankaltaisuutedennikdisyyteen tai vaillinaisesti
tunnettuun tietoon.

Logiikka on laaja-alainen teoria kattaen monia erilaiskee#ia. Tassa kurssissa keskity-
taan erityisestpropositio- eli lauselogiikkaan ja johdatellaan myds vahvempaan K&gen
eli ensimmaisen kertaluvun logiikkaaNama kaksi logiikan lajia ovat luonnollisimmat, ja
samalla tarkeimmat alat, joille [&hes kaikki muut logiikakentuvat.

Jokainen looginen systeemi rakentuu kolmesta osa-ahieest

1. Syntaksiméaarittelee formaalisen kielen hyvinmuodostetut iimbeukaavat. Nama muo-
dostavat teoriaobjektikielen Objektikielen tarkastelussa kaytettya kielté kutsutaestakie-
leksi, joka on yleensa matemaattisilla kasitteilla rikastetninollinen kieli. On valttamatonta
erottaa toisistaan objektikieli ja metakieli samaan tagsa vieraita kielia opiskeltaessa on
erotettava opittava kieli ja kieli, jolla opetetaan.

2. Semantiikkaeli malliteoria antaa teorian kaavoille merkitykset tulkitsemalla niiesén-
tyvét symbolit. Esimerkiksi propositiologiikassa tullanmééraa kaavall®tuusarvontosija
epatosi

3. Todistusteoria on jarjestelma, jonka avulla kyseisen logiikan semarstisedet kaavat
voidaan todistaa formaalisesti. Tallainen jarjestelmiéila esimerkiksiaksiomatisointijoka
koostuu tietyistéaksioomeistga paattelysdannoista

Merkintoja

Nama ovat logiikan metakielen merkintgja.

joss on lyhenne ilmaisusta: “jos ja vain jos”
< tarkoittaa samaa kuin “joss”

{0,1}" = {(by,by,...,by) | by € {0,1}}

— esittaa alkion kuvautumista. (Esim— x?)
|A| on joukonA alkioiden lukum&ara



A. Propositiologiikka

1 Propositiologiikan syntaksi

Propositiologiikan perusalkiot ovat propositiot, jotkgt&vat vaitelauseita. Nama ovat raken-
teellisesti hyvinmuodostettuja lauseita, jotka ovat jo@sia tai epatosia. Esimerkiksi lause
“Helsinki on Suomen péékaupunki’ on propositio ja samoin“Kaikille luonnollisille lu-
vuille n on voimassa > 1/5”. Edellinen on tosi, jalkimmainen epéatosi. Sensijaaimeskik-
si lause “Tulehan tanne!” ei ole propositio, silla kasky@aena se ei ole tosi eika epatosi.
Edeltavat propositiot ovadtomaarisiasikali, etta niitd ei voi jakaa yksinkertaisempiin
propositioihin.Yhdistettyja eli molekulaarisia, propositioita saadaan yhdistamailéta pro-
positioitakonnektiivienavulla. Esimerkiksi “Murre on kissa ja Turku on kaupunki” gindis-
tetty propositio, jossa kahta atomaarista propositiow@istgd konnektiivi ‘ja’. Formaalisessa
logiikassa vaitelauseet esitetédén lyhykaisesti symbgjeita konnektiivit yhdistavat.
Jokainen konnektiivi joko muuntaa proposition (kuten tagtai yhdistéaa kaksi tai useam-
pia propositioita uudeksi propositioksi. Mahdollisia kaktiiveja on toki &aretdon maara, mut-
ta jallempana otetaan kayttoon vain muutama sellainenit@stu, ettd semanttisesti — pro-
positiologiikan rajoissa — kaikki mahdolliset konnekitivoidaan lausua néiden tavallisimpien
konnektiivien avulla.

Hyvin muodostetut ilmaisut

Maaritellaan ensin propositiologiikan syntaksilgjivin muodostetut kaavaterkkijonojen eli
ilmaisujen avulla. Naiden tulkinta eli semantiikka méagtidan sitten seuraavassa pykalassa.
Logiikan aakkosto koostuu peruskonnektiiveista, enihgskeistd ja propositiokirjaimista.

e Peruskonnektiivit ovat

= negaatio, A konjunktio, Vv  disjunktio.

My6hemmin osoitetaan, ettd nAma konnektiivit ovat (setisdti) taydellisia, eli kaikki muut
konnektiivit voidaan ottaa kayttdon lyhennysmerkintdiadsumalla ne konnektiivier, A,
ja v avulla. Namé& konnektiivit lausutaan myos ‘ei’, ‘ja’, ‘taohtuen niiden semanttisesta
maarittelysta.

e Logiikan aakkostoon kuuluvat myds sulkeet ( ja ).

e Kiinnitetddn numeroituvasti aareton joukkoopositiokirjaimia eli propositiomuut-
tujia:
PM:{p07 P1, P2, }

Maar . 1. Propositioideneli (hyvin muodostettujen) kaavojenjoukko Prop on pienin ilmai-
sujen joukko, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) Jokainen propositiomuuttujg € PM on propositio;
(2) josPjaQ ovat propositioita, samoin ovatP), (PVQ)ja(PAQ).

Propositio ornyhdistetty, jos se ei ole propositiomuuttuja.



Esim. 1. Esimerkiksi ilmaisu(psV p1) A (—ps)) on propositio, silla se on saatu propositioista
p1 ja ps kayttden kolmasti ehtoa (2). Toisaalta ilmaigy Vv p2 A p3) ei ole propositio, silla
siitd puuttuu yksi sulkupari, ja on mahdotonta sanoa mistausittuu. d

Metakielessa, jolla logiikan kaavoista ja tuloksista palam, propositioita merkitaan isoin
kirjaimin P,Q,R,... kun taas pienet kirjaimgt, q,r,... edustavat propositiomuuttujia. Propo-
sitioiden joukkoja merkitddn yleensa isoilla kreikkaiigskirjaimilla T, A, ...

Sopimus. limaisuja voidaan yksinkertaistaa jattdamalla pois kaawoploimmat sulkeet ja
mahdollisesti myds muita sulkupareja olettaen, ettditoo voimakkaammin kuin/ ja A.
Taten voidaan esimerkiksi propositio—p) A (qVr)) kirjoittaa lyhyemmin muodossap A
(qVvr). Huomaa, etté propositiossd(pAq) V p) ei ole ylimaaraisia sulkeita.

Luettavuuden takia on usein parempi jattaa ‘turhia’ sul&ei
selventamaan proposition rakennetta.

Rakennepuut

Kullakin propositiollaP € Prop on yksikasitteinen rakenne, jonka propositiomuattjg kay-
tettyjen konnektiivien jarjestys méaaraavat. Tama rakevoidaan ilmaistarakennepuuna,
jonka alkiot, elisolmut, leimataan propositioilla. Rakennepuuta piirrettdesddgt usein sa-
maistetaan leimojensa kanssa, jolloin kahdella eri sdanwdi olla sama leima. Solmu yhdis-
tetdan viivallgjalkelaisiinsa seuraavasti: Rakennepuijunuri on annettu propositi®, joka ei
ole mink&éan solmun jalkelainen, ja

e jos puussa on solmuQ, on silla jalkelainerQ,

e jos puussa on solmQ AR, on silla jalkeldise ja R,

e jos puussa on solmQ Vv R, on silla jalkelaisen ja R.
Propositiomuuttujillap € PM ei ole jalkelaisia.

Esim. 2. PropositionP = ((pA—q) vV —p) A—(pV q) rakennepuu on esitetty kuvassa 1. Huo-
maa etta

e polkujen alimmat solmut ovat propositiomuuttujia;

o milldén (jalkeldis)polulla ei esiinny samaa propositikédndesti, vaan joR on proposi-
tion Q jalkelainen (useammassa polvessa)Roksinkertaisempi kuil: siind esiintyy
vahemman konnektiiveja.

0

Propositioiden maaritelma danduktiivinen ensin maarataén lahtéjoukko (propositiokir-
jaimet) ja sitten esitetdan miten muut propositiot muoekasin jo annetuista propositioista.
Niinpé& propositioita koskevat véitteet voidaan useinstah rakenteellisella induktiolla.

Rakenteellinen induktio. Olkoon Q jokin propositioita koskeva ominaisuus. Kaikilla propo-
sitiolla on ominaisuus$, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

1. Kaikilla propositiomuuttujilla on ominaisuug.

2. Jos propositioilld ja Q on ominaisuu%?, niin myos propositioilla-P, PvQijaPAQ
on ominaisuug.



Kuva 1: PropositiorP® = ((pA —q) V —p) A =(pV g) rakennepuu.

Todistus. OlkoonTI™ niiden propositioiden joukko, joilla on ominaisufs Oletuksista seuraa,
ettd joukkol toteuttaa maaritelmén 1 ehdot (1) ja (2). Koska Prop on pi@@ma ehdot
toteuttava osajoukko, seuraa tasta Rrap. O

OlkoonQ jokin propositioita koskeva ominaisuus. Merkitd@@P), jos propositiollaP on
tdma ominaisuus.

Esim. 3. Olkoon Q seuraava ominaisuu€(P), jos propositiossd& esiintyvien konnektii-
vien lukumaara on vahintaan siina esiintyvien propositiattujien lukumaara miinus 1. Tata
varten olkootk(P) ja m(P) propositiossa esiintyvien konnektiivien ja muuttujiekumaarat,
vastaavasti.

Vaite: k(P) > m(P) — 1.

Lahtokohta: JosP = p € PM, niink(P) = m(P). SiisQ(P) tassa tapauksessa.
Induktio-oletus: Oletetaan, ettd vaite on voimassa propositiddif@a R, eli k(Q) > m(Q) — 1
jak(R) > m(R) — 1.

Induktioaskel:

(1) JosP = —Q, niin k(P) = k(Q) +1 > m(Q) = m(P) > m(P) — 1, ja sitenQ(P).

(2) JosP = QAR niink(P) =k(Q)+k(R)+1>m(Q) —1+m(R) —1+1=m(Q) + m(R) —
1=m(P)—1, ja sitenQ(P).

(3) Sama péaéattely on voimassa propositidlle- QV R, ja sitenQ(P).

TéatenQ(P) on voimassa kaikillé®. O

Propositioiden maéaritelmén induktiivisesta luonteesaraa myos, etta niihin liittyvat
kasitteet maaritellaan userakursiivisesti maaritelladn ensin kasite propositiomuuttujille ja
laajennetaan se sitten kaikille propositioille konnefiin avulla:—P, PAQjaPV Q.

Esim. 4. PropositionP osakaavojenjoukko sul{P) on pienin propositiojoukko, joka toteuttaa
Sseuraavat ehdot:

(1) josP = pon propositiomuuttuja, niin syP) = {p};
(2) josP=QVRtaiP=QAR, niin suP) = sub(Q) Usul(R) U {P};
(3) josP = —Q, niin sul(P) = sub(Q) U {P}.
Todetaan vield, etté siB) koostuu tarkalleen rakennepuunsa solmujen leimoista. [



2 Propositiologiikan semantiikkaa

Propositiologiikan semantiikka perustuu totuusarvatlekseli tulkinnoille, jotka kuvaavat
mahdollisia tilanteita. Tall6in jokainen propositio da&uusarvon, tosi tai epatosj joita for-
malismissa merkitaan symbolein 1 ja 0. Propositioidenusdinvot maarataan antamalla ensin
tulkinta propositiomuuttujille ja sitten kayttamalla koektiivien totuustauluja yleisemmille
propositioille. Nain ollen jokaisen proposition totuungamaaraytyy yksikasitteisesti proposi-
tiomuuttujien totuusarvoistaE(-klassillisia logiikkoja tunnetaan monenlaisia, ja jotkut niista
sallivat useampia totuusarvoja, jotka viittaavat esinksiknahdollisuuteen, todennakoisyy-
teen tai epavarmuuteen.) Formaalisen logiikassa konviektitulkinnat ovat taysin yksikasit-
teiset, painvastoin kuin luonnollisessa kielessa, jossaméktiivien ‘ei’, ’ja’, 'tai’ merkitykset
vaihtelevat eri yhteyksissa.

Totuustaulut ja tulkinnat

tiomuuttujien totuusarvoista. Jokainen tulkinta luo ‘rdalisen maailman’, missa asiantila
P on voimassa jos ja vain jos tulkinta antaa sille totuusarirorhdistettyjen propositioiden
totuusarvot riippuvat yksikasitteisesti propositiontujien totuusarvoista.

Ma&ér. 2. Jokainen kuvaus: PM — {0,1} ontulkinta eli totuusarvotus.

Kun totuusarvot 0 ja 1 tulkitaan luonnollisina lukuina, daan konnektiivien tulkinnat
esittdd seuraavan lauseen mukaisesti, missa rakennegwédpioposition totuusarvon kun
propositiomuuttujat on ensin tulkittu.

Lause 1. Jokainen tulkinta v PM — {0,1} voidaan laajentaa yksikéasitteisella tavalla ku-
vaukseksi v Prop— {0,1}: kun RQ € Prop niin

(1) v(=P) =1—-v(P),

(2) \(PV Q) =max(v(P),v(Q)),

(3) V(PAQ) = min(v(P),v(Q)) .

Todistus. Rakenteellinen induktio osoittaa, ettd PM — {0,1} ja ehdot (1)—(3) maaraavat
yksikasitteisen arvor(P) jokaiselle propositiolld?, koska lahtokohda¥( p) on maaratty jo-
kaisellep € PM. O

On selvaa, ettd arwg(P) riippuu vain tulkinnarv rajoittumasta niille propositiomuuttujil-
le, jotka esiintyvat propositiosda Naita propositiomuuttujia on toki vain aarellinen maara.

Lause 1 voidaan ilmaista mydstuustaulujen avulla, missa jokainen vaakarivi vastaa
sellaista tulkintaa, jolla(P) ja v(Q) saavat kyseiset arvot.

P QIPAQ|PVQ
P|-P 0 0 O 0
0] 1 01, O 1
110 1 0| O 1
11 1 1




Esim. 5. Josv(P) =0 jav(Q) = 1, niinv(PA Q) = 0. Huomaa kuitenkin, etta tdssa®< Prop
voivat olla yhdistettyja propositioiteeli ne eivét valttdmatta ole pelkkia propositiomuuttujia
Niinp4, jos esimerkiksP = pV —p, niin ainav(P) = 1 olipa tulkintav mik& tahansa, ja nain
ollen ylldolevassa totuustaulussa tapauksess® kaksi ensimmaista rivia eivat koskaan tule
kayttoon talle propositiolle. O

Seuraavassa maadritellaan uusia konnektiiveja alkupendk®nnektiivien avulla maaritel-
tyind lyhennysmerkintéina niin, etta uudet konnektinabasat luonnolliset tulkintansa.

Maar. 3. Konnektiivit — (implikaatio) ja « (ekvivalenss), maaritellaan lyhennysmerkin-
t6in& seuraavasti:

P—-Q=-PVvQ, P—>Q=(PAQ)V(-PA-Q).
Lisaksi maaritellaanotuusvakiot: falsum ja verum oheisesti:
L=poA-po ja T=poV—Ppo-

Siis olipav: PM — {0,1} mik& tulkinta tahansa, om(L) =0 jav(T) = 1. Uusia 2-
paikkaisia konnektiiveja vastaavat totuustaulut ovat

P QP-Q|P=0Q
00 1 1
0 1 1 0
10 0 0
11 1 1

Sopimus.Edella sovittuja sulkumerkkisaantoja sovelletaan myéssyettyihin propositioihin,

joissa esiintyy naité lyhennysmerkintdja. Tallgin kontiigk V ja A sitovat voimakkaammin

kuin konnektiivit— ja <. Sulkeiden poistamisessa kannattaa olla jalleen varexgmopo-

sition luettavuuden vuoksi. llmaisBA Q — RV P on hyvin muodostettu propositio tAmén

sopimuksen mukaan, mutta sen taydellisempi mgBta Q) — (RV P) on selkedmpi.
Tavallisimmat logiikassa kaytetyt konnektiivit ovat siis

konnektiivi lue myos
negaatio = -P “ei P”
konjunktio A PAQ “PjaqQ”
disjunktio \% PVQ “Ptai Q”
implikaatio — P—Q “jos P niin Q"
ekvivalenssi > P~Q “P jos ja vain josQ”

Esim. 6. Propositiolle(pV q) — —g saadaan oheinen totuustaulu:

P gq/pva|—q|(pva)— —q
00/ 0 |1 1
01/ 1 |0 0
10 1 |1 1
11 1 0 0

Huomaa, etta propositiofp V q) — —q totuustaulu on sama kuin propositiofg, kun tata
tarkastellaan muuttujiep ja g propositiona. O



Looginen ekvivalenssi

Maéar. 4. Sanotaan, etta propositontosi tulkinnassav, josv(P) = 1. Talldinv on propo-
sition P malli. Tulkintav on propositiojoukor™ malli, josv(P) = 1 aina, kurP € T.
Liséksi propositioP on

tautologia, merkitdan= P, jos se on tosi kaikissa tulkinnoissa;

toteutuva, jos silla on malli;

kumoutuva, jos se on epatosi jossakin tulkinnassa;

e toteutumaton, jos silla ei ole mallia.
Liséksi sanotaan, etté propositiojoukkaZ Prop ontoteutuva, jos silla on malli.

Maar. 5. PropositiotP ja Q ovat (semanttisesti ellpogisesti ekvivalentit P = Q, jos niilla
on samat mallit:

P=Q <= Vv(P)=v(Q) kaikillav: PM— {0,1}.
Esim. 7. Seuraavasta totuustaulusta ndhdaan,Rtt&® = —-P — Q kaikille propositioille P

ja Q. Huomaa, etté tdma on riippumatonta millaisia propos#iBija Q ovat, eli ne voivat olla
yhdistettyja propositioita.

P QPVQ|-P|-P—-Q
0 0| O 1 0
0 1| 1 1 1
1 0 1 0 1
11 1 0 1
Siis disjunktio voidaan lausua (semanttisesti) negaasiomplikaation avulla. O

Jokainen kuvaug voidaan luonnollisella tavalla laajentaa koskemaan psibipita, joissa
esiintyy konnektiiveja—, <=, L ja T. Niinpa esimerkiksi

V(P — Q) =Vv(=PV Q) = max(v(=P),v(Q))
=max1—Vv(P),v(Q)).

Esim. 8. Ajatellaan totuusarvoja 0 ja 1 lukuina, jolloin voidaanjdittaa

V(=P) = 1-V(P) (1)
V(PAQ) =V(P)VQ) (2)
V(PV Q) =V(P)+Vv(Q) —V(P) - v(Q) 3)
V(P—Q)=1-v(P)(1-v(Q)) (4)
V(P = Q) =1-(v(P)+Vv(Q)) +2/(P)V(Q) ()

Naiden todentaminen jaakoon harjoitukseksi.



Kaavojen (1)—(5) avulla propositioiden totuusarvoja aad laskea aritmeettisesti. Esi-
merkiksi,

V(pA(QV=p)) =V(p)-v(qV —p)
=V(p) - (V() +Vv(=p) —V(q) - V(—p))
=V(p)- (V(a) +1—Vv(p)—Vv(q)- (1-V(p)))
=v(p) - (V(q) +1—Vv(p) — v(a) + Vv(a)v(p))
=V(p)- (1—Vv(p) +Vv(9)v(p))
=Vv(p) —V(p*+Vv(aQ)v(p)®>  (sillaainav(p)* =v(p))
=Vv(q)-v(p) = Vv(pAQ)

Nain ollen propositioillap A (qV —p) ja pA g on sama totuusfunktio, eli ne ovat loogisesti
ekvivalentit. Sama voidaan luonnollisesti, ja tdssé thpassa helpommin, todeta totuustau-
lujen avulla. d

Annetun propositiorP tautologisuus samoin kuin toteutuvuus voidaan selvitgi#te-
tuustaulusta. Esimerkiksi, propositi® on tautologia tarkalleen silloin kun sitd vastaavassa
totuustaulun pystyrivissa on vain ykkosid. Totuustaulnetelmd on mukava ja varma ty6-
kalu, kun propositiomuuttujia on vahan, mutta siita tulgélds, kun muuttujia on paljon.
Ymmarrettavasti totuustaulu on jo ikava kirjata, kun mujidt on kuusi, sillé talléin taulussa
on 2 = 32 rivia. Jos muuttujia on 10, tulee totuustaulud 2 1024 rivig, ja se on liikaa
innostuneimmallekin taulukoijalle. N&ita vaikeampiadafsia varten on kehitetty erilaisia
todistusmenetelmia.

Seuraavassa lauseessa luetellaan gdiitalogiakaavioita jokaisesta téllaisesta kaavios-
ta saadaan aaretbn maara tautologioita korvaamalla rekalsymbolitP, Q, ja R mielival-
taisilla propositioilla.

Esim. 9. OlkootP, Q, ja R propositioita. Talléin

=PV-P (a)
F(PAQ) —P (b)
FP—(Q—P) (©)
FP—-(Q—R)—(P-Q —(P—R) (d)
= (PVL) <P )
= (PAT) <P (f)
FP—(PVQ). (@)
Nama ovat harjoituksia. d

Lause?2. Olkoot P= P’ loogisesti ekvivalentit propositiot. Jos P on propositiQrosakaava,
ja @ on saatu korvaamalla yksi kaavan P esiintyma kaavallaaifn Q= Q'.

Todistus. Todistetaan vaite rakenteellisella induktiolla lahtignpositiostaP.

e JosQ = P, niin Q = P’ ja sitenQ = Q. Oletetaan sitten, etfd on propositionQ aito
osakaava.

e OlkoonQ = —R, missdR on propositio. Talldin kysytty propositioR esiintyméa on pro-
positionR osakaava. Induktio-oletuksen mukaRga: R, missdR’ on saatu propositiosta
R korvaamalla propositio® esiintyma propositioll#’. Nyt -R= —R’ osoittaa vaitteen
oikeaksi.



e OlkoonQ = RA S misséRja Sovat propositioita. Tallbin kysytty propositidhesiinty-
ma on joko propositiomR tai propositionSosakaava. Sanokaamme, etta edellinen toteu-
tuu. Induktio-oletuksen mukadR= R/, missaR’ on saatu propositiosta korvaamalla
propositionP esiintyma propositiolld#’. Nyt RA S= R A Sosoittaa vaitteen oikeaksi.

e TapausQ = RV Qon samanlainen kuin edella.

Na&in vaite on todistettu. O

Esim. 10. Todetaan, ettdp A —q) Vg = pV g ja siten esimerkiksi

((=pAN)V((PA=Q)VA)AGQ= ((mPAT)V(PVA))AQ.

Looginen seuraus

Ma&ér. 6. PropositioP on propositiojoukori™ looginen seuraus merkitdan™ = P, jos jokai-
nen joukon” malli on myds propositio® malli, eli

v(Q) =1kaikillaQel = v(P)=1.
Josl" = {Py,...,Py} on &érellinen propositiojoukko, kéytetddn myds merkintéa
P,....PhEP.

Vastaavasti propositiojoukkd on propositiojoukorl” looginen seuraus merkitaanl = A,
josT = Q kaikilla Q € A.

Huomattakoon, etté propositio on tautologia tarkalledgloisi kun se on tyhjan joukon
looginen seuraus. Taten merkindat= P ja P, ...,R, = P voidaan ndhda merkinnda P
luonnollisina yleistyksind. Ehdoh, . .., P, = P voimassaolo voidaan aina ratkaista muodos-
tamalla totuustaulut propositioillg, ..., P, ja P.

Esim. 11. Todetaan, ett®Vv Q, P— —Q = (PVQ) A (=PVv—Q). Tata varten muodostetaan
totuustaulut:

PVQ|P——-Q|(PVQ)A(=PV-Q)

R P O O|T
R O r ol

V
0
1
1
1

ORr R PR

Huomataan, etta niilla riveilla, joissa proposit®t/ Q ja P — —Q kumpikin saavat totuusar-
von 1, myos propositigP v Q) A (=PV —Q) saa arvon 1. O

Esim. 12. Osoitetaan seuraavaksi, ejtigisesti ottaeron -P,P — Q [~ —Q. Vastaavat to-
tuustaulut ovat:

P Q|-P|P-Q|-Q
oo0/1] 1 |1
01/1| 1 |0
100 0o |1
1 10| 1 |0




Nyt huomataan, ettéd jogP) = 0 jav(Q) = 1, niinv(=P) = v(P — Q) = 1, muttav(—Q) = 0.
Huomattakoon kuitenkin, etté propositiBtja Q voidaan valita siten, etta tilanngP) = 0 ja
v(Q) = 1 ei toteudu. Esimerkiksi, joB = pVv —ptai Q = pA —p. Talléin -P.P — Q = -Q
on voimassa. O

Looginen seurausrelaatie- ja implikaatio — ovat tietysti kaksi aivan eri asiaa, mutta
niiden valilla vallitsee kuitenkin seuraava laheinen ybte

Lause 3. Olkoot RQ € Prop Tall6in PEQ «<— P — Q.

Todistus. Oletetaan ensin, et~ Q, ja olkoonv: PM — {0,1} jokin tulkinta. Josv(P) =0,
niin v(P — Q) = 1 riippumatta arvosta(Q). Jos taas(P) = 1, niin oletukserP = Q nojalla
myodsv(Q) = 1, ja talldinv(P — Q) = 1, ja sitenP — Q on tautologia.

Oletetaan sitten, etté= P — Q. Josv on propositionP malli, eli v(P) = 1, niin myds
v(Q) = 1, sillav(P — Q) = 1. TatenP = Q. O

Lause 3 formalisoi tarkedn yhteyden paateltavyyden jaitten valilla:propositio Q voi-
daan paatella propositiosta P jos ja vain jos-P Q on tautologia.Seuraavan tuloksen (b)-
kohta on lauseen 3 yleistys.

Lause4. Olkootl" C Prop ja P,Q € Prop Tallgin

(@) I =P <= I U{-P} on toteutumaton,
(b) TU{P}FQ <= T EP—Q.

Todistus. Todistetaan vain ensimmainen vaite; toinen jaakoon hHakseksi. Oletetaan ensin,
ettal’ = P, ja olkoonv jokin tulkinta. Jos/(Q) = 1 kaikillaQ € I eli v on joukonl" malli, niin
oletuksen mukaan mydgP) = 1, ja sitenv(—P) = 0. N&in ollenv ei ole joukonl" U {-P}
malli. SiisT” U {-P} on toteutumaton.

Toisinpdin, josl" j~ P, niin on olemassa tulkinta siten, ettéav(Q) = 1 kaikilla Q e I,
muttav(P) = 0. Sitenv(—P) = 1, jav on joukonl" U {=P} malli, kuten vaadittua. O

P.QE PAQ
PA\QEP
PEPVQ
PP-QEQ (Modus Ponen$
-Q—-PEP-=Q (Kontrapositio)

Nama voidaan kaikki todistaa kuten edella. O

Onilmeistd, ett® = Q jos ja vain joP = QjaQ = P. Samoin” =Ajosjavainjod A
jalA = T. Taas on syyté todeta, etté looginen ekvivalenttisuus feé&ktiivi < ovat kaksi eri
asiaa, mutta niiden valilla vallitsee kuitenkin selva yisteSeuraava lemma todistetaan aivan
kuten lause 3.

Lause5. Olkoot RQ € Prop Talloin P=Q <= =P < Q.

Todistus. Harjoitus. O
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Taydelliset konnektiivijoukot

Yleisesti ottaenn-paikkainenkonnektiivion kuvaus #, joka yhdistda mitka tahamspropo-
sitiotaPy, ..., P, yhdeksi propositioksi ¢y, . . ., ), jonka totuusarvo méaraytyy konnektiivin
# totuustaulusta.

Esim. 14. Olkoon -~ 3-paikkainen konnektiivi, joka on maaritelty oheisesgaustaulussa:

P Q R|POR| |P Q R|PQR
000 1 []|100 1
0041 0 [|1 0 1] 1
010 01|110 1
011 0 [|1 1 1] 0

Talloin esimerkiksi~((PA Q) A ﬂ(P/Q\R)) A Ron hyvin muodostettu propositio konnektiivien
-, Aja” suhteen. Tama uusi konnektiivi voidaan esittda peruskdiivien avulla:

PQR= (PA—-Q)V (PA-R)V (-QA-R).
O

M&ér. 7. Sanotaan, ettéd konnektiivijoukk#” ontaydellinen, jos jokainen propositio on loo-
gisesti ekvivalentti sellaisen propositio kanssa, jossatyy vain konnektiiveja joukosta?".

Luonnollisesti konnektiivijoukko{V, A, —} on taydellinen, silla propositiot on méaaritelty
naiden konnektiivien avulla.

Lause6. Joukot{Vv,—}, {A,—} ja {—, L} ovat taydellisia.

Todistus. Joukon{V,—} téydellisyys voidaan johtaa siitd, ettd ‘puuttuva’ kontiiek A on
lausuttavissa ekvivalentissa muodoBsaQ = —(—PV —Q). Joukon{ A, —} taydellisyys nah-
daan samoin. Joukofr—, L } taydellisyys taas seuraa joukdw,—} taydellisyydesta, silla
PvQ=-P— Qja—-P=P — L kuten helposti todetaan. O

Lause7. Yhden konnektiivin joukkp| } on taydellinen, miss&hefferin viiva | on maaritelty
oheisessa totuustaulussa.

PQ| PQ

Rk OO
m ORr O
ORr kLR

Todistus. Harjoitus. O

3 Normaalimuodot

Duaalisuus

Duaalisuus on eras Boolen algebrojen, jollainen propmediikkakin on, perusominaisuus.
Siina péatevasta kaavasta voidaan paatella duaalinen kadamalla sopivasti konnektiive-
ja pareittain. Tunnetuin Boolen algebra on joukkoalgefmasa kasitelladn annetun joukon
osajoukkoja operaatioiden ~— (komplementtija N yhdessa vakioideX ja 0 kanssa.
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Lauseessa 8 on mainittu merkittavat duaalisuustuloksgtgsitiologiikalle. Naméa voi-
daan todistaa helposti totuustaulujen avulla. Seura&vétadenssit on jaoteltu kahteen tois-
tensa kanssduaaliseenosaan niin, etta vasen- ja oikeapuoli ovat toistensa caetdtnavat.

Lause8. Jos PQ,R € Prop niin

(1) PvQ=QVP PAQ=QAP

(2 PVv(QVR)=(PVQ)VR PA(QAR) = (PAQ)AR

B) PV( QAR =(PVQA(PVR) PA(QVR =(PAQ)V(PAR)
(4) PA(PVQ)=P PvV(PAQ)=P

(5) PvL=P PANT=P

(6) Pv-P=T PA-P=1

Kohdan (1) ekvivalenssit ilmaisevat konnektiivierja A kommutatiivisuuden.

Assosiatiivilakien (2) ansiosta voidaan kirjoittaa
PPVB V.- VB, ja PEARPA---AB,

ilman ryhmittelevia sulkeita.

Kohdan (3) mukaauistributiivilait ovat voimassa propositiologiikassa.

Kohta (4) esittaabsorptiolait.

Kohdat (5) ja (6) ovatksinkertaistussaantéja Erityisesti kohdan (6) ensimmainen
tapaus orkolmannen poissuljetun laki.

Lause9 (de Morgan) Kaikille propositioille P ja Q on voimassa
-(PAQ)=-Pv-Q ja —(PvQ)=-PA-Q.
Todistus. Harjoituksia. O

Edeltavid kaavoja voidaan kayttaa hyvaksi osoittamadé pebpositio on tautologia.

Esim. 15. Osoitetaan, ettédP — (PAQ)) = (P — Q). Taté varten kirjoitetaan ensin auki
implikaation maarittely, ja kaytetaan sitten edella mija ekvivalensseja.

P—(PAQ) = -PV(PAQ) implikaation méaarittely
= (-PVP)A(-PV Q) distributiivisuus
= TA(-PVQ) kolmannen poissuljetun laki
= (-PVQAT kommutatiivisuus
= -PvQ yksinkertaistus
=P-Q implikaation maarittely

Kasitelladn seuraavassa propositioita, joissa on vainddktiveja—, A, V.

Maar. 8. Olkoon P propositio jaP* saatu siitd vaihtamalla jokainen propositiomuuttpja
negaatiokseenp, jokainen konnektiiviA konnektiiviksi v ja jokainen konnektiiviv konnek-
tiiviksi A.

Huomaa, etté edelld vain propositiomuuttypptnuutetaan negaatioikseen, ei yleisemmat
osakaavat.
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Esim. 16. JosP = —(pVv g) A —q, niin P* = =(=pA —q) V =—q, missa kaksoisnegaatio voidaan
sieventd pois lauseen 2 mukaiseBti= —~(—-pA —q) V Q. O

Seuraava lause esittelee propositiologiikan yleisenlduwagslain.

Lause10. Jokaiselle propositiolle P on voimass#® = P*.
Todistus. Todistetaan vaite (rakenteellisella) induktiolla.

e JosP = p € PM, on vadite selv, silla ny®* = —-p = —P. Oletetaan sitten, ett@ ja R
toteuttavat vaitteen-Q = Q* ja—-R=R".

e Oletetaan, ett® = —Q, missaQ toteuttaa vaitteen-Q = Q*. Siten

—|P: —|—|QE —|Q>|< = P*

e Oletetaan, ett® = QA R De Morganin lakia noudattaen saadaan

-P=-(QAR) =-QV-R=Q"VR" =P".

e Oletetaan, ett® = QV R. De Morganin lakia noudattaen saadaan

-P=-(QVR)=-QA-R=Q"AR" =P". 0

Huom. Mikali propositiossaP esiintyy konnektiivi—, sanokaamme osakaavasda— R,
voidaan se kirjoittaa ensin ekvivalenttiin muotoe V R, ja soveltaa sitten duaalisuutta.

Distributiivilait ja de Morganin lait voidaan yleistaa saavasti.
Lausel11l (Yleistetty distributiivilaki) Jos R,...,Pn,Q1,...,Qn € Prop niin
(Pl\/"'vpm)/\(Ql\/"’\/Qn) = (Pl/\Ql)\/'-'\/(Pl/\Qn)\/-'-\/(Pm/\Qn).
Todistus. Olkoonv: PM — {0,1} tulkinta. Tallgin

V((PLV - VP) A(QuV -V Qn)) =1
< V(PLV---VPy) =1ljav(QiV---VQy =1
<= onindeksitija j: V(R)=1jav(Qj) =1
<= onindeksiti ja j: V(RAQj)=1
< V(PLAQ1)V---V(RAQj)V---V(PhAQn)) =1.

Lause12 (Yleistetty distributiivilaki) Jos R,...,Pn,Q1,...,Qn € Prop niin
(Pl/\"’/\Pm)v(Ql/\"'/\Qn) = (P]_\/Ql)/\-'-/\(Pl\/Qn)/\'-'/\(Pm\/Qn).

Todistus. Vaite seuraa edeltavasta tuloksesta duaalisuutta kaytfSe voidaan toki myds
todistaa aivan vastaavasti kuin edeltava lause.) O
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Lause 13 (Yleistetyt de Morganin lait) Jos R,...,P, € Prop niin
PV VR) =-PA-- APy ja o(PLA - AR) =PV VSR,

Todistus. Lauseen 10 mukaan(P,V --- vV B,) =P A--- ARy, missaR* = —B. Nain ensim-
mainen vaite seuraa. Toinen todistetaan samoin. O

Disjunktiivinen normaalimuoto

Maéritellaan tassa kappaleessa eréita propositioidemaalimuotoja seka osoitetaan, ettd
jokainen propositio voidaan algoritmisesti saattaa maftarmaalimuotoihin.

Maar . 9. Literaali on joko propositiomuuttuj tai propositiomuuttujan negaatiep. Olkoot
l1,..., 0 literaaleja. TallGin
e /1 \---ANfmonalkeiskonjunktio.
e Jos jokainerK; on alkeiskonjunktio, on propositili; Vv - - - V K, disjunktiivisessa nor-
maalimuodossa(DN-muodossa. Kunn = 0, sovitaan, ett&; v --- VK, = L.
Vastaavasti maaritellaan konjunktiivinen normaalimuoto
Maar. 10. Olkoot ¢y, ..., ¢y literaaleja. Talléin

e /1V---V{nonalkeisdisjunktio.
e Jos jokainerD; on alkeisdisjunktio, on propositiDi A - - - A Dy, konjunktiivisessa nor-
maalimuodossa(KN-muodossg, Kunn= 0, sovitaan, ett®1A---ADp=TT.

Esim. 17. Kun p,q,r € PM, on propositiop A =g A r alkeiskonjunktio ja-pV —q alkeisdis-
junktio. Propositio(pA —q) V —r on DN-muodossa, mutta ei KN-muodossa. O

Propositiolla on yleensa useita disjunktiivisessa notimaepdossa olevia kaavoja. Seu-
raavassa esitetty probleema on algoritmisesti hyvin @aike on yksi niin kutsutuistilP-
taydellisistd ongelmista

Probleema.Annettuna propositi®® maaraa sen disjunktiivinen normaalimuoto, jossa on va-
hiten alkeiskonjunktioita.

Koska edella viitatut optimaaliset normaalimuodot ovdutiaja sovelluksissa, on kehi-
tetty monia algoritmisia menetelmid, jotka antavat hyvjéskaan ei ehka optimaalisia — DN-
muotoja annetuille propositioille. Seuraavan lauseerstokisessa esitetdan algoritmi, jonka
avulla jokainen propositio voidaan saattaa disjunkt@eis normaalimuotoon. Konjunktiivi-
selle normaalimuodolle on vastaavanlainen algoritmi.

Lause 14. Jokainen propositio on ekvivalentti disjunktiivisessamaalimuodossa olevan
proposition.
Todistus. Olkoon P propositio. (Seuraavassa sovelletaan lausetta 2.)

(1) Jos siina esiintyy konnektiiveja» tai <, kirjoitetaan ne auki maarittelynsd mukaisesti:
P-Q=-PvQjaP-<Q=(PAQ)V(-PV-Q).

(2) Viedaan konnektiivit- propositiomuuttujien eteen soveltaen seuraavia muurgaakis
kauan kuin tarpeellista:

_'_'Q*_)Q7
_|(Q/\ R) g —|Q\/ —|R,
_|(Q\/ R) — —|Q/\ -R.
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Taman jalkeen siis negaatio voi esiintya vain literaakeiss).
(3) Viedaan konjunktiot\ iteratiivisesti alkeiskonjunktioihin distributiivildkn avulla:

QA(RVY = (QAR)V(QAS),

(RVYAQ— (RAQ)V (SAQ). 0

Esim. 18. PropositiolleP = =(pV —g) A (—r V (pA —()) saadaan DN-muoto seuraavasti:

[[k™

p (ﬂpAﬁﬁq) (=rv(pA—0q))
(ﬂp ) A(=rv(pA—a))
(

(=pAQ A=)V ((=pAA) A (PA—Q))
(=PAQA=I)V (=pAQA PA Q)

(2
3

mik& on DN-muodossa, vaikkakin se yksinkertaistuu, sélkimmainen alkeiskonjunktio on
toteutumaton. Siis
= (-pAQA-T)V L==-pAgqA-T.

Propositioiden normaalimuodot eivéat ole yksikasittejai@iita voidaan usein sieventaa.

Karnaugh’n kartat

Karnaugh’'n karttojen kaytto perustuu seuraavan sievesd@ymon yleistykseen: jgson pro-
positiomuuttuja jeP propositio, niin

(PAP)V (=pAP)=P. *)

Esim. 19. Tarkastellaan DN-muodossa olevaa kaairapA —q) V (—pA Q) V (pA Q). Monis-
tetaan, ensin sen toinen tekijgp A . Tama on sallittua, silla joB ja Q ovat propositioita,
niin PvQ =PV PV Q. Kaytetdan sitten sievennyssaantda alku- ja loppuosaan:

(=pA=Q)V (=pAQ)V (PAQ)
= ((=pA-Q)V (=pAQ)) V ((-pAQ)V (PAQ))
=-pVvq

0

Sievennyssaantod voidaan soveltaa kahteen tai useampaEsigomuuttujaan, jos nii-
den kaikki vaihtoehdot esiintyvat DN-muodossa jonkun psition yhteydessa:

(PAQAP)V (=pAQAP)V (PA—-QAP)V (=pA—-qAP)=P.
Edellap ja q kayvat lapi kaikki mahdolliset2= 4 yhdistelmaa yhdessa propositiBrkanssa.
Esim. 20. Tassdap, q kayvat lapi kaikki mahdollisuudet:

(ZPA=QA =)V (PASQA=T)V (=PAGQA=T) V (PAQAT)
= (—gA-r)V(QA-r) =—r
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Esim. 21. DN-muotoon saattamista voidaan kayttdd osoittamaan pitigo tautologisuus.
TarkastellaarPeircen lakiaR= ((P — Q) — P) — P. Tall6in

—
=
—

R

—(=(=PVQ)VP)VP

—
N
—

~~(-PVQ)A-P)VP

2

1S

(—-PvQ)A-P)VP

w

(
®

(-PA=P)V(QA-P))VP
-PV(QA—-P))VP
“PVP)V(QA-P)=T.

(
(

O

Karnaugh'n kartan piirtdminen tapahtuu bindéaristen Geagdien avulla: Asetetaan pi-

tuuttan olevat bindarijonot
b1>b27 .. '7b2"

jarjestykseen niin, ettéy = 00--- 0, jabon = 100 -- 0, jab; jabjL1 eroavat toisistaan tarkalleen
yhden bitin osalta (samoin kuioy ja bon). Tallainen jono on aina mahdollista tehda — kon-
struktio on rekursiivinen. Huomaa, ettd myos ensimmaimeviimeinen bin&érijono eroavat
toisistaan vain yhden bitin osalta.

Esim. 22. Pienille arvoille seuraavat ovat Gray-koodeja:

en=1: 0,1
en=2: 00,01, 11,10
en=3: 000,001, 011, 010, 110, 111, 101, 100. O

Huom. Kurssissa rajoitutaan vain tapauksiin, joissa propasgeon korkeintaan nelja muut-
tujaa, ja Gray-koodeihin joiden pituus on korkeintaan kakapaukset, joissa on 5 tai useam-
pia muuttujia vaativat monimuotoisempia karttoja (hyperkoita).

OlkoonP propositio, jossa on (korkeintaan) neljd muuttujaa. Beamaugh’n kartta on
Gray-koodin yleistyksena taulukko, missa

e jokainen ruutu, elsolu, vastaa pituutta olevaa bindarijonobsbsb,b,, joka saa propo-
sition P totuustaulun arvon vastaavalla totuustaulun rivilla; ikubolu vastaa siis yhta
totuustaulun rivi;

o vierekkaiset solut eroavat toisistaan tarkalleen yhdbgssa. Vaakarivien paatysolut
ovat vierekkaisia, ja pystyrivien paatysolut ovat viergisla;
e kartan vaaka- ja pystyrivit jarjestetdan siis Gray-koaaiunkaisesti.

Esim. 23. Olkoon P = (pVv —q) A (r — p) A (s— Q). Sen Karnaugh’n kartta on piirretty
kuvaan 2. O

Karnaugh'n kartan jokainent % 2K vierekkaisista soluista koostuva suorakulmio, jonka
jokaisessa solussa on arvo 1, vastaa jotain DN-muotoasjekanee kaytettdessa saantda (*)
niin, etta siitd poistuvat kaikki ne propositiomuuttujatiden arvo vaihtuu. Tama johtuu siita,
ettd arvonsa vaihtavat propositiomuuttujat kayvat lajkkiamahdolliset variaatiot, ja loput
muuttujat ovat vakioita koko suorakulmiossa.
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pq

rs
0000 | 0001 ] 0011 | 0010 > 010 011 111 100
0100 | 0101 | 0111 | 0110 U ESESEIR.
1100 | 1101 | 1111 | 1110 o e
1000 | 1001 | 1011 | 1010 oo e

Kuva 2: Karnaugh'n kartan solukko, ja esimerkin propositesvot.

Esim. 24. Tarkastellaan oheista Karnaugh'n karttaa, jossa kirjmai b, ja ¢ merkityt solut
saavat arvon 1.

pPq
rS\/00(01(11|10

00|la I
O1|{a b|b

11~ b|b)
10| ¢) (c

Kuvassa samalla kirjaimella merkityt solut muodostavgpifisia suorakulmioita, joita vas-
taavat alkeiskonjunktiot ovat

O

Annetun propositiorP minimaaliset DN-muodot voidaan maarata Karnaugh’n kgntto
avulla seuraavasti:
() Merkitaan totuustaulusta kuhunkin soluun propositibwastaava arvo.
(i) Muodostetaan propositioR kartan ykkossoluista kaikki maksimaaliset suorakulmiot.

(i) Valitaan maksimaalisista kulmioista minimaalinesasysteemi, joka kattaa kaikki kar-
tan ykkoset. Jokaista kulmiota vastaa alkeiskonjunkdmijden disjunktio on ekviva-
lentti propositionP kanssa.

Huomattakoon, etté tietty ykkénen voi esiintyd useasseagutmiossa.

Esim. 25. Tarkastellaan karttaa, ja sen yhta maksimaalisten sulbnéden valintaa:

pPg
rs\(00({01|11|10

00| D1
01 1

(YN EN)
10 1

Saadaan propositiQ, joka on DN-muodossa

P=Q=(rAs)V(=gqA-TA=S)V(=pAgA-T)V (PA—-QAT).
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4 Kompaktisuuslause

Oletetaan tassa kappaleessa yksinkertaisuuden vudkskégtossa ovat vain konnektiivit,

A ja V. Logiikan kompaktisuustulos kertoo, ettd aarettomierkkojen toteutuvuus seuraa aa-
rellisten osajoukkojen toteutuvuudesta. Kompaktiswssalla on useita seurauksia muualla
matematiikassa.

Hintikan joukot

Maar. 11. Sanotaan, ettd propositiojoukkoon &arellisesti toteutuva jos sen jokainen &a-
rellinen osajoukko on toteutuva.

Lemma. 15. OlkoonT aarellisesti toteutuva propositiojoukko. Talldin kun P pmopositio,
rU{P}tai ' U{-P} on &arellisesti toteutuva.

Todistus. Tehdaan vastaoletus, ja oletetaan, ettd on olemassaisiireajouko®, A C I,
joille ZU{P} ja AU {-P} eivét ole toteutuvia. Oletuksen mukaan on olemassa talkint
joka on joukon~ UA malli. Josv(P) = 1, onv myds joukon> UAU {P} ja siten my@s joukon
ZU{P} malli, ja muutoin se on jouko@ UAU {=P} ja siten myds jouko\ U {-P} malli,
mik& on kaivattu ristiriita. O

Maar. 12. Kaavajoukkol" on Hintikan joukko jos se toteuttaa seuraavat ehdot kaikille pro-
positioille P, P, ja P..

(i) Eioleniin,ettaP el ja—-PeT,;

(i) Jos——Pel,my6sPerl;

(i) JosPLAR, e, mydsP, el jaP, €T;

(iv) JosPivRel, myosP el taiP er;

(v) Jos—(PLAR) e, myds—P, el tai—-PeT;

(vi) Jos—(PLVPR) el myos—P el ja-Perl.

Lemma. 16 (Hintikka). Jokainen Hintikan joukko on toteutuva.

Todistus. OlkoonT” Hintikan joukko. Maaritellaan tulkinta oheisesti:

0 jos—perl,
sz{ .
1 muutoin

(Huomaa, etté voi ollg, —p ¢ I'.) Osoitetaan rakenteellisella induktiolla, etttoteuttaa jou-
konTl. OlkoonP eT.

(1) JosP = pe PM, onv(P) =1.
(2) OlkoonP = —-Q.
(@) JosQ =qe PM, niinv(q) = 0 ja sitenv(P) = 1.
(b) JosQ = —q, misség € PM, niin ehdon (ii) nojallag € I, ja talléin myosv(P) = 1.

() JosQ = Py APs, niin ehdon (v) mukaarP; € T tai =P, € I'. Induktio-oletuksesta
saadaan, etté(—P;) = 1 tai v(—=P,) = 1. Nyt de Morganin kaavan nojallg =
—Py Vv =P, ja sitenv(P) = 1.
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(d) JoQ =P,V P, niin ehdon (vi) mukaamPy € I ja—P, € I, jainduktio-oletuksesta
saadaan, ettéi(—P;) = 1 ja v(—P,) = 1. Nyt de Morganin kaavan nojallg =
—Py A =P, ja sitenv(P) = 1.

(3) OlkoonP = P, A P, jolloin ehdon (iii) nojallaP, € T ja P € I'. Induktio-oletuksen
nojallav(P;) = 1 jav(P,) = 1, eli myosv(P) = 1.

(4) OlkoonP = P,V P, jolloin ehdon (iv) nojallaP, € T tai P, € I'. Induktio-oletuksen
nojallav(P;) = 1 taiv(P,) = 1, eli myosv(P) = 1.

O

Seuraava lause on propositiologiikan yksi merkittavinténtsiloksista.

Lause 17 (Kompaktisuuslause)Kaavajoukkol' on toteutuva jos ja vain jos sen jokainen
aarellinen osajoukko on toteutuva.

Todistus. (=) JosI” on toteutuva, samoin ovat tietysti sen aarelliset osajpuko

(«) Oletetaan ett& on &arellisesti toteutuva. Koskapa &aarellinen joukkRo-P} ei ole
toteutuva, vain toinen propositioisBja —P voi kuulua joukkoor.

Osoitetaan ensin, etfasisaltyy johonkinmaksimaaliseenaarellisesti toteutuvaan jouk-
koon, eli sellaiseen aarellisesti toteutuvaan joukkoohon ei voida lisata propositiota rikko-
matta tatd ominaisuutta.

Olkoon .# kaikkien sellaisten &arellisesti toteutuvien propogitikojen > perhe, joille
IF C 2. Jos tassa perheessa on kasvava png 3, C ... my0s niiden union = U3 |
kuuluu perheeseef¥. Toden totta, se on aarellisesti toteutuva, koska jokageendarellinen
osajoukko on jonkin joukoix; darellinen osajoukko, ja siten toteutuva. Toisaalta, @estikin
FC 2. Nain ollenz € %, ja se on jonorx, C 2, C ... ylaraja perheess&. Nyt Zornin
lemman mukaan perheesgaon maksimaalinen alkio, sanokaamike

Todistetaan, ettd maksimaalinen &érellisesti toteutonkkjio A on Hintikan joukko. Kat-
sotaan Hintikan ehdoista vain kolme ensimmaista tapamsiai menevat samankaltaisesti.

Ehto (i). OlkoonP € A. Jos my0s-P € A, ei &arellinen osajoukkgP, —P} voi olla toteutuva
vastoin joukomA ominaisuutta. SiteA toteuttaa Hintikan ehdon (i).

Ehto (ii). Olkoon ——P € A. Luonnollisesti-—P = P, ja sitenAU {P} on my0s &arellisesti to-
teutuva, silla muutoin lemman 15 mukaan {—P} olisi darellisesti toteutuva, jp-—P,—P}
olisi toteutuva, mik& on mahdotonta. Maksimaalisuudestaaa, ett® < A.

Ehto (iii). Olkoon PAQ € A. Nyt lemman 15 mukaan, jokbU {P} tai AU{—P} on &arellisesti
toteutuva, ja siten maksimaalisuuden nojalla jBko A tai —P € A. Siis josP ¢ A, niin =P € A.
Mutta &arellinen osajoukkoP A Q, —P} ei ole toteutuva, miké on ristiriita. SiB € A ja aivan
samoinQ € A.

Lemman 16 mukaan joukkf on toteutuva, ja siten sen osajoukkamn myds toteutuva.
O

Esimerkki: Hallin sovitukset

Olkoot X ja 'Y kaksi erillista alkiojoukkoa (elXNY = 0), jaE C X x Y relaatio niiden va-
lila. Talloin sanotaan, ett& = (X,Y,E) on 2-jakoinen graafi, jonka pisteet ovat joukon
X UY alkiot ja nuolet ovat joukonE parit (x,y) € E. OsajoukkoM C E on graafinG sovi-

tus, jos milla&n kahdella nuolelle, f € M ei ole yhteistd alku- tai loppupistetta. Sovitis
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on taydellinen, jos jokaiselle joukorX pisteellex on (yksikasitteinen) pistg € Y niin, etta
(x,y) € M.
JosA C X jaB CY, ovat niiden naapurustot vastaavasti

N(A)={yeY | (xy) € Ejollain x € A},
N(B) = {xe X | (x,y) € E jollain y € B}.

JosA = {x} on yhden alkion joukko, merkitddn naapurustoa yksinkegtaminN(x).
Seuraava graafiteoreettinen tulos on perdisin Halliltand @sitetdén vain mielenkiinnon
vuoksi, ja sen todistus sivuutetaan.

Lause 18 (Hall). Olkoon G= (X,Y,E) &arellinen 2-jakoinen graafi. Talldin silla on taydelli-
nen sovitus jos ja vain jog\| < [N(A)| kaikilla A C X.

SeuraavassBa = ENA x N(A) koostuu niista nuolista, jotka alkavat joukogta

Lause 19. Olkoon G= (X,Y,E) &aretdn 2-jakoinen graafi, jolle jokainen naapurustgxy
on aarellinen. Jos sen jokaisella aéarellisella osagraafiba = (A,N(A),Ea) on taydellinen
sovitus, on graafilla G taydellinen sovitus.

Todistus. Kullekin parille (x,y), misséx € X jay €'Y, olkoon py, propositiomuuttuja. Olkoon
N(X) = {y1,Y2,...,Ym} jollekin m> 1, ja mé&aritella&n seuraavat propositiot kaikitle X ja
yeyY:

Be= (Pxys V Pxyo V- V Peyin)
Qx = ~(Pxys A Pry) A = (Pxys A Prys) A== A =(Pxyy A Pryin)
/\'”/\_‘(pXYm—l/\pXYm)'

Todetaan, ett&(Px A Qx) = 1 silloin ja vain silloin kun tarkalleen yhdelle indeksilieon
V(pxy ) = 1. Vastaavasti, jog € Y jaN(y) = {X1,X41,...,X}, niin olkoon

Ry = =(Pay /A Proy) A 71(Bray A Pray) A+ A =(Pray A Py)
A A (P ay A Pry) -

Talloin v(Ry) =1 jos ja vain jos on korkeintaan yksi indeksjolle v(pyy) = 1. Johtop&é&tok-
sena on, etta propositiojoukko= {P,,Qy | x€ X} U{Ry |y € Y} on toteutuva jos ja vain jos
graafillaG on taydellinen sovitus.

Olkoon sittenll; C T jokin &arellinen osajoukko, ja olkoof siind esiintyvien pisteiden
X € X joukko. Téalldin A on varmasti darellinen, ja oletuksen mukaan graafijaon tay-
dellinen sovitus. Niinpd, edeltavdn mukaan propositikiaul ; on toteutuva. Siis jokainen
aarellinen osajoukkd; on toteutuva, ja kompaktisuuslauseen mukaan, myds toteutuva,
eli graafillaG on taydellinen sovitus. O
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5 Aksiomatiikkaa

Aksioomat ja teoreemat

Tarkastellaan seuraavassa yksinkertaisuuden vuokspgitmita, joissa esiintyy vain konnek-
tiiveja — ja —. Siten konnektiivitA, Vv, ja < ovat siten lyhennysmerkintdja kaavoille
PAQ=-(P— Q)
PVvQ=-P—Q,
P Q=~((P~Q ~~(Q~P).
Seuraavat kolme kaavaa ovat aksioomeja. Itseasiass&aditdja on aareton maara, silla

aksioomat ovat voimassa kaikille propositiolle.

Ma&ér. 13. Kaikille propositioille P, Q ja R seuraavat ovatksioomeja

P—(Q—P) (A1)
(P—(Q—=R)—~((P-Q —(P—R) (A2)
(Q——-P) = (P—0Q) (A3)

Teoreematmaaritellaén induktiivisesti seuraavasti. Kaikki aksred ovat teoreemoja, ja jos
P ja P — Q ovat teoreemoja, samoin dp. Kyseinen paattelysaanté on nimeltésiodus
Ponenseli MP. Merkitaant44 P, jos P on teoreema.

Nain ollen ainoa paattelysaanté MP sanoo:

Fax P
FaxP— Q } — @ (MP)

Esim. 26. Osoitetaan, ettéx P — P.
1. P> ((P—P)—P) (Al): Q=(P—P)
2. (P=(P=P)=P) = (P (P—P)—(P—P)

(A2: Q=(P—P)jaR=P

3. (P—=P—=P)—(P—-P) MP: 1+2
4. P— (P—P)) (A1):Q=P
5. PP MP: 3+4

0

Maar. 14. OlkoonT" C Prop joukko propositioita. Propositidd johto (premisseistg I' on
jono Q1,Qy, ..., Qm, MissaQm = P ja kukin Q; on joko aksiooma, ta); € I', tai se on saatu
Modus Ponensilla kahdesta aikaisemmasta propositigsja Qs (r,s < i). Merkitaan

IMax P

jos propositiollaP on johto premisseista. Jos tass&d = {P,...,P,} on &érellinen joukko,
merkitddn myo$, ..., Py Fax P. JosIT Fa« P ei ole voimassa, merkitadnt/ax P.

Huomaa, etté o« P on sama kuin B4« P, eli edeltavd méaéritelma on sopusoinnussa teo-
reeman maaritelman kanssa.
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Esim. 27. Osoitetaan, ett® — (Q - R), P— QFxP — R.

1. P-(Q—R premissi
2. P—-Q premissi
3. (P—>(Q—> R))—)((P—)Q)—)(P—)R)) (A2)
4, P—-Q —(P—R MP: 1+3
5. P—>R MP: 2+4
]
Lause20. Kaikille propositiolle P ja Q on voimassa PP 44 Q.
Todistus. Vaite seuraa oheisesti:
1. -P premissi
2. P> (-Q—-P) (AL)
3. Q—-P MP: 1+2
4. (—|Q — —|P) — (P — Q) (A3)
5. P—-Q MP: 3+4
6. P premissi
7. Q MP: 5+6
O

Lause 21 (Kompaktisuuslause)OlkootI™ propositiojoukko, ja P propositio. Jdst a4 P, niin
on olemassa aarellinen osajoukRoC I, jolle A4« P.

Todistus. Koska Modus Ponensia saa kayttaa vain darellisen montaakgtidossd Hax P,
niin vain aarellisen monta propositio@c I tulee kayttoon tassa johdossa. O

Seuraava lause tunnetaan mgésluktiolauseena
Lause 22 (Herbrand 1930) OlkootI" propositiojoukko, ja P ja Q propositioita. Talléin

Todistus. (=) Oletetaan ensin, etfaU {P} Fax Q. OlkoonQy, ..., Q, kaavanQ = Qp johto
premisseist® U{P}, missa kukinQ; on joko aksiooma, joukossaJ { P} tai saatu Modus Po-
nensilla kahdesta edeltavasta johdon propositioistaisttdan induktiolla lukuum ndhden,
ettal o« P — Q. Vaite seuraa kuh= n.

1. JosQ; on aksiooma ta@); € I', saadaan johto

1. Q premissi
2. QG—-P—-Q) (A1)
3. P=Q MP: 1+2

Jos taa®); = P, saadaaifo P — P esimerkista 26, ja siteh - P — Q.

2. Oletetaan, ett@ o« P — Q kaikilla k < i, ja todistetaan se tapaukse$3a Kohdan
(1) mukaan voidaan olettaa, effa on saatu Modus Ponensilla kahdesta edeltavéasta
termista, sanokaamni@; ja Qx, missa siix = Q; — Q. Induktio-oletuksen mukaan
on
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Talloin on aéarelliset osajoukd;, A, C ' saadaan johto

A CT premissit
johto kaavalle (1):
1. P—Qj
N CT premissit
johto kaavalle (2):
2. P— (QJ — Q)
3. P—=(Qj—Q))—((P—-Q))—(P—Q) (A2
4. (P—)Qj)—>(P—>Qi) MP: 2+3
5. P—=Q MP: 1+4

Tama todistaa, ety UA, Fax P — Q; eli myosl a4 P — Q;, mista vaite seuraa.

(<) Oletetaan, ettl 54 P — Q, ja olkoonA C I aarellinen osajoukko, jolle aat-,4 P —
Q. Uuden premissi® my6té, Modus Ponens tuottda) { P} Fax Q, ja siten myds” U {P} Fax

Q. O
Huomaa, etté edeltava todistus ei kayta lainkaan aksio@iza

Esim. 28. Lauseen 20 mukaaR —P F4« Q kaikille P ja Q. N&in ollen lauseesta 22 saadaan
-PFax P — Q, ja toiseen kertaan soveltaer —P — (P — Q). O

Esim. 29. (a) Osoitetaan, ettd,x ——P — P kayttden lausetta 22.

1. --P premissi
2. -=P — (=P — -=-P) Esim 28
3. -P— —===P MP:1+2
4. (=P — —===P) = (-—-P—P) (A3)

5. —-—P—P MP:3+4
6. P MP:1+5

Nain ollen——P k4 P, ja sitent44 ——P — P. Kohdassa (2) on kaytetty Esimerkin 28 tulosta,
eli (2) voidaan korvata pidemmall& johdolla, joka on egjt&tsimerkissa 28.
(b) Samoin-44 P — —=—=P, minka osoittaminen jaa harjoitukseksi. O

Esim. 30. Osoitetaan, ettd seuraavat tulokset ovat voimassa.

P—-Q Q—RF-xP—R (@)
P—(Q—R), QFaxP—R (b)

(a) Osoitetaan, et — Q, Q — R, P4« R, jolloin vaite seuraa lauseesta 22.

1. P—-Q premissi
2. Q—R premissi
3. P premissi
4. Q MP: 1+3
5 R MP: 2+4

(b) Osoitetaan, ettB — (Q — R), Q,PFax R, jolloin véite seuraa lauseesta 22.
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1. P> (Q—R) premissi
2. P premissi
3. Q—R MP: 1+2
4. Q premissi
5 R MP: 3+4

Ristiriidattomuus ja taydellisyys
Seuraavaksi osoitetaan, ettd “aksiomatiikka on taydmdilitulkintaan nahden.”
Maar. 15. OlkoonT propositiojoukko.

e [ onristiriitainen , jos on olemassa propositig jolle I' Fo« P ja T a1 —P; muutoinl
onristiriidaton .

e [ ontaydellinen, jos jokaiselle propositioll®, joko I' Fax P tai I Fax —P.
e [ onteoria, jos se on suljettu johtamiseen nahden, eli jokaiselle gsitiplle P,

NFaxP = Perl.

Lause 23. Jos propositiojoukort” jokainen &éarellinen osajoukko on ristiriidaton, niin myés
I" on ristiriidaton.

Todistus. Tehdaan vastaoletus, eftéon ristiriitainen, jolloinka on propositi®, jolle I F4x P
jal Fax —P. Kompaktisuuslauseen mukaan on jouko#arelliset osajoukdiy jaI'» niin, etta
MEaxPjalbFax—P. Muttanytl UM o Pjal1 Ul Fax =P, joten aarellinen osajoukko
1 U5 olisikin ristiriitainen. Tama todistaa vaitteen. O

Lause 24 (Terveys) Jokainen teoreema on tautologia, eli

Todistus. Todetaan ensin esimerkiksi totuustaulujen avulla, etiékkaksioomat ovat tauto-
logioita, ja sitten ettéd Modus Ponens sailyttéaé tautolagien: jog=Pja =P — Q, niin = Q.
Na&in ollen vaite seuraa teoreeman maaritelmasta. O

Toiseen suuntaan todistus on huomattavasti hankalampi.
Lemma. 25. JosI Fax P jal U{P} Fax Q, niinT 4« Q.

Todistus. Olkoot Py,..., P, johto propositiolleP = P, premisseistd’, ja P,Qq,...,Qk johto
propositiolleQ = Qk premisseist& U {P}. Talloin Py, P, ... Py, Q1,Qz,...,Qk on johto pro-
positiolle Q premisseistd . O

Lemma. 26. Jos propositiojoukkd on ristiriitainen, niinT k4, Q kaikille Q< Prop

Todistus. Oletetaan, ettll o4 P ja Tl Fax —P. Lauseen 20 mukad® —P 54 Q, jolloin myds
I U{P,—P} Fax Q, mista vaite saadaan edeltdvan lemman mukaan. O

24



Edeltavan tuloksen seurauksena saadaan
Lemma. 27. Olkoon[" propositiojoukko.
(a) I onristiriidaton jos ja vain jos on olemassa propositio Pmiettal” . P.

(b) JosI ax P, niin" U {=P} on ristiriidaton.

Todistus. Kohta (a) jaédkoon harjoitukseksi. Kohdassa (b) oletetatté]” U {—P} on ristirii-
tainen, ja olkoorQ jokin aksiooma. Tallgin

FU{-P}Fax—Q lause 26
= [ FoP—-Q lause 22
— [+ Q—P (A3)+MP
— MU{Q}FaxP lause 22
mista saadaah 44 P, koskaQ on aksiooma. O

Lemma. 28. Propositiojoukkol” on taydellinen ja ristiriidaton teoria jos ja vain jos on ole
massa tulkinta v niin, ette = {P | v(P) = 1}.

Todistus. (1) Oletetaan ensin, etfa= {P | v(P) = 1}. Todetaan, etté jokainen aksiooiR@an
tautologia, ja siterR € I'. Liséaksi Modus Ponens sailyttda totuusarvon 1, elivjd® =1 ja
V(P — Q) =1, niin my6sv(Q) = 1. N&in ollen jod Fa Q, niin my6dsv(Q) =1eliQeT,ja
sitenl” on teoria. Helposti todetaan, eftéon ristiriidaton ja taydellinen.

(2) Oletetaan sitten, ettA on taydellinen ja ristiriidaton teoria. Maaritellaan timta
v: PM— {0,1} oheisesti:
v(p)=1<= pel (kunpePM).
Huomaa, etta koskk on taydellinen ja ristiriidaton, jok@ € I' tai —p € " jokaiselle propo-
sitiokirjaimelle p. Todistetaan vait€ = {P | v(P) = 1} induktiivisesti.

(1) Kun p € PM, niinv(p) = 1 jos ja vain josp € I', maaritelmén mukaan.
(2) OlkoonP = —Q. Talldin

V(P)=0 <= v(Q)=1
— Qerl induktio-oletus
<— P=-Q¢rl ristiriidattomuus / taydellisyys

Siisv(P) =1josjavainjoP cT.
(3) OlkoonP = Q — R. Nyt

V(P)=0 < v(Q)=1jav(R)=0
< QerljaRé¢r induktio-oletus
<— P¢r,

Missé viimeinen ekvivalenssi on voimassa, koskapajesl, niin Q — Re I jos ja vain jos
I tax R(MP) jasiisRe I, sillal on teoria. O
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Lemma. 29. Olkoon P propositio, joka ei ole teoreema, glix P. Tall6in on olemassa tay-
dellinen ja ristiriidaton teorial™ niin, ettd P¢ I".

Todistus. Olkoon Py, Py, ... listaus kaikista propositioista. Tallainen listaus on a@hinen,
koska propositioita on numeroituva maara. Maaritellage- {—P} ja kunn > 0:

r MU{Py} josInuU{P,} on ristiriidaton
l pr—
" M muutoin

Selvastil on ristiriidaton, silla ehdostéax P seuraa, ettd—P} on ristiriidaton lemman 27
mukaan. Nyt g C "1 C ... on nouseva jono ristiriidattomia propositiojoukkoja. Kopafkti-
suuslauseen mukaan niiden unioni

r=Urn

n>0
on myaos ristiriidaton, silla jokainen joukdnaarellinen osajoukko on jonkin joukdn, aarel-
linen osajoukko.

Joukkol" on myos taydellinen, silla jo§ t/ax R, niin ' U{—-R} on ristiriidaton kuten
lemma 27 kertoo. Mutta:R = P, jollain indeksillan, ja siisI',U {P,} on ristiriidaton, ja siten
joukonT maarittelyn mukaamR € I'. Lopuksi, on selvad, etta on teoria, silld jod Fax R,
niin I U {R} on ristiriidaton. (Jod” U {R} Fax Q jollain Q, niin mydsl” Fax Q.) SitenRe I
kuten edella. O

Lause 30 (Taydellisyyslause) Jokainen tautologia on todistuva, eli
EP = FuiP.
Nain ollent-a P < = P.

Todistus. Todistetaan vaite kontrapositiolla. Oletetaan, étta P. Lemman 29 mukaan on
olemassa taydellinen ja ristiriidaton teoFianiin, ettaP ¢ I'. Lemma 28 sanoo, etté on tulkinta
v, jolle Q €T jos ja vain josv(Q) = 1. Erityisesti,v(P) = 0, ja sitenP on kumoutuva, eli se ei
ole tautologia. Siis jo® on tautologia, on se teoreema.

Viimeinen vaite saadaan yhdistamalla edeltava lauseemi2gsh. O

Lause 31 (Ristiriidattomuus) Joskax P, niint-44 =P ei ole voimassa.

Todistus. Tiedetaan jo etta jokainen teoreema on tautologia, jotémteénen,P tai —P, voi
olla teoreema. O
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B. Ensimmaisen kertaluvun logiikkaa

Tassé osiossa pyritdan esittdmaan etupdassa matereaatistnteiden teoriaa, johon tarvi-
taan propositiologiikkaa paljon voimakkaammat loogiyékalut.

Matemaattinen rakenne (tai struktuuri) koostuu alkiofmatk A ja sitd koskevista ope-
raatioista. Tallainen rakenne on esimerkiRsielin ryhmé&(A, +, —,0), missé+ on operaatio
+: Ax A— A joka yhdistda kaksi alkiota,b € A yhdeksi alkioksia+ b ja — on operaatio
—: A— A, joka muuttaa alkion etumerkin, ©@ A on vakio (ryhméan nolla-alkio). Seuraavat
ehdot tekevat tastd Abelin ryhman: kaikiflab, c € A,

at+b=>b+a,
(a+b)+c=a+(b+c),
0+ x=x,

—X+x=0.

Kokonaisluvut muodostavat ryhmén yhteenlaskun suhteetdlipin rakenne ofZ,+, —,0)
(mik& usein kirjoitetaan yksinkertaisemmi#, +)).

Toisaalta esimerkikkuntaon rakenngK, -, +,—,0,1), missd operaatiota+, — toteut-
tavat kuntaehdot, ja 0 ja 1 ovat vakioita. Esimerkiksi nagialiluvut muodostavat kunnan
(Q,-,+,—,0,1) tavanomaisten operaatioiden suhteen.

Propositiologiikan rakennusaineet ovat propositiomujatf joista monimutkaisemmat pro-
positiot kootaan konnektiivien avulla. Propositiomuiilia ei ole siséista rakennetta ja sikali
propositiologiikan ei ole tarpeeksi ilmaisuvoimainentkataan matemaattisten teorioiden —
eikd myoskaan arkilogiikan — formalisoinnin vaatimukdtaityisesti propositiologiikassa ei
voida ilmaista, etta jokin ominaisuus on voimassa joiltetdi kaikille yksiloille.

Esimerkiksi syllogismia

Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia
Sokrates on ihminen
.. Sokrates on kuolevainen

ei voida formalisoida mielekkaalla tavalla propositidlagn avulla vaikka paattelykaavio il-
meisestikin on oikea.

Ensimmaisen kertaluvun logiikka tdydentaa paattelyjadolistamalla

¢ yksildsymbolit (kuten ‘Sokrates’, joka on sama seké joktiiksessa ja premississa);

e yksildiden ominaisuudet (kuten ‘kuolevainen’);

¢ ilmaisut yksildiden vélisille suhteille;

¢ ilmaisemisen, etté jokin ominaisuus tai suhde koskee kaiyksiloita tai, ettéd on ole-
massa tietyn ominaisuuden omaava yksilo.

Edeltava syllogismi saa seuraavan muodon:

Vx(1(x) — K(x))

missa tulkinnat ovalt — “Olla ihminen”, K — “Olla kuolevainen”,s+— “Sokrates”.
Seuraavassa ylla esitetyt vaatimukset tayttava yleisdogiikka muotoillaan ajatellen
l[ahinna matematiikan tarpeita, minka takia sallitaan nfyd&tiosymbolit.

27



1 Syntaksi

Ensimmaisen kertaluvun kielet

1. kertaluvun kielen aakkosto jaetaan kahteen osaan:deegiaakkostoon ja symboliaakkos-
toon, joista edellinen on kiinted, eli sama kaikille ralaif. Sensijaan, sovellusten ja esi-
merkkien takia, symboliaakkosto riippuu kulloinkin taskeltavista rakenteista, ja sita tullaan
kutsumaan lyhykéisestiakkostoksi

Maar. 16. Looginen aakkostdoostuu seuraavista symboleista:

o (yksilo)muuttujat Xo,Xp, X2, ..., joiden joukkoa merkitadX = {Xo,Xy,...}.
Muuttujia merkitddn (metakielessa) yleensa kirjaimip z

e konnektiivit -, Vja A (ja—, « lyhennysmerkintind);

e kvanttorit V, 3 (universaali- ja eksistenssikvanttor);

e yhtasuuruusmerkki = ; sulkumerkit ( ja); pilkku , .

Maar. 17. Symboliaakkosto eli aakkosta koostuu kolmesta alkiovieraasta joukosta
S=FunUReluCon

missa

e Funonfunktiosymbolien joukko. Funktiosymboleina kaytetaan yleensa kirjairhja,
h, ja konkreettisissa sovelluksissa my6s esimerkiksi, *, o.

e Relonrelaatio- eli predikaattisymbolien joukko. Relaatiosymboleina kaytetaan yleen-
sa kirjaimiap, g, r, ja konkreettisissa sovelluksissa myds esimerkiksg, |.

e Conon vakiosymbolien joukko. Vakiosymboleina kaytetdaan yleensa kirjairipga d,
ja konkreettisissa tilanteissa myo6s esimerkiksi @&.1,

Jokaisella funktio- ja relaatiosymbolilla on yksikassesti maarattyaikkaluku , joka on
positiivinen kokonaisluku. Merkitaan-paikkaisten symbolien joukkoja vastaavasti kirjaimin
Fun, ja Re},, jolloin

Fun=| JFun, ja Rel=|JRe}.
n>0 n>0

Konkreettisissa esimerkeissa aakkoStn yleensa aarellinen, favoidaan esittaa jonona
S=(f1,...,fa,r1,...,rg,Ca,...,Cm), missaFun= {fq,..., f}, Rel={rq,...,r¢} ja Con=
{C1,...,Cm}

Esim. 31. (1) Tavallisissa lukujarjestelmissa, kuten (kokonaigjek ja luonnollisten lukujen)
aritmetiikassa, aakkostona on
Ar = (+,%,0,<,0),

missa+, *x ja o ovat 2-paikkaisia funktiosymboleja; on 2-paikkainen relaatiosymboli, ja O
on vakiosymboli. (Tassé& esittdd seuraajafunktiotma— n+1.)

(2) Joukko-opin aakkosto koostuu yhdesté relaatiosyrataad.

(3) Ryhmaéteoriassa tarvittava aakkosto koostuu yhdestiifisymbolistao ja yhdesta
vakiosymbolistee.

(4) Sukutaulujen ‘teoriaa’ varten tarvitaan aakkostosgoen kaksi 2-paikkaista relaatio-
symbolia i ja &, ja ehkapa kaksi vakiosymbatidamja eve O

Ensimmaisen kertaluvun kielet koostuvat termeisté ja éiséa, joilla on eri roolit:Termit
tullaan tulkitsemaan konkreettisten struktuurien alksdj kun taas kaavat edustavat vaite-
lauseita, jotka jokaisessa tulkinnassa ovat joko tosiaetsitosia.
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Maar. 18. Termit yli aakkostorS méaaritelladn induktiivisesti:

(T1) jokainen muuttujx € X ja vakiosymbolic € Conon termi;
(T2) f(tg,...,tm) on termi, kunf on m-paikkainen funktio jd;,...,ty ovat termejé.

Termeja merkitaan yleensa kirjaimifa s.
Huomaa, ettd termi on aina jonkun aakkosEsuhteen. Termissa ei esiinny konnektiiveja,
ei kvanttoreita, eika relaatiosymboleja.

Esim. 32. (1) Aritmetiikan aakkostossAr, termeja ovat esimerkiksi 0g(0), +(x,0(0)),
(Y, +(+(X,y),0(0))) ja o(x(x,y)). Huomaa, etté termeissa ei esiinny relaatiosymbalia

Bin&ariset eli 2-paikkaiset funktiosymbolit kirjoitet@aisein kayttdemnfix-merkintéaa,
missa funktiosymboli kirjoitetaan operandien valiin. ifi& esimerkiksi yllaoleva ternti=
*(Y, +(+(xy),0(0))) saa tutumman nakdisen muodpa((x+y)+ c(0)).

(2) Joukko-opissa termeina ovat vain muuttujat, silla jatkpin aakkostossa ei ole funk-
tiosymboleja eika vakioita.

(3) Ryhmateorian termeja ovat esimerkilksixo x ja (Xo €) oy, missa on kaytetty infix-
merkintaa. 0

Ma&ér. 19. Jost on termi, jonka muuttujat ovat joukos$sy, Yo, . . .,Yn}, Niin merkitaéan

t= t(YLYZa e 7Yn) .
Liséksi, josty, to, . . . ,t, ovat termeja, olkoon(ty, to, ... ,t,) saatu termistékorvaamalla jokai-
nen muuttujary; esiintyma termill&;, kuni=1,2,...,n.
Lause 32. Olkoot t= t(y1,¥2,...,¥n) ja t1,t2,...,t, termeja aakkostossa S. Talléin myods
t(ty,to,...,tn) ON termi.

Todistus. Todistus on esimerkki induktiosta termien hierarkisedendeeseen nahden.
(T1) Induktion lahtékohtana ovat termit, jotka ovat vakioja muuttujia. Jos = c on
vakio, niint(ts,...,t;) = c. Jos taa$ = x on muuttuja, niirt(ty,...,ty) =X, josx =y, jollain
i, jat(ty,...,tn) =t muutoin.
(T2) Oletetaan, ettd on m-paikkainen funktiosymboli, j& = f(s1,S,...,Sm), Missa jo-
kainens = s(y1,...,Yn) ONn termi, joille vaite patee induktio-oletuksen mukaansiten jo-
kainens(ty,...,t,) on termi. Nyt

t(tl,tz,. .. ,tn) = f(Sl(tl,tz,. .. ,tn),SQ(tl,tz,. .. ,tn),.. . ,Sm(tl,tz,.. . ,tn)),

on termi induktio-oletuksen ja termien maarittelyn naall O

Maar. 20. Kaavatyli aakkostorS maaritelladn oheisesti:

(K1) josr onn-paikkainen relaatiosymboli ja, .. .,t, termeja, niinr(ty,...,t,) on kaava;
(K2) jossjat ovat termej, oris=t) kaava;

(K3) jos ¢ ja ¢ ovat kaavoja, samoin ovét@), ( AY) ja (P VvV Y);

(K4) jos ¢ on kaava jac on muuttuja, ovatvx¢) ja (Ix¢) kaavoja.

Huomaa, etté kaava on aina jonkun aakkoston suhteen. ld@&nkitaavoja yleensa pienil-
1 kreikkalaisilla kirjaimillag, g, tai n. Usein kaavoja yksinkertaistetaan jattdmalla pois sul-
keita noudattaen samoja saantdja kuin propositiologskakisaksi sovitaan, ettd molemmat
kvanttorit sitovat voimakkaammin kuin konnektiivit.
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Esim. 33. (1) Aakkostoss#r kaavoja ovat esimerkiksi= 0, Vx—(xxy < g(y)), jaVx3y3z3k((x <
K) — yxy+ zxz= kxK), misséx,y, z,k ovat muuttujia.

(2) llmaisuvz3x(x € yAy € z) on joukko-opillinen kaava.

(3) lImaisuvx3y(xoy = e) on ryhméteoreettinen kaava. 0

Vapaat ja sidotut muuttujat
Maar . 21. Olkoon ¢ jokin kaava (yli aakkosto®).

e Sanotaan, etta muuttujaresiintyméa kaavassa on sidottu, jos se on jossain muotoa
VX tai X olevassa osakaavassa, ja muutoin seapaa esiintyma

e Sanotaan, etté onsuljettu kaava, jos siina ei ole vapaita muuttujia. Vastaavasti, kaava
onavain, jos siind ei esiinny lainkaan kvanttoreita.

Esim. 34. Olkoot f € Fum, r € Reb ja c € Con Talloin kaavassa
¢ =vxr(x,c)VIy(f(xy) =)

muuttujax esiintyy seka sidottuna ettd vapaana. Esiintymé osaksevas(x,c) on sidottu,
mutta esiintyma osakaavassg( f (x,y) = c) on vapaa. Kaava

vxay(r(x,y) v (f(xy) =c))
on suljettu. Kaavd (c,c) = c on seka suljettu etta avoin. O

Maar. 22. Jos kaavarp (aakkostoss®) vapaat muuttujat ovat joukos$sy,yo, .. .,Yn}, mer-
kitdan
¢ = ¢(yl>y27 cee >yn)-

Liséksi, josty,to, ... ty ovat termeja, olkoom (t1,to, ... ,t,) saatu kaavastg korvaamalla jo-
kainen muuttujay; termillat;, kuni =1,2,...,n.

Vastaavasti kuin lauseen 32 todistuksessa, voidaan indsé&sti todistaa seuraava tulos.

Lause 33. Olkoot ¢ = ¢(y1,Y2,...,Yn) kaava ja ,ty, ...ty termeja aakkostossa S. Tallgin
my06s¢ (t1,to,...,t,) on kaava.

Todistus. Harjoitustehtava. O

Ensimmaisen kertaluvun teorioita

Mé&ér. 23. Ensimmaisen kertaluvun teoria(1.kl teoria) .7 koostuu aakkostostaja suljet-
tujen kaavojen joukosta. Naita kaavoja kutsutaan teaiaimoomeiksi

Esim. 35. Ryhmia koskeva 1.kl teoria®¥ aakkostona orfo,e), misséo on 2-paikkainen
funktiosymboli jae on vakiosymboli. Teoria®y aksioomat ovat seuraavat suljetut kaavat:

VXVYVz(Xo (yoz) = (Xoy)o2)
VX(Xoe=X A eox=X)
VxJy(xoy=e A yox=e).
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Esim. 36. Ekvivalenssirelaatioiden teorians” aakkostossa on yksi 2-paikkainen relaatio
Sen aksioomat ovat

VX (X & X)
VXYY (X~ Yy — Y~ X)
YXVWZ((XR YAy~ Z) — X~ Z).
]
Esim. 37. Lukuteorian .Z aakkostona owr. Sen aksioomat ovat seuraavat:
vx(=(0(x) =0))
vxvy(o(x) = a(y) — x=Yy)
VX (x4 0=X)
VXYY (x+0(y) = 0(x+Y))
Vx(xx0=0)
VxVy(x* o(y) = (x*xy)+X)
VX (=(x<0))
VXYY (X < O(Y) < (X<Y V X=Y))
UXVY(X<Y V X=Y Vy<X)
O

Esim. 38. Joukko-opin teoriassa(Zermelo-Fraenkel joukko-oppi) on kaikkiaan yhdeksén
aksioomaa, joita emme tassa luettele. Aksioomien joukogaamm. seuraavat suljetut kaa-
vat:

Ix(x=X) ja WXVy(Vz(zex—zey) —x=Y)

2 Semantiikkaa

Ensimmaisen kertaluvun logiikan semantiikka on luonsebiti mutkikkaampaa kuin propo-
sitiologiikan semantiikka, silla konnektiivien lisdksndulkittava myds seké kvanttorit etté
aakkoston funktio-, relaatio- ja vakiosymbolit. Lisaksi vield sanottava mita alkioita muut-
tujat edustavat. Niinp& kaavojen tulkinta totuustaulugenlla ei ole hyva ratkaisu, silla esi-
merkiksi kaavarx > 7 totuuden tarkistaminen vaatii aarettdtméan monta totulgtaivia, kun

x kay lapi luonnolliset luvut.

Struktuurit

Maar. 24. Struktuuri </ on jarjestetty par(A,S), missaS on aakkosto jaA on epatyhja
joukko (struktuuring universumi tai alkiojoukko ), ja jokaiseen

e funktiosymboliin f € Funy, on liitetty m-paikkainen funktiof ¥ : A™ — A,
e relaatiosymboliinr € Rel, on liitetty n-paikkainen relaatio” C A" ja

e vakiosymboliinc € Conon liitetty alkioc” € A,

e symboli= tulkitaan aina alkioiden yhtasuuruudeksi.
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Esim. 39. OlkoonAr = (+, %, 0,<,0) on aritmetiikan aakkosto.
(1) AakkostonAr eras struktuuri on

N = (N7+7'707<7O)7

miss& universumina on luonnollisten lukujen joukko= {0,1,...}. T4ss&+" = + on ta-
vallinen yhteenlaskus” = - on kertolaskug~’ on seuraajafunktio n— n+1, < =< on
pienemmyysrelaatio ja'0 = 0.

(2) Vastaavasti?’ ja # ovat struktuureja, joiden universumeina ovat kokonaigjerk
joukko Z reaalilukujen joukko jaR. O

Tulkinnat

Tarkastellaan struktuuriaZ = (A,S), ja sen termi&, jonka muuttujat kuuluvat joukkoon
{Y1,---,Yn}, €lit =t(y1,...,Yn). Kunay,ay,...,a, € Aovat universumirA alkioita, on

t“(ag,ap,...,a)) € A

saatu termistéi korvaamalla jokainen esiintymy alkiolla a.
Termin arvo on siis aina yksikasitteinen maarittelyjouldoalkio.

Jokaisen (suljetun) kaavan totuus riippuu annetustatstukta, eli symbolien ja syntak-
sin tulkinnoista.

Maér. 25. (1. kertaluvun)tulkinta on jarjestetty parl = (<7, a), joka koostuu struktuurista
(A, S) ja (muuttujien) arvotuksestaa : X — A. Termint arvo t [a] maaritellaan seuraavasti:

kunt =t(y1,Y2,...,Yn), Niin
t“[a] =t7(ag,az,...,81) (€A,

misséa; = a(y;) kullekin i.

Yhtasuuruussymboli tulkitaan aina alkioden yhtasuumate

t=s —= t7 =57

Termien arvot maaraytyvat rakenteellisella induktiolla:

e jost =x< X, nint“[a] = a(x);

e jost=cc Con niint“[a] = c¢7;

e jost = f(ty,....tm), Nint“[a] = 1 (t7[a],... ,tZ[a]).

Seuraavaksi tarkastellaan 1. kertaluvun kaavojen totuojsa Téta varten otetaan kayt-
toon merkinté: jod = (<7, a) on tulkinta,ay, az, . ..,an € Ajayi,yz,...,Yn € X, Niin

|[al/y1>---aan/)’n] = (”vaa/)

on tulkinta, missa

o'( _{a; josy=yi (i=12,...,n),
a(y) josy¢ {Y17Y27---7Yn}-

Maar . 26. Kaavojen totuusarvot tulkinnaska- (<7, a) madritellaén rekursiivisesti. Merkinta
| = ¢ tarkoittaa, ettd kaavé ontosi tulkinnassal. Olkootr relaatiosymbolisjat termeja,
ja ¢ ja Y kaavoja:
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l=r(ty,....th) <= r“(l(t),...,l(ty)) on voimassa
| =s=t — I(s)=t7[a]

lEoVvy — |lE¢tail Fy

lEdAY = lEdjalFy

= —¢ = 1K

| =vx¢ < l[a/X = ¢ kaikilla arvoillaac A
| =3x¢ <= |[a/X] = ¢ jollakin arvollaa € A

Jos| | ¢, sanotaan, ettg on tosi tulkinnassal tai, ettédl on kaavang malli. Merkinta
| [~ ¢ tarkoittaa, ett& on epatosi tulkinnassal. Sanotaan myds, etta tulkinta= (<7, a)
on kaavajoukori” malli tai ettél toteuttaa kaavajoukorT, jos| = ¢ aina, kung € I'. Tama
merkitéanl =T .

Esim. 40. Ar-kaavadx(x < y) on tosi tulkinnass& = (.4, a) tarkalleen silloin, kun muuttu-
jien arvotusa : X — N toteuttaa ehdon & a(y), silla

| E3x(x<y)<=jollakinac N:l[a/x] Ex<y
<= jollakinac N:a< a(y)
<= 0<al(y).

O

Seuraavan lemman mukaan toteutuvups¢ arvotuksero osalta riippuu vain sen kaavan
¢ vapaille muuttujille antamista arvoista. Todistuksenvelposti muotoilla induktiolla.

Lemma. 34. Olkoot h = (& = o) ja I, = (7, ) kaksi tulkintaa samalle struktuurilles'.
Jos¢ on kaava, jollea (x) = B(x) aina, kun x on vapaa kaavasga niin

¢ < LEJ.

Erityisesti josg on suljettu, on sen totuusarvo tulkinnassa (<7, a) riippumaton muuttujien
arvotuksestar.

Jos¢ on suljettu kaava j& = ¢, voidaan kirjoittaas? = ¢. Tall6in ¢ on tosi struktuu-
rissa« ja .o/ on kaavanp malli. Namé& sanonnat ulotetaan luonnollisella tavalla koskemaa
myo6s suljettujen kaavojen joukkoja. Jos struktuefion suljettujen kaavojen joukadn malli,
kirjoitetaan? =T .

Esim. 41. Konnektiivi — maaritellaédn kaavoille kuten propositiologiikassa:

lE¢ @ < | |=—¢ tail =y.

Esimerkiksi suljettuAr-kaavavxvy(x <y — 3z(x < zA z < y)) on tosi struktuuriss&, mutta
epatosi struktuurissas”. g

Otetaan viela kayttdon seuraavat maaritelmaan 26 liittiardkeat kasitteet.
Maar . 27. Tarkastellaars aakkosto. Sanotaan, ettd sen ka@van

¢ loogisesti tosj merkitédn= ¢, jos se on tosi kaikissa tulkinnoissa;
e toteutuva, jos silld on ainakin yksi malli;
e kumoutuva, jos se on epatosi ainakin yhdessa tulkinnassa;
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e toteutumaton, jos se on epéatosi kaikissa tulkinnoissa.
Vastaavasti kaavajoukko dateutuva, jos silla on malli; muutoin se ototeutumaton.

Esim. 42. SuljettuAr-kaava

VX((0 < X) — Jy13y23ya3ya(X = y1 Y1+ Yo kYo + Y3 Y3+ VYaxya)),

on toteutuva, silla se on tosi aritmetiikassa: jokainenitjpdaen luku voidaan ilmaista neljan
nelion summana. 0

Huom. Luonnollisten lukujen teoria#” on algoritmisesti ratkeamatoreli ei ole olemassa
algoritmia, joka méaaraisi kullekin suljetulle kaava$)e onko. 4" = ¢ vai A" |~ ¢.

3 Looginen seuraus ja ekvivalenssi

Looginen seuraus
Loogisen seurauksen kasitteen maarittely perustuu taksiinma

Méar. 28. Olkoon S aakkosto. Sanotaan, ettd sen kagvan kaavajoukori” looginen seu-
raus, merkitdédnl" = ¢, jos jokainen joukon malli on myds kaavanp malli. JosI =
{¢n,...,Pn} on &arellinen, niin kirjoitetaan yleend, ..., Y = ¢. Vastaavasti kaavajoukko
A on kaavajoukori™ looginen seuraus miké merkitaan™ = A, jos jokainen joukorl malli
on joukonA malli.

Maar . 29. AakkostonSkaavatg ja i ovatloogisesti ekvivalentit merkitdang = (, jos niilla
on tarkalleen samat mallit. Vastaavasti ovat kaksi kaakdjoal” ja A keskendanoogisesti
ekvivalentit, ja kirjoitetaanl” = A, jos niilla on samat mallit.

Huomattakoon, ettéa kun kyse on pelkastaan suljetuistacistav(kuten 1.kl teorioiden
yhteydessa), riittd& ehddn|= A toteamiseen tarkastella struktuureja, joissa joukdauseet
ovat tosia.

Aivan kuten propositiologiikassakin, relaatidta voidaan kayttaa paattelysaantdjen for-
malisoimiseen ja niiden terveyden tutkimiseen.

Esim. 43. Jos otetaan kayttoon predikadiik) ="x on ihminen” jak(x) = "x on kuolevai-
nen”, seka vakior (Sokrates), voidaan esimerkin

Kaikki inmiset ovat kuolevaisia
Sokrates on ihminen
.. Sokrates on kuolevainen

avulla esitetty paattelysaanto kirjoittaa yleisena faatisgna paattelysaantona:
jos x(i(x) — k(x)) jai(c), niin mydsk(c). Hieman formaalisemmin

x(i(x) — k(x)),i(c) = k(c).
O

Jonkin epaterveen paattelyn virheellisyys voidaan tietggos todistaa tdsmallisesti for-
malisoimalla ensin ko. paattely loogisena seurausrelaati
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Esim. 44. Olkoot p,qjar 1l-paikkaisia relaatiosymboleja aakkostoSsg olkoot

¢1 = X(p(X) — —a(x)),
¢$2 = VX(r(x) — p(x)),
= VX(r(x) — —q(x))

Osoitetaan, ett@ on kaavojeng; ja ¢, looginen seuraus, elp, -, = . Koska kyseiset
kaavat ovat-lauseita, riittdé tarkastella struktuureja ilman mujigtutulkintojaa. Oletetaan,
ettd.e/ = (A,S) on struktuuri, miss&’ = ¢1 ja <7 |= ¢, muttass = .

Jalkimmaisesta seuraa, ettd on olemassa alki@, jolle r (c) — —q“ (c) ei ole tosi, ja
sitenr(c) on tosi, mutta~q“ (c) ei ole, ja siisq” () on tosi.

Koskapar (c) on tosi jaeZ |= ¢2 = (VX)(r(x) — p(x)), valttaméatta myo$ (c) on tosi.
Nyt ehdostasr = ¢1 = (VX)(p(X) — —q(x)) seuraa, ettédq? (c) on tosi, mika on ristiriita.
Nain vaite on todistettu. O

Seuraavat huomiot todistetaan kuten vastaavat vaittepopitiologiikassa.
Lemma. 35. Olkoot ¢ ja ¢ kaavoja aakkostossa S fjaon jokin kaavajoukko. Talléin

@ r=¢ < ru{-¢}ontoteutumaton, ja
b)) TU{dptEyY <= TEo—y.
©TrE¢—yjalrEy =TEy.
Kohta (b) onModus Ponenfa kohdan (c) mukaanop = ¢ < = ¢ — .

Lemma. 36. Olkoot¢ ja ¢ kaavoja jal” ja A ovat kaavojen joukkoja yli aakkoston S. TallGin

@ o=y =Fo—y.
b) ¢=y = dFyYjayE9.
Cr=A«TEAjaAET

Todistus. Harjoitustehtava. (Jokainen vaite seuraa maaritelmasta. O

Koska konnektiivit tulkitaan samoin kuin propositioldgiissa, ovat kaikki propositiolo-
giikan yleiset ekvivalenssit voimassa my6s predikagjtikassa. Taten on esimerkiksi kaikil-
le kaavoille¢g ja Y voimassap Vo =@, AP =PYAP, ¢V =-¢ — Y jne. Se, ettd ja
Y nyt ovat kaavoja eivatka propositioita, ei vaikuta asiaali@ vain niiden totuusarvoilla on
merkitysta.

Lause 37. Olkoot¢ kaava seké x ja y muuttujia. Talléin
(@) YXvyp =Vyvx¢ ja IAyd =3Jydx¢.
(b) =Vx¢p =dx—-¢ ja —Ix¢p=Vx—¢.
(C) VX(¢ AY) =X ANVXY ja (P VY)=Ix¢ vIXY.

Todistus. (a) Olkoonl = (&7, a) tulkinta, missaeZ = (A, S). Tallgin
| = VXvy¢ < kaikillaac A:l[a/X] = Vy¢
< kaikillaac A, kaikilabe A:lja/x,b/y] &= ¢
< kaikillab e A, kaikilaac A:l[a/x,b/y] &= ¢
<= kaikilabe A:1[b/y| = Vx¢
— | EVYyVx¢,
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mista ensimmainen ekvivalenssi seuraa. Toinen vaite goitladistaa aivan vastaavasti.
(b) Todistetaan tapauksen ensimmainen vdite; toinen j@@ita&seksi. Olkoor = (<, a)
jokin tulkinta. Talldin

| = -VX¢ <1 = Vx¢
<= jollakin ac A: l[a/x] |~ ¢
<= jollakinac A: l[a/X] = ¢
— ): Ix—¢.

(c) Todistetaan ensimmainen tapaus; toinen on harjoiasd. 3 (<7, o) on tulkinta, niin

| =EYX(¢ ANY) < kaikilaac A:l[a/X =AY
<= kaikilaac A:lja/X| = ¢ jalla/X E @
< kaikillaac A:l[a/x = ¢ jakaikilaac A:l[a/X] = ¢
| =Wx¢jal =vxy
| =YX AVXY.

Se, ettd jokin ekvivalenssilaki ei ole yleisesti voimassaitetaan vastaesimerkilla.

Esim. 45. (1) Yleisesti ottaervx(¢ Vv @) # Vx¢ VvV Vxy. Tama nahdaan esimerkiksi valitse-
mallaS= Ar, ja siind¢ olkoon (0 < x) ja ¢ olkoon (0 = x). Tall6in

A EYX(0<Xx)V(0=X)),
mutta
N EVYX(0 < X)VIX(0=X).

Samoilla valinnoilla voidaan todeta myos, etté ¢ A ) Z Ixd A IXYP.
(2) Kahden erityyppisen kvanttorin jarjestysta ei yleemsiévaihtaa. Jos valitaa8= Ar,
niin iimeisestikinVx3y(x < y) # Iyvx(x < y). O

Esim. 46. Vaikka yleenséa onkitvx(¢ Vv @) # ¥x¢ V Vxy, on kuitenkin
VX VXY EVYX(P V)

aina voimassa. Jos nimittéin= (.7, a) on tulkinta, niin

| EVX@ VXY <= | EVx¢ tail =Xy

< kaikillaac A:l[a/x = ¢ tai kaikilaac A:l[a/X = ¢
— kakillaacA:l[a/}X E¢Vy
=

| = vx(§ v ).

36



Ensimmaisen kertaluvun ominaisuudet

Tarkastellaan nyt lyhykéaisesti joidenkin matemaattisi@sitteiden formalisointi 1. kertaluvun
logiikassa.

Maar . 30. Struktuurien perh& onaksiomatisoituva (tai elementaarinen, jos on olemassa
suljettujen kaavojen joukkb niin, etta
K={o | ET}.

Tallin ' maarittelee (tai aksiomatiso) luokanK ja, ' on perheerK aksioomajoukko. Jos
K voidaan maaritella aarellisella kaavajoukolla, ordéeellisesti aksiomatisoituva

Struktuureja koskeva ominaisuson elementaarinen( tai 1. kertaluvun ominaisuug
luokass&K, jos on olemassa sellainen suljettujen kaavojen joukketta perheesedf kuu-
luvalla struktuurillaeZ on ominaisuuf jos ja vain joseZ = A.

Monet tunnetut algebraluokat, kuten ryhmien, renkaiderBtolen algebrojen luokat,
maaritellaan identiteeteilld, joista kukin voidaan kitfi@a muotoa

VX1 X (S(X, o+ Xn) = t(Xg, .-+, Xn))

olevana kaavana (kunhan aakkoSteisaltaa termies ja t funktio- ja vakiosymbolit). Nain
ollen ndma algebraluokat ovat (adérellisesti) aksiomitigia maaritelmiensa nojalla.

Lause 38. Jokainen aarellisesti aksiomatisoituva struktuurienkk@ voidaan maaritella yh-
della suljetulla kaavalla.

Todistus. Todetaan, etté joE = {¢1,...,¢n} on aarellinen joukko, niin
=T = dE=o1A.. Ay

kullakin .o7'. O

Esim. 47. Ryhmi& koskevan esimerkin 35 mukaan ryhméat muodostavavraksisoituvan
struktuurien luokan. Kommutatiivisuus on elementaarimemnaisuus (ryhmien luokassa),
silla se voidaan maéritella kaavaltavy(xoy =yoX) . O

Esim. 48. Graafiteorian aakkosto koostuu yhdesta 2-paikkaisesta relaatiostBalldin jos

X ~ Y, niin x jay ovatvierekkaisia. (Graafien mallissay on télléinviiva, ja se voidaa piirtaa
sellaisena.) Nygraafien luokka koostuu struktuureist&, joille seuraavat aksioomat ovat
voimassa:

VXVY (X~ Yy — Y ~ X) (G1)
VX (X ~ X) (G2)

Seuraava kaava ilmaisee ominaisuuden, etta gra@issale ‘kolmioita’
YXIWZ((X~Y) A (Y~ 2) = (x=2)V~(x~2))).

Sanotaan, etté grad® on yhtendinen jos jokainen sen patu,Vv), missau # v, on yhdistetty
jonolla viivojau=ug ~ Uz ~ ... ~ Uy = V. Ominaisuus “graafc on yhtendinen&i ole elemen-
taarinen kertaluvun ominaisuu3ama seuraa 1. kertaluvun logiikan kompaktisuuslauseesta
O
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Esim. 49. Olkoonn > 1, ja tarkastellaan seuraavia elementaarinen ominaiguuks

e Struktuurissa on enintddmalkiota. Tama voidaan ilmaista suljetulla kaavalla
b<n =X - VXn((Xo =X1) V-V (X0 =) V-V (Xn-1=Xn)) .

Siis = ¢<n < |A| <n.
e Struktuurissa on vahintadnalkiota. Tama voidaan ilmaista suljetulla kaavalla

Pon=IX1 - n(-(Xa =X) A+ A=(Xg =Xn) A+ A= (X1 =Xn)) -

Siis = ¢>n < |A| >n.
e Struktuurissa on tarkalleemalkiota. Tama voidaan ilmaista suljetulla kaavalla

¢:n = ¢§n A ¢2n-
Siis = ¢_n < |Al=n.

Koska ndissé lauseissa esiintyy vain loogisen aakkostmibgleja, ovat ‘enintaan’, ‘va-
hintaann’ tai ‘tarkalleenn’ alkiota sisaltavien struktuurien luokat aarellisestsimknatisoitu-
via.

Kaavajoukko®., = {¢~n | n > 1} méaarittelee &&rettdmien struktuurien luokan, joten ta-
ma on aksiomatisoituva. Adrettdmyys on siis elementaarominaisuus. Tasta seuraa myos,
etta aarettomien ryhmien luokka on aksiomatisoituva. fiéneien struktuurien luokka ei kui-
tenkaan ole aarellisesti aksiomatisoituva. Voidaan mistiaa, etta aarellisten struktuurien
luokka ei ole edes aksiomatisoituva. 0

Maar . 31. Annettu suljettujen kaavojen joukKoon riippumaton, jos mikaan sen kaavoista
ei ole sen muiden kaavojen looginen seuraus.

limeisestikin struktuuriluokaK aksioomajoukkd™ on riippumaton, jos mikdén sen aito
osajoukko ei méaarittele luokkad. Kaavajoukonl™ riippumattomuus voidaan osoittaa kon-
struoimalla kutakin joukom kaavaap kohti joukonl \ {¢} malli, jossa¢ ei ole voimassa.

Esim. 50. Ekvivalenssirelaatiot muodostavat aksiomatisoituvarkstiuriluokan esimerkin 36
mukaan. Helpohkosti osoitetaan myds, etta tassa esitksipanajoukko on riippumaton.
Esimerkiksi¢y, ¢3 [~ ¢, ndhdaan tarkastelemalla struktuugia= ({a, b}, p), missa relaatio-
na onp“ = {(a,a),(b,b),(a,b)}. O

Tarkastellaan viela toista esimerkkia aarellisesti aksitisoituvasta relaatioiden struktuu-
rien luokasta.

Esim. 51. JoukonA osittaisella jarjestyksellatarkoitetaan sen relaatiota, joka on refleksiivi-
nen,antisymmetrinen ja transitiivinen. Jo&,s on bindéarisesta relaatiosymbolistaoostuva
aakkosto, on siis struktuuri? = (A,r) osittain jarjestetty joukko, jos se toteuttaa suljetut
kaavat

VX (X, X) (refleksiivisyys)
UXPY (r(X,Y) AT(Y,X) — (X=1Y)) (antisymmetrisyys)
VXYWZ(r (X, y) Ar(Y,2) —r(X,2)) (transitiivisuus)

Téaten osittain jarjestettyjen joukkojen luokka on aseliti aksiomatisoituva. O
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Elementaarinen osajoukot ja relaatiot

Tarkastellaan nyt annetun struktuurirt = (A, S) alkioiden ominaisuuksia ja alkioden valisia
relaatioita, jotka voidaan méaaritelld kaavoilla aakkesas.

Maar. 32. Olkoon¢ = ¢(vy1,...,Yk) kaava yli aakkostoi$, jonka vapaat muuttujat ovat jou-
kossa{yi,...,Yk}, ja olkoongZ = (A,S) jokin struktuuri. Tall6in merkinta

o = @¢(al,...,an)

tarkoittaa samaa kuiHay /y1,82/Y2, ... ,an/Yn] = ¢ missdl = (&7, ).

Maér. 33. Olkoon ¢ = ¢ (yi,...,Yk) kaava yli aakkostors, missa kaavamp vapaat muuttu-
jat ovat joukossdys, ..., Yk}, ja olkoon = (A, S) jokin struktuuri. M&aritellaédn kaavag
maadrittelema relaatio:

ro(9) ={(ar,....a) € A| o |= p(ay,...,a)} (C AY)

Yleisemmin, jod” on jokin sellaisten kaavojen joukko, joiden vapaat muattoyat joukossa
{y1,...,Yk}, maaritteled” struktuurissazz relaation

ry(M)={(as,...,a) € A| o = ¢(ay,...,a) kaikilla ¢ € T'}.

Relaatiota, joka talla tavoin voidaan maaritellda kaaviejouavulla, kutsutaaelementaari-
seksi struktuurin <7 relaatioksi.

Josk = 1, méadritellaanm ,, (') yleensa joukori:n osajoukkona
{acA| o |=¢(a)kaikilagp €T},

ja tdma on joukor™ méaarittelema osajoukko, seka vastaavasti struktuurslementaariset
osajoukot Kaava¢ = ¢ (yi,...,yk) voidaan siis tulkita annetun struktuurie’ = (A,S) al-
kioiden véliseksi ehdoksi.

Esim. 52. Annetun osittain jarjestetyn jouko#’ = (A, <) kahden alkion keskindinerertai-
lukelvottomuus on elementaarinen relaatio, silla se voidaan maaritebé&ddta

$(xy) =~(X<yvy<x).

Vastaavastmaksimaalisuusja minimaalisuus ovat struktuuring/ alkioiden elementaarisia
ominaisuuksia; maksimaalisten ja minimaalisten alkiniflukot voidaan maaritella vastaa-
vasti kaavoilla

Pmax(X) =YX <Yy —=X=Y) ja Pmin(X) =VyY(y<X—y=X).
O

Esim. 53. Seuraavassa on esimerkkeja struktuusin= (N, +, -, 0, <,0) elementaarisista os-
ajoukoista ja relaatioista.

(a) Jokainen luonnollisen lukujen joukdhaarellinen osajoukko on elementaarinen struk-
tuurissa.#". Esimerkiksi tyhjan joukon méaérittelee kaavéx = x), ja joukonA = {0,2,3}
maadrittelee kaava

¢a(X) = (x=0)V (x=0(0(0))) V (x= a(a(a(0))))-

39



(b) Parillisten luonnollisten lukujen joukon maarittelsguktuurin .4~ kaava ¢,(x) =
Jy(x=y+Yy). Yleisemmin

Oon=3y(x=(y+ (... +(y+(y+V¥)...))  (nkappaletta

maarittelee luvullan jaollisten lukujen joukon.
(c) Alkulukujen joukon maarittelee kaava

Bai(x) = ~(x=0) A=(x= 0(0)) A\VWZ(x =y-2) — (x=Y) V (x=2)).
(d) Jaollisuusrelaatior|y maarittelee kaava

¢|(xy) =Tz(x-z=Yy).

(e) Luvun 2 potenssien joukof2"|n > 0} = {1,2,4,8,...} méaéarittelee kaava

¢n(X) = VY(¢|(y;X) — (y=0(0)) Vv ¢(a(a(0)),y)),

jossa on kaytetty hyvaksi edella maariteltya kaagda, y).
() JoukonN 3-paikkainen relaatioX on lukujeny ja z suurin yhteinen tekija”, missa
oletetaan, etta ainakin toinen luvuista z eriaa nollasta, voidaan maaritella kaavalla

Psy(X,¥,2) = (=(y = 0) V=(z=0)) A §(X.y) A (X, 2)
AU (u,y) A @) (U, 2) — y(u,X)).

Vastaavasti voidaan osoittaa, etté relaatie-'pyj(y,z)’ on elementaarinen.
(g) JoukonN tavallinen<-relaatio voidaan maaritella struktuurisstl kaavalla

P<(x,y) = Jz(x+z=Yy)

kayttAmatta relaatiota. g

Edella on esitetty vain positiivisia esimerkkeja elemaritaiudesta. Tama johtuu tietysti
siitd, etté kaytettavissa ei ole teoriaa, jonka avulla @amdtodistaa, etta jokin struktuuriluok-
ka, struktuurin osajoukko tai relaatio ei ole elementaarirElementaarisen méaariteltavyyden
rajojen etsiminen on monessa yhteydessa tarkeda ja vaakitéava.

4 Aksiomatiikkaa

Teoreemat

Tarkastellaan tassa luvusseedikaattilogiikan aksiomatiikkaa, toisin sanoen, oletetaan, etta
aakkostoon kuuluu vain relaatiosymboleja ja vakiosymjoleutta ei lainkaan funktiosym-
boleja. Lisaksi, yksinkertaisuuden nimissa, jatetdagiloen symboli= pois aksiomatiikasta.
Erityisestijokainen termi on joko muuttuja tai vakiosymboli

Maar. 34. Olkoon ¢ kaava,x muuttuja jat termi. Talloin ¢ (t/x) on kaava, jossa jokainen
muuttujanx vapaa esiintyma on korvattu termilia

Maar . 35. Olkoon ¢ kaava jax,y muuttujia. Sanotaan, ettfi hyvaksyy sijoituksenx v,
jos kaavassa@ ei ole muuttujanx vapaata esiintymaad, joka muuttuu sidotuksi muuttyjan
esiintymaksi kaavass(y/x).
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Esim. 54. Kun p,q € Rel, niin 3x(p(x) — —q(x)) hyvaksyy sijoituksen vy, ja tuloksena
on3y(p(y) — —(y)). Toisaalta kaav&x(p(x) — Vyq(x)) ei hyvaksy sijoitusta — Yy, koska
y sitoutuisi loppuosassa. d

Maar . 36. Kaikille kaavoille ¢, ¢ ja n seuraavat ovaksioomeja

¢—(Y—9) (P1)
(¢—=W—=n)—(¢—=U)—(d—n)) (P2)
(Y ——¢)— (0 —y) (P3)
VX(¢ — ) — (VX — Vxy) (P4)
VX¢ — ¢ (t/X) jos ¢ hyvéksyy sijoituksen — t (P5)
o — VX josx ei ole vapaana kaavasga (P6)
VX ¢ jos ¢ on aksiooma, jossaon vapaa (P7)

Teoreematmaaritellddn induktiivisesti: Kaikki aksioomat ovat teemoja, ja jo® jad — ¢
ovat teoreemoja, samoin ap. Tama paattelysaanté dvodus Ponenseli MP. Merkitaan
Fax P, josP on teoreema.

Vastaavasti, jo§ on kaavajoukko, asetetadint-,4 ¢, jos ¢ voidaan johtaa aksioomeista
ja joukonl” kaavoista kayttaen paattelysaantéa MP.

Huom. Aksioomat (P1)—(P3) ovat samat kuin propositiologiikaisiakmat (A1)—(A3), joten
jokaista propositiologiikan johtok,y P vastaa predikaattilogiikan johte,y ¢, missé jokai-
nen johdon aksioomeissa esiintyva propositiosymboli andttu kaavasymbolillaK — ¢;).
Talldin sanotaan, etté on (propositiologiikan mukainertautologia. Nain ollen, kunP on
propositiologiikan tautologia, on silla taydellisyystmen nojalla jokin johto aksioomeista
(A1)-(A3) kasin, ja siten myos kaavalfaon johto predikaattilogiikassa.

Lause 39. Olkoon P propositiologiikan tautologia. Jag on saatu propositiosta P korvaa-
malla jokainen propositiomuuttuja kaavalla, niifyy ¢.

Esim. 55. Propositio(p; — (—p2V —p1)) — pz on tautologia, ja siten se on johdettavissa
aksiomaattisesti propositiologiikassa. Sama johto &sofbhdon predikaattilogiikassa, kun
propositiomuuttujien tilalle sijoitetaan kaavat. Tatkon sijoitetaanp; — VXr(X,y) ja p2 —

Jyqy), saadaatax (VXr(x,y) — (=3yq(y) V -vxr(xy))) — 3yq(y). O

Lause 40 (Spesialisointi) Oletetaan, ettd .« Vx¢ ja ettd ¢ hyvéksyy sijoituksen »e t,
missat on termi. TalGIM Fax ¢ (t/X).

Todistus.
1. Vx¢ premissi
2. Yx¢ — ¢(t/x) (P5)
3. o(t/x) MP: 1+2

O

Lause41 (3-séanto) Oletetaan, ettd Fax ¢ (t/X) ja ettd ¢ hyvaksyy sijoituksen t, missa
t on termi. TAlGINC Fax IXP (X).

Todistus.
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¢ (t/x) premissi
¥x=¢ — ~@(t/x) (P5)

¢ (t/xX) — —Vx—¢ lause 39
VX MP: 1+3
dx¢ (sama)

akrwnE

O

Lause4?2 (Yleistyslaki) Olkoonl k44 ¢. Jos X ei ole vapaa missaan joukbrkaavassa, niin
IMax VX¢.

Todistus. Jokaisen kaavan johto on &éarellinen, ja siten olkganys, ..., Y, kaavang johto
premisseistd . Tassa siis kukiny, on premissi, aksiooma tai saatu paattelysaannolla MP
kahdesta aikaisemmasta kaavastajjja= ¢.

Osoitetaan induktiivisesti, ettd my&xy, ..., VX, on myds kelvollinen johto kaavalle
VXU = VX9,

(1.1) Josy; on aksiooma, miss@on vapaa, on mydexy; aksiooma, (P7).

(1.2) Josy; on aksiooma tai premissi, misgé&i ole vapaana, niin saadaan seuraava johto:

1.y premissi
2. Y —xy; (P6)
3. VXY MP:1+2

(2) Oletetaan sitten, etté&xys, ..., vXy,_1 on kelvollinen johto. Jog, on aksiooma tai
premissi, on edeltdvdn mukaan vaite selva. Oletetaan M#t#uottaa kaavany, kaavoista

Uk ja g = Y — Py TalGIN

1. Vxy; induktio-oletus
2. YX(Yj — ¢n) induktio-oletus
3. YX(Yj = n) — (VXU — VXn) (P4)

4. VXY — VXUn MP: 2+3

3. Vxuyn MP: 1+4

Lause43 (Deduktiolause) OlkoonI” kaavajoukko. Talldin
FU{d}tFax¥Y < MNtaxd - Y

Erityisesti, josg1, ¢2,...,Pni1bax @, NiNFax (P1AP2A ... A Pn) — §.

Todistus. Taman todistus on sama kuin propositiologiikassa, siédi&starvittiin vain kahta
ensimmaista aksioomaa. O
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Godelin taydellisyyslause
Lause44 (Terveys) Jostax ¢, niin = ¢.

Todistus. Tatd varten taytyy osoittaa, ettd aksioomat ovat loogisesia, ja ettd MP silyt-
taa taman ominaisuuden. Todistus on pitkd, mutta suoeanewn. Aksioomat (P1)—(P3) ovat
loogisesti tosia lauseen 39 mukaisesti ja se, ettd MP g#ilyoogisesti totuuden seuraa kuten
propositiologiikassa.

Osoitetaan esimerkking, ettd aksiooma (P4) on loogisesiti Kaytetaan tdhan deduktio-
lausetta. Oletetaan, etté= (<7, a) on tulkinta (universumina) niin, ettal = vx(¢ — )
jal = vx¢. Siis kaikileae Aonla/x = ¢ — ¢ jal[a/x = ¢. Nyt, lauseen 35 mukaan
kaikilla a € Aonl[a/X| = ¢, ja sitenl = Vx. Kaiken kaikkiaarvx(¢ — ), Vx¢ = Vxy,
mistd deduktiolauseen avulla saadaan v&ite&x (¢ — @) — (VX — YXy). O

Toiseen suuntaan todistus on hankalampi. Alunperin itte- ¢ —> 4« ¢” todistuk-
sen esitti K. Godel vuonna 1929. Nykyisin kaytetdan mielmimHenkinin todistusta vuo-
delta 1949.

Maar. 37. Kaavajoukkol on ristiriidaton , jos ei ole olemassa kaavga jolle T 44 ¢ ja

Lause45. Jos kaavajoukolld on malli, on se ristiriidaton.

Todistus. Ajatellaan, ettd" on ristiriitainen, jolloinka on olemassa kaaganiin, ettar ax ¢
jal Fax—¢. Olkoot ¢y, ..., ¢y € I niin, etté

¢17¢27"'a¢i (: ¢) ja ¢i+17¢i+2a"'7¢n (: _‘¢)
ovat vastaavat johdot. Deduktiolauseen mukaan saadaan
}—ax((pl/\sz/\.../\(pi) — ¢,
Fax (Qir1 ABir2 A A dp) — ¢,

jakuny = (g1 A P2/ ... A ¢n), Saadaan Siisa Y — ¢ jabax Y — —¢. Paatelldan, etté

Fax @, silla (g — @) A (Y — —¢) — — on (propositiologiikan mukainen) tautologia.
Olkoon| = (<, a) kaavajoukor™ malli. Lauseen 44 nojalla= -, ja sitenl = ¢. N&in

ollen on indeksk, jolle | = ¢x. Mutta nytl ei ole joukonl" malli, koskapapx € T. O

Lause46. OlkoonT ristiriitainen kaavajoukko. Tallgid a4 ¢ kaikille kaavoilleg.
Todistus. Todistus on sama kuin propositiologiikassa. O

Lause47. OlkootI" suljettujen kaavojen joukko jé suljettu kaava. Jo§ t/ax —¢, niin ' U
{¢} on ristiriidaton.

Todistus.Josl" U{¢ } on ristiriitainen, niin edeltavan tuloksen mukaaw {¢ } Fax —¢. Tal-
I6in deduktiolauseesta saada@m-,x ¢ — —¢. Toisaalta(¢p — —¢) — —¢ on (propositio-
logiikan mukainen) tautologia, ja siten lauseen 39 mukagn¢ — —¢) — —¢, mistd MP
tuottaall Fax —¢, ja tdma osoittaa vaitteen oikeaksi. O

Maar. 38. Suljettujen kaavojen joukkd on taydellinen, jos aina kung on suljettu kaava,

Maar. 39. Kaavajoukkol™ on joukonA laajennus jos kaikille ¢ onAbac ¢ = T Fax .
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Lause48 (Lindenbaumin lemma)Olkoonr ristiriidaton suljettujen kaavojen joukko. Tall6in
se voidaan laajentaa taydelliseksi ristiriidattomaksijstiujen kaavojen joukoksi.

Todistus. Olkoon ¢4, ¢», . .. kaikkien suljettujen kaavojen jono — tallainen listausdazin teh-
da. Maaritelladn kaavajoukdiy C A1 C ... induktiivisesti:

(0)Ap=T.

(n+1) Oletetaan, ettdy,...,A, on jo maaritelty. Talldin

— {An U{¢ni1} JOSAn Fax ~Pni1
n+1— i
An muutoin

(a) Osoitetaan, etta jokaind, on ristiriidaton. Oletuksen mukadyy = I on ristiriidaton.
Oletetaan, etté, on ristiriidaton, ja osoitetaan, ettd samoinfn 1. KunA,.1 = A, on asia
selva, ja muutoil\, Hax —@n 1, ja VAite seuraa lauseesta 47.

(b) OlkoonA = Up>ofn. Talloin A on ristiriidaton, silla jokainen johto on &arellisen mit-
tainen: josA Fax @ jaAbax —@, Niin A Fax ¢ jaAp Fax —¢ tarpeeksi suurella.

(c) Osoitetaan vield, ettA on taydellinen. Tata varten olkoogy, suljettu kaava, jolle
On ¢ A. Talloin maaritelman mukaafy, -ax —¢n, ja sis—¢, € A. O

Lause 49 (Henkin). OlkoonT ristiriidaton suljettujen kaavojen joukko. Tall6in silén (nu-
meroituva) malli.

Todistus. Todistus on pitkdhko, ja se sivuutetaan. Henkinin todigteisistuu uusien vakio-
symbolien tuottamiseen. O

Lauseiden 45 ja lauseen 49 nojalla on saatu:

Lause50. OlkoonI suljettujen kaavojen joukko. Tallinon ristiriidaton jos ja vain jos silla
on malli.

Lause51. OlkoonI jokin suljettujen kaavojen joukko, ja olko@nsuljettu kaava. Talléin
FrNE¢ = INtaxd.

Todistus. Oletetaan, ett&l = ¢, ja olkoonA =T U{=¢}. Nyt A = @, silla jokainen joukon
A malli on myds joukonlr malli, ja siten oletuksen mukaan kaavénmalli. Mutta A on
ristiriitainen, joten sill& ei ole mallia. Nain ollefd -, ¢ (lause 46), ja siten deduktiolauseen
mukaan’ ax ~¢ — ¢. Koska(—¢ — ¢) — ¢ on (propositiologiikan mukainen) tautologia,
tuottaa MP tulokseml 44 ¢ kuten vaadittua. O

Seuraava tulos on logiikan erds merkittavimmista tuldksis

Lause 52 (Godelin taydellisyyslause)Jos ¢ on suljettu loogisesti tosi kaava, nilnt-ax ¢.
Na&in ollen

F¢ < Faxd.

Todistus. Olkoon = ¢ eli ¢ on loogisesti tosi, jolloinka jokainen tulkinteon kaavarp malli.
Lauseen 51 mukaafyy ¢. O
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Liite: Boolen algebrat

Kun propositioita tarkastellaan ‘modulo looginen ekvesttisuus’, toteuttavat ne monia las-
kulakeja, joita voidaan kayttda niiden sieventdmiseerofaaalimuotojen maarittelyyn. Eri-

tyisesti ne muodostavat ns. Boolen algebran, jossa diigyikonjunktio ja negaatio esiintyvat

operaatioina.

Maar. 40. Boolen algebraZ = (B,V,A,’,0,1) koostuu epatyhjasta joukosBa binaérisista
operaatioistaV ja A, unaarisesta operaatiosfaeka vakioista 0 ja 1 vakiota siten, etta seuraa-
vat ehdot ovat voimassa kaikilley, z € B:

(B1) xVv(yvz)=(xVy)Vz (B2) xA(yAZ)=(XAY)AZ
(B3) xvy=yVvXx; (B4) XAYy=YyAX

(B5) xV(yAz)=(XVY)A(XVZ); (B6) XA(yVz)=(XAY)V(XA2);
(B7) xv0=x; (B8) xAl=x;

(B9) xvx =1, (B10) xAX =0.

Josa,b € B, onaV b niidenyhdiste, aA b niiden kohtaus, jaa on alkiona komplementti.
Alkio 0 on Z:n nolla-alkio ja 1 on serykkdsalkio.

Esim. 56. OlkoonU jokin joukko, jal7(U) sen kaikkien osajoukkojen muodostama joukko.
Talloin [J(U) muodostaa Boolen algebran yhdessé operaatioiden’ (komplementti:A' =
U\ A), ja vakioiden OU kanssa. Helposti todetaan, ettd Boolen algebrojen ehd)t{EB10)
ovat voimassa. 0

Esim. 57. Kun propositiologiikan konnektiivit:, VV, A ja — tulkitaan joukor{0, 1} operaatioi-
na, saadaatotuusarvojen Boolen algebi@, = ({0,1},V,A,—,0,1). Tall6in siis esimerkiksi
Ov1=1ja0A1l=0. Identiteetit (B1) — (B10) voidaan todentaa totuustarugvulla. [J

Boolen algebran maarittelevat identiteetit esiintysé@haleina pareina
(B1)&(B2), (B3)&(B4), (B5)&(B6), (B7)&(B8), (B9)&(B10),
jotka saadaan toisistaan vaihtamalla vaihdetaan keskengi/A, seka O ja 1. Erityisesti jo-
kaisen Boolen algebran tuloksen todistus muuttuu vaskaadaaalin tuloksen todistukseksi.
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