PUOLIRYHMAT Dem. II 23.3. 2017
Osoita, ettd puoliryhmén (N, +) jokainen alipuoliryhma on &érellisesti generoitu.

Ratkaisu. Olkoon n puoliryhmén S pienin alkio, ja
s; =min{k | k =i mod n} (jos olemassa).

Talléin {sq,...,s,_1,n} generoi puoliryhmén S: kun s € S, niin s = s; mod n jollain
i < njasitens =s; + kn jollain k > 0.

Puoliryhma S on periodinen, jos kaikilla x € S syklinen alipuoliryhmé [x]g on
ddrellinen. Osoita, etta

S = {a € Ty | kuvajoukko a(N) on &éirellinen}

on ddretén periodinen puoliryhmaé.

Ratkaisu. Selvésti S on dédreton puoliryhma.

Kuna € S, niin N 2 a(N) 2 a?(N) 2.... Siten on olemassa potenssi n, jolla a™}(N) =
a"(N), koska kuvajoukot ovat dérellisia. Siis o on bijektio joukossa a"(N).

Tarkastellaan sitten yhdisteitd aX. Nama ovat luonnollisesti direllisen joukon a™(N)
bijektioita, joten on olemassa k > 2, jolle aX = a joukossa a™(N). Nyt kaikilla m > n,

ja siten |a]g on darellinen.

Osoita, ettd puoliryhmén idempotentit eivit valttdméattd muodosta alipuoliryh-
maa.

Ratkaisu. Puoliryhméssa T,
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missd vasemman puolen kuvaukset ovat idempotentteja mutta niiden yhdiste ei ole.

Olkoon T, joukon X = {1,2,...,n}(n > 2) tdysi transformaatiopuoliryhm4, ja
olkoon A C T, sen jokin generoijajoukko: [A] = T,. Osoita viitteet (a)-(c).

(a) Joukossa A olevat permutaatiot generoivat symmetrisen ryhman Sy (eli kaikki
joukon X permutaatiot).

(b) Joukossa A on alkio a, jonka kuvajoukko toteuttaa ehdon |a(X)|=n—1.



Ratkaisu. (a) Jos a, f € T,, niin
| a(X)] < min{[a(X)],|BX)I}. )
Siis jotta kaikki permutaatiot saadaan generoiduksi, tarvitaan permutaatioiden (a(X) =

X) generoijajoukko.

(b) Permutaatioiden yhdisteet ovat permutaatioita, ja T, sisdltdd kuvauksen, jolle
|a(X)| = n—1. Sen generoimiseen tarvitaan samankokoinen kuvaus epayhtélon (*)
mukaan.

Olkoon Iy < Ty kaikkien injektiivisten kuvausten X — X muodostama puoliryh-
ma. Osoita, ettd puoliryhmélld S on uskollinen esitys ¢: S < Iy jollain X jos ja
vain jos S on vasemmalta supistuva ja Eg on tyhja tai koostuu S:n ykkosalkiosta.

Ratkaisu. (=) Olkoon ¢: S — Iy upotus. Jos on olemassa e € Eg, niin ¢(e) € E;, ja
valttamattd ¢ (e) = t. Tall6in e on ykkosalkio:
plex) = p(e)p(x) = p(x) = ex = x ja samoin xe = x.
Merkitdédn ¢(z) = ¢, € Iy kaikille z € S. Oletetaan, ettd xa = xb , missd a, b, x € S.
Nyt kaikilla y € X,
(pxa(.y) = (pxb(y)
Pxa(¥) = @xpp(¥)
Px(0a(¥)) = 0x(@p(¥))
¢a(¥y)=p(y)  (injektiivisyys)
Ya = P (koska kaikilla y)

Fret

a=b (uskollisuus).

(<) Madritelladn ¢ kuten monisteessa: ¢,(x) = ax. Riittda osoittaa injektiivisyys.
Oletetaan, ettd ¢,(x) = ¢,(y) kun x,y € S*.

(1) Jos x,y €S, niin ax = ay, joten supistamisen avulla, x = y.

(2) Jos x =1jay €8S, niin a = ay ja siten ay? = ay ja supistamisen avulla saadaan
y? =y, joten y € Eg, js siten y = 1.

IE| Olkoon & C S x S ekvivalenssirelaatio puoliryhmassa S. Osoita, etta
8" ={(x,y) | Yu,v €S*: (uxv,uyv) € 5}
on suurin kongruenssi, jolle 5’ C 5.

Ratkaisu. (1) §” on kongruenssi : selva.
(2) 6" C8: (x,y)=(1-x-1,1-y-1).
(3) Suurin: Oletetaan ettd p € &, missd p € Con(S) . Nyt

(x,y)ep = Yu,veSs': (uxv,uyv)ep

= Yu,vesS!: (uxv,uyv)es = (x,y)€5b.



