PUOLIRYHMAT Dem. III 30.3. 2017

Sanotaan, ettd kongruenssi p € Con(S) peittdd osajoukon X C S, jos X on
kongruenssiluokkien unioni: X = | J,ox xp. Kun X C S, médritelladn relaatio
[y seuraavasti:

(x,y) €Ty josjavain jos (Vu,v €Sl uxveX < uyv EX). (*)
Osoita, ettd Iy on suurin kongruenssi, joka peittdéd osajoukon X.

Ratkaisu. (1) Ty on ilmeisesti ekvivalenssirelaatio.

(2) Osoitetaan, ettd Iy € Con(S). Kirjoitetaan lyhyesti I' = I. Oletetaan, ettd
xT'y ja olkoon z € S, u,v € S!, jolloin u(zx)v = (uz)xv ja u(zy)v = (uz)yv. Kun
madrittelya (x) sovelletaan tapaukseen uz € S 1 javes 1 niin u(zx)v € X implikoi
ettd u(zy)v € X. Samoin u(zy)v € X implikoi ettd u(zx)v € X, ja my0s ettd u(xz)v €
X jos ja vain jos u(yz)v € X. Néin ollen zxT'zy ja xzTyz, mistd seuraa, ettd [ €
Con(S).

(3) Osoitetaan, ettd X peittyy. Varmasti X C Uxex xT. Lisdksi, jos y € xT, niin
valitsemalla u = 1 = v maarittelyssa (x), saadaan ettd x € X implikoi ettd y € X. Siis
xI' € X kaikilla x € X. Siis X peittyy.

(4) Maksimaalisuutta varten oletetaan ettd X = | J,., xp, missd p € Con(S).
Oletetaan, ettd xpy ja olkoot u,v € S'. Nyt (uxv)p(uyv) eli (uxv)p = (uyv)p,
mistd saadaan ettd uxv € X jos ja vain jos uyv € X, koskapa p peittda joukon X.
Siten xT'y ja p C T kuten vaadittua.

Olkoon p € Con(S).

(a) Osoita, ettéd vain yksi kongruenssiluokka xp voi olla puoliryhmén S ihanne.
(b) Osoita, ettd jos I on ihanne ja I € xp jollain x € S, niin xp on S:n ihanne.

Ratkaisu. (a) Jos I ja J ovat ihanteita, niin samoin on I NJ ja se on epéatyhja, silla
IJ € INJ. Siten ne eivét voi olla eri kongruenssiluokkia.

(b) Olkoon a € I, y € xp jaz € S. Nyt ypa, ja siten zypza ja yzpaz. Tassi
za € I ja az €1, koska I on ihanne. Siis 2y € xp ja yz € xp.

Olkoon & € S x S puoliryhmén S jokin relaatio. Alkioille x, y € S merkitddn

)
X—Y,

jos on sellaiset wq,u, v, wy € S1, ettd x = wiuw,, ¥y = wyvw, ja udv. Vield

5*
X—Y,

jos x = y tai on aérellinen jono alkioita xq, x,,..., X, siten, ettd

Osoita, ettd

missd 6 =5 UL,



Ratkaisu. (1) Méaritellddn p ehdosta

Bil
xpy & x—"y.

Nyt 15 € p ja siten p on refleksiivinen. Méérittelyn mukaan §*! on symmetrinen, ja
samoin on siis p. Transitiivisuus on helposti osoitettavissa:

5:!:1 5:{:1 5:(:1
* * *
x—*y and y —"z — x —7z.

Siten p on ekvivalenssirelaatio.
. 5+ .. . 5+ . 5+ ..
(2) Jos z € S ja x —— y, niin selvisti my0s zx —— zy ja xz —— yz. Niinpd

p € Con(S).

+1

(3) Jos 6 € Con(S), jolla 6 C B, niin xOy aina kun x —— y. Siis p C 6 ja viite
seuraa.

Olkoon S aérellinen puoliryhm4, jossa on nolla-alkio 0. Oletetaan, ettd |S| > 2.
Sanotaan, ettd S on nilpotentti, jos S™ = {0} jollain n > 1.
(Tassd S™ = {xyx5 -+ X, | x; €S}.)
(a) Osoita, ettd S on nilpotentti jos ja vain jos on olemassan > 1, jolle xx5 - - x,, =
V1Yo ¥p kaikille x;, y; € S.
(b) Osoita, etti jos S on nilpotentti, niin S \ S? on puoliryhmiin S yksikisitteinen
pienin generaattorijoukko.

Ratkaisu. (a) Jos S on nilpotentti niin asia on selva, silld x;x, -+ -x, = 0.

Jos taas ehto toteutuu, niin valttdmatta x;x, - - - x,, on nolla-alkio.
(b) Olkoon S™ = {0}. Varmasti S \ S? siséltyy aina generaattorijoukkoon. Merkit4n
B = S\ S2. Oletetaan, etti x ¢ [B]. Talloin x = x;y; tai x = y;x;, missi x; ¢ [B].
Siis x; € S? ja siten x € S>. Induktiivisesti saadaan x € S™ = {0} ja edelleen, etti
x = 0. Siis nolla-alkio on ainut alkio erotuksessa S \ [B]. Mutta |S| > 1, ja siten on
alkio y € B, jolle y™ = 0 ja siis 0 € [ B]; ristiriita.

(Grothendieckin ryhmd) Olkoon S kommutatiivinen monoidi, ja M = S x S sen
suora tulo (missa tulo on komponenteittain). Maéritellddn p € M x M oheisesti:
(x1,¥71)p (x5, y5) jos on olemassa alkio z niin, ettéd

X1Y22 = Y1X2%.

(Tulot ovat monoidin S operaatioita.)
(a) Osoita, ettd p € Con(M).

(b) Osoita, etté tekijamonoidi M /p on Abelin ryhma.
(Huomioin vield, ettd se on “paras” Abelin ryhma vastaamaan monoidia S.)
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Ratkaisu. (a) Transitiivisuutta varten todetaan, etté jos (x;, y;)p (X, ¥2)ja (x9, y2)p(x3, ¥3),
niin x; Y22 = y1X92 ja X9Y3V = Y9x5V joillain z ja v, ja siten

kogm . kogm .
X1Y3 Y22V = X1YoZ:'Y3V =Y1X2Z Y3V = XoY3V:© Y12 = YaX3V* Y12

komm
= Y1X3 " Y22V,

jasiten (xy, y1)p(x3, y3).
Liséksi jos (x7,y7)p (x5, y5), niin on olemassa z siten, ettd x;y,2 = y;X,2. Olkoon
vield (21, 29) € M. Talloin x; y,2 2125 = Y1 X922 2129 ja siten (x121, ¥122)p (3221, ¥222)-
Koska S on kommutatiivinen, on p kongruenssi.

(b) Varmasti M /p on kommutatiivinen monoidi, koskapa S on.
Todetaan, ettd (x,x)p(y,y), silld xy -1 = yx -1 kaikilla x, y € S. Siten kaikki dia-
gonaalialkiot (x, x) kuuluvat samaan kongruenssiluokkaan. Olkoon se 6.
Tdma 6 on ykkosalkio: (xq, y;)(a,a) = (xqa, y a) ~ (x1,¥1), silld x;ay, -1 = yjax; -
1.
Kongruenssiluokan (x, y)p kéaanteisalkio on (y,x)p, silld (x,y)(y,x) = (xy,yx)
=(xy,xy) € a.

E Olkoon I # A" sanapuoliryhmén A" aito ihanne, missi A on aakkosto.
(a) Osoita, ettd I ei ole vapaa puoliryhma.

(b) Oletetaan, ettd I on aédrellisesti generoitu alipuoliryhméané. Osoita, ettd Reesin
puoliryhmé A* /I on aérellinen.

Ratkaisu. Ensinnékin on olemassa kirjain a € A, jolle a ¢ I, silla I on aito ihanne.
Olkoon x € I lyhin sana ihanteessa I (yksi sellaisista).

(a) Nyt ax, xa € I\I?,jotenjos I = [X], niin x, ax, xa € X. Kuitenkin x(ax) = (xa)x,
ja siten I ei ole vapaa.

(b) Olkoon A*\I = {uy,u,,...}. Nyt xu; € I kaikilla i, koska I on ihanne. Osoitetaan,
ettd xu; € I\ I 2. Tehd4an vastaoletus xu; = vw, missd v,w € I. Alkion x valinnan
nojalla, x on sanan v prefiksi eli v = xz jollain 2, ja siten w on sanan u; suffiksi:
u; = gw. Mutta koska w € I, my0s u; € I; ristiriita.

Nain ollen jos X generoi ihanteen I, niin xu; € X kaikilla i. Mutta I on &darellisesti
generoitu, ja siten At \ I on dérellinen ja samoin on siis A*/I.



Minimaalinen ihanne puoliryhméissa S < T,

Olkoon X ={1,2,...,n}jaS < T, tdyden transformaatiopuoliryhmén alipuoliryhma.
Merkitdan

g(s)= rgeigg(a), missa g(a) = |g(X)].

Huomaa, etté kaikille a, 8 € S on
g(Ba) < min{g(a), g(B)}. (1

Lause. Joukko I = {a | g(a) = g(S)} on puoliryhmdn S minimaalinen ihanne (ja
sellaisena se on yksikésitteinen).

Todistus. Ensinnékin I on ihanne, silld epayhtédlon (1) mukaanjosa €l ja B €S,
niin g(fa) = g(S) = g(apf) jasiten fa,af €1.

Minimaalisuutta varten tehdaan vastaoletus: Olkoon J ihanne, jolle J C I aidosti,
ja olkoon a ¢ J siten, ettd g(a) = g(S). Valitaan sitten jokin alkio € J.

Koska I on ihanne, on g(ya) = g(S) kaikilla y € S. Tassa y on valttdmatta injek-
tiivinen, ja siten bijektiivinen, joukossa a(X). N4in ollen

a(x) =a(y) < ya(x)=ya(y) kaikilla y €S. (2)

Erityisesti aff a on joukon a(X) permutaatio, ja siten on positiivinen kokonaisluku k,
jolle (aBa) on identiteettikuvaus joukossa a(X).

Viitetéddn, ettd (*) a = a(af a)k, mista varsinainen vaite seuraa, koska nyt a =
a(apa)<!- B -a € J vastoin oletusta.

Kun x € a(X), niin a(x) = a(apfa)*(x) potenssin k valinnan nojalla.

Olkoon sitten x ¢ a(X). Koska a on permutaatio joukossa a(X), niin on z € a(X),
jolle a(z) = a(x), ja siten (2) tuottaa a(afa)’(z) = a(afa)(x) , mistd saadaan
a(z) = a(aBa) (x), koskapa z € a(X). Niin ollen (*) on voimassa, silld a(z) = a(x).
O



