PUOLIRYHMAT Dem. VI 20.4. 2017

Olkoon S sdannollinen puoliryhmaé. Osoita, ettd se on kiddnteispuoliryhma jos ja
vain jos jokaisella e € Eg on yksikasitteinen kaanteisalkio.

Ratkaisu. Toiseen suuntaan tulos on triviaali.
Oletetaan, ettd

a=axa=aya
X =xax jay=yay

Nyt ax € Eg ja ax = ayax = ax(ay)ax. Samoin ay € Eg ja ay = axay =

ay(ax)ay. Naistd saadaan, ettd ax = ay.

Samoin saadaan xa = xy, javield y = yay = xax = x. Siis x = y.
Olkoon S kaanteispuoliryhmd. Osoita

e,f €Eg = SenSf =Sef.
Ratkaisu. Ensinnd x € Se < x = xe (silld x = ye = yee = xe). Siis
x€SenSf = xe=xf = x=xef €Sef.

Toisinpéin, koska S on kadédnteinen, Sef =Sfe, missd Sef CSf jaSfe C Se.

Olkoon S kaanteispuoliryhmd. Osoita, ettd x <y = x = ye jollain e € Es.

Ratkaisu. Ensinnikin yey ™! € Eg, sillid idempotentit kommutoivat: yey 'yey ! =
yy lyeey Tl =yey .
Josx < y,niinon f €Eg,jollax =fy.Nytx=fyy 'y=yy 'fy,missi y 'fye
Es.

Puoliryhmén S osajoukko U on unitaarinen, jos

uuxelU = xeU ja uxuelU = xeU.

Edelleen, S on E-unitaarinen, jos Eg on unitaarinen. Osoita, ettd S on E-unitaarinen
jos ja vain jos kaikilla x € S ja e € Eg,

xe=e — x € E;.

Ratkaisu. Toiseen suuntaan asia on selva.

Oletetaan sitten, ettd oikeanpuoleinen ehto on voimassa. Olkoot x, xe € Eg ja mer-
kitddn f = exe, jolloinka f € Es. Viel4, koska S on kdanteinen ja siten idempotentit
kommutoivat,

xf =xexe=xe=xee=exe=f,
jasiten xf = f € E5. Ehdon mukaan x € Eg.
Samoin e, ex € E implikoi, ettd x € Eg.



Olkoon x kddnteispuoliryhmén S alkio. Maaritelldan kuvaus 6, ehdosta
5.(e) =x"tex
kaikille e € Eg. Osoita, ettd &, on isomorfismi Egxx ™1 — Egxlx.

Ratkaisu. Olkoon e € Exx ™. Kuvaus § on oikein médritelty:

1 1

S.(e)=x"tex=xTtex - x'x € Esxx.

Injektiivisyys: Olkoon e € Esxx ', jag € Eg: e = gxx L. Myodsexx ! = gxxtxx1 =
gxx ' =e. Taten e = exx'. Vield e = exx ™! = xx e, koska idempotentit kommu-
toivat. Siis

5.()=06,(f) = xlex=x"1fx

= e=xx"lexx t=xx"lfxxl=f = e=f.

1

Surjektiivisuus: Olkoon e € Egx™lx. Tillsin e = x~xex1x kuten edelld. Siten e =

5, (xex™1), missd xex ! = xex lxx"! € Egxx 1.

5, on homomorfismi: Olkoot e, f € Exx 1. Talléin

S.(ef)=xtefx =x"1xxlefx =xlexx  fx = 65,(e)5,.(f).

E Puoliryhma S on fundamentaalinen, jos (sivun 54) suurin idempotentit erottava
kongruenssi ug on identiteettirelaatio: ug =, eli

(Ve€Eg: x lex=y ley) = x=1y.
Osoita, ettd jos S on kédédnteispuoliryhm4, niin S/ug on fundamentaalinen.

Ratkaisu. Merkitddn u = ug. Nyt jokainen tekijaipuoliryhmén S/u idempotentti on
muotoa ey, missd e € Eg. Saadaan

Ve € Eg: (xp) ep(xp) = (yu) ep(yu)
= VeecEg: (x'ex)u=(y"ey)u
= Ve€Eg: x lex = yley

= xuy eli xu=yu.

Nain ollen S/u on fundamentaalinen.



