Kirjatentti MATE5418 Analyyttinen Geometria 26.4.2021

Tenttiaika on 3 tuntia 15 minuuttia. Vastaa kaikkiin tehtaviin ja perustele
vastaukset tarkasti. Palauta tehtavit sihkopostitse osoitteeseen iatorm@utu.fi.
Jokaisesta tehtdvistd saa enintddn 6 pistettd; 1api padsee 9 pisteelld ja arvosa-
naan 5 vaaditaan 20 pistettd. Etédtentissd saa kiyttdd kurssimateriaalia, omia
muistiinpanoja ja nettid. Toisten ihmisten apu on kielletty.

1.

Suoran L; yhtdlo on tx + y = 9 ja suora K; kulkee pisteiden (2,t) ja
(t,0) kautta. Milla parametrin ¢ € R arvoilla suorat leikkaavat yhdessi
pisteessa? Maaritd myos leikkauspiste néilla arvoilla.

Ratkaisu. Suoralle K; saadaan yhtild tz + (¢t — 2)y = t* (monisteen
sivulta 2). Jos leikkauspiste on ¥y = (x,y) niin

tr+y=29
tr+ (t—2)y =t2

kun ¢ # 3. Silloin yht&losta to +y = 9 ratkaistaan © = (6 —¢)/t kun t # 0.
Saadaan siis vy = ((6 —t)/t,3 +t).

Tarkistetaan vield erikseen tapaukset t = 3 ja t = 0. Kun ¢t = 3, suorien
yhtalot ovat

3r+y=9

3r+y=9

joten Ls = K3 eikd leikkauspiste ole yksikisitteinen. Kun ¢ = 0, yhtalot

ovat
y=9
y=-9/2

joten suorat Lg ja Ky ovat yhdensuuntaisia eivitki leikkaa toisiaan.

. Yhtilo zy + 3y? — 3 = 0 méirittii hyperbelin H.

(a) Maaritd sen asymptoottisuorat.

(b) Kierretdan hyperbelid H origon ympéri 45 astetta vastapdividn. Mas-
ritd nédin muodostuvan hyperbelin yhtalo.

Ratkaisu.

(a) Mukaillaan Esimerkki& 2.3.1. Sijoitetaan tuntemattoman asymptoo-
tin yhtdlo y = kx + h, kerdtddn x:n potenssit ja jaetaan x:114:

zv(kx +h)+3(kx +h)*>—=3=0
(3k* + k)x* + (6k + 1)ha + 3h* =3 =0
(3k2 4+ k)x + (6k + 1)h 4+ (3R2 = 3)/z =0
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Kahden ensimmaéisen termin kertoimien tulee olla nollia, eli

3K+ k=0
(6k+1)h=0
Ensimmadisestd ratkaistaan & = 0 tai £ = —1/3. Kummassakin ta-

pauksessa toinen yhtdlo antaa h = 0. Siispd asymptoottisuorat ovat
y=0jay=—x/3.
(b) Mukaillaan esimerkkid 2.2.1. Jos ¥ = (z,y) on kierretyn hyperbelin
piste, niin A7 = %(m—&—y, —x+y) on alkuperdisen hyperbelin H piste,
1

missé A = == (1 1) on matriisi 45 asteen kierrolle mydtépaiviian.

V2
Siispd tdmé piste toteuttaa yhtilon

Sz ty) + Szt y?-3=0

— 2% -3y +2y° -3=0.
Tama jalkimmaéinen on kierretyn hyperbelin yht&lo.

3. Olkoon o1 = 05450 kierto 45 astetta vastapéiviédn pisteen ¥ = (2,0) ym-
péri ja 09 = og 450 kierto 45 astetta vastapaivddn pisteen @ = (3,-1)
ympéri. Etsi se 3 x 3-matriisi, joka esittda yhdistettyd kuvausta oo071.

Ratkaisu. Lasketaan ensin kummankin kierron 3 x 3-matriisi. 45 asteen

Kierron 2 x 2-matiisi on Asse = L (1751) = (V22 207, Kaytetiiiin

monisteen kaavaa (3.42), ja sitd varten lasketaan
() () ()
() () ()

(I — Agse )

(= Asse )i —V2/2  1-72/2 ~1 1-2

Naiden avulla saadaan 3 x 3-matriisit

. V2/2 —V2/2 —1+42
Siase = ( 1%47530 (1—111450)11 > | var vip s ’
0 0 1
B} V2/2 —V2/2 3-22
S50 = ( Agge (1= Agse) ) = v2/2 V272 —1-2V2
0 ! 0 0 1

Yhdistetyn kuvauksen matriisi on néiden tulo:

0 —1 3—V2
SwaseSgase = 1 0 -3
0 0 1
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4. Kiinnitetddn a,b,c,t € R. Olkoon pj peilaus suoran L suhteen, jonka
yhtélé on y = x + t. Olkoon K suora, jonka yhtélé on ax + by + ¢ = 0.
Etsi kuvasuoralle pr(K) = {pL (V) | ¥ € K} esitys yhtalomuodossa.

Ratkaisu. Maidritetdin ensin peilauksen 3 x 3-matriisi. Suora L muodos-
taa x-akselin kanssa 45 asteen kulman, ja sen pisteistd 1ahimpénd origoa
on d = (—t/2,t/2). Monisteen kaavan (3.48) mukaan sen 3 X 3-matriisi on

. 0 1 —t
RL=(Bg§‘~5° Qfl): 10 ¢
00 1

—

Olkoon @ € (z,y) kuvasuoran piste, jolloin p; *(7) = pz () on alkuperiisen
suoran K piste. Lasketaan

) 5 01 —t T y—1
(le ):RL<1>: 10 ¢ y | = z+¢
0 0 1 1 1
Pisteen pr(¥) = (y — ¢,z + ) € K tulee toteuttaa suoran K yhtlo, eli

aly—t)+bx+t)+c=0
<~ ay+br—at+bt+c=0

Jalkimméinen yht&lo siis madrittda kuvasuoran pr (K).



