Analyysi 11

Eksponenttifunktion maaritteleminen sarjana



Kurssilla Analyysi I potenssin a®, a ja b reaalilukuja, a > 0 médrittely yleisesti ja erikoistapauksena funk-
tion e* tdsméllinen méarittely oli tyolis prosessi (kirjan 6. luku). Se oli ongelmatonta, kun eksponentti b oli
kokonaisluku. Rationaalilukueksponentin kéasittelemiseksi tarvittiin sopivien juurten olemassaolo. Késitteen
laajentaminen kaikille reaalisille eksponenteille b edellytti useita raja-arvotarkasteluja, yksikésitteisyyspaét-
telyita jne.

Korjaamme nyt asian osoittamalla, ettd potenssisarjalla

2 1173 1174

> " T
E(x):nz:%H:1+x+§+§+E+-~.

on kaikki ne ominaisuudet, joita silloin ndimme funktiolla e® olevan. Sen jilkeen voimmekin mddritelld
uudelleen

Tama maaritelméa on yleistyskelpoisempi kuin Luvussa 6 kaytetty. Sitd voidaan kdyttdd mm. méarittelemasan

e, missi A on nelidmatriisi, tai e, missi z on kompleksiluku. Yleisempi potensin kisite palautuu tihin

0.1 Eksponenttifunktio sarjana

Tutkimme siis intensiivisesti sarjaa

2 £C3 £C4

>z T
E(w)=;m=1+w+§+§+z+---

Esimerkki 0.1. Olkoon z € R jokin reaalinen parametri. Osoita suhdetestin avulla, ettd sarja E(x) suppenee

itseisesti.

Ratkaisu. Sarjan yleinen termin on a,, = z™/n!. Télloin

"t n!

a™(n+1)!

Anp41
Qn

X
n+1|

Koska tdméa — 0, kun n — oo, niin véite seuraa.

Esimerkissa[0dljo ndimme, ettd E(x) suppenee itseisesti kaikilla = € R. Merkitéén yleistd termid w, (x) =
2" /nl,n € N. Jos a > 0, niin wy,(a) > |w,(x)| kaikilla = € I, = [—a,a]. Koska sarja E(a) suppenee, niin
Weierstrassin M-testin nojalla sarja E(x) suppenee tasaisesti valilla I,. Néain ollen summafunktio E(x) on
jatkuva koko R:ssé.

Derivoimalla huomaamme, ettd w)(x) = 0 ja w! (z) = n(a""1/n!) = w,_1(x). Niin ollen termeittiin
derivoimalla saatu sarja

Yo wh(@) = wua(z) = E(x),
n=0 n=1

miké suppenee aiemmin ndhdyn perusteella tasaisesti vélillda I,. Néin ollen (vrt. kirjan Lause 15.3.13 ja
vastaava teoria luentodioista) funktio E(z) on derivoituva jokaisella vélilla I, (toisin sanoen kaikkialla) ja
se on itsenséd derivaatta:

E'(z) = E(x) kaikilla z € R.

Koska lisiksi selvisti F(0) = 1, alkaa nayttaa vahvasti siltd, ettd funktio F(z) jakaa useita ominaisuuksia
funktion e* kanssa.

Tieddmme jo jatkuvuuden ja derivoituvuuden seké sen, ettd kyseinen funktio on oma derivaattansa.
Muita ominaisuuksia varten johdetaan ensin seuraava tulos.

Lemma 0.2. (Eksponenttifunktion identiteetti) Kaikilla reaaliluvuilla x,y on voimassa

E(@)E(y) = E(z +y).



Todistus. Sarjat E(x) ja E(y) suppenevat itseisesti, joten binomikaavaa kriittisessi kohdassa kiyttden
niiden Cauchyn tuloksi tulee
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Valitsemalla téassd y = —z saamme seurauksena, ettd kaikilla z € R on voimassa yhtalo

E(z)E(—z) = E(x —z) = E(0) = 1.

Néin ollen jokaiselle z € R on voimassa E(z) # 0, silld muutoin olisikin E(z)E(—x) = 0- E(—x) = 0 # 1.
Edelleen voimme péételld, ettd Vo € R : E(z) > 0. Jos nimittdin jossakin pisteessé xg olisikin E(xg) < 0,
niin funktion E(z) jatkuvuuden, havainnon F(0) = 1 ja Bolzanon lauseen nojalla lukujen 0 ja xq vélissa olisi
funktion E(z) nollakohta. Naimme juuri, ettei nollakohtia voi olla, joten paddadyimme ristiriitaan.

Jos x > 0, niin jokainen termeista wy,(x) on positiivinen. Néin ollen sarjan E(z) osasummien jono on
télloin kasvava. Erityisesti siis

z>0= E(x) >w(z)+wi(z) =1+z.

Tastd ndemme, ettd
lim E(z) = oo,

T—r 00
eli jatkuvan funktion véliarvolauseen perusteella funktio F(x) saa kaikki arvot y € [1,00), kun = > 0.
Toisaalta E(—z) = 1/E(x), joten
1
lim E(z)= lim —— =0.

Z——00 T—00 E(x)

Néin ollen funktio E(z) saa kaikki arvot y € (0, 1], kun = < 0. Koska E'(z) = E(x) > 0, funktio E(z) on
kaikkialla aidosti kasvava. Niin ollen se on bijektio £ : R — R,z — FE(z). Erityisesti silld on bijektiivinen
kadnteiskuvaus L : Ry — R. Esitdmme yhteenvedon havainnoistamme seuraavassa.

Lause 0.3. Sarja

n

Ba) =Y =

n=0

madrittelee bijektiwvisen, aidosti kasvavan funktion E : R — Ry, jolle E(0) = 1. Funktio E(x) on kaikkialla
derivoituva, ja Vx € R : E'(z) = E(x). Funktiolle E(x) on kddnteisfunktio L : Ry — R. Kaikilla z,y €
R, u,v € Ry on voimassa identiteetit

E(z)E(y) = E(z +y), L(uv) = L(u) + L(v).

Lisiksi myos funktio L(x) on derivoituva, ja¥Vx >0: L' (x) =1/x.



Todistus. Ainoastaan funktiota L(x) koskevia véitteitéd ei vield todistettu. Sen derivoituvuus ja derivaatan
lauseke seuraavat yleisestd kaéanteisfunktioiden derivoituvuutta koskevista tuloksista (Analyysi I). Olkoon
siis w > 0. Valitaan z € R siten, ettd E(x) = u. Talldin E'(z) = E(x) # 0, joten kdénteisfunktio L(z) on
derivoituva pisteessé u, ja derivaatta on

L'(u) = L'(E(z)) = 1/E'(z) = 1/E(z) = 1/u.

Jos luvut u ja v ovat positiivisia, niin v = E(z) ja v = E(y) joillakin (yksikésitteisilld) muuttujien
x,y € R valinnoilla. Talloin uwv = E(x)E(y) = E(z + y), joten kaanteisfunktio-ominaisuuden nojalla

L(w) = L(E(z +y)) =z +y = L(u) + L(v).

Lause 0.4. Lauseessa L3 luetellut ominaisuudet madradvdt funktion E(x) yksikasitteisesti.

Todistus. Oletetaan, ettd F'(x) olisi jokin toinen funktio, joka toteuttaa ehdot F(0) = 1 ja F(z) = F'(x)
kaikilla z € R. Talloin osaméarén derivoimissdannon mukaan kaikilla z € R

dx \ E(x) E(z)? - E(z)? =0

Integraalilaskennan peruslauseen mukaan télloin funktio F'(z)/E(z) on vakio C. Koska F'(0)/E(0) = 1, niin
C = 1. Siis F(x) = E(z) kaikilla z € R. O

Maaritelma 0.5. Mdiaritellddn eksponenttifunktio e ja sen kédnteisfunktio Iny kaikille z € R,y > 0

asettamalla
e’ = E(x) ja Iny = L(y).

Jos a > 0,a # 1 méaritelladn

L(y)
L(a)’

a® = E(xL(a)) ja log,(y) =

Kuorrutuksena todistamme varmuuden vuoksi vield seuraavan yksityiskohdan.

Lause 0.6.
g — =F(l)=e= lim (1+—> .
nzon! n—00 n

Todistus. Binomikaavan avulla ndemme, ettd kun n >k > 0

(+3) =2 ()x

iln?
1=0
“1an-1)n-2)(n—i+1)
:;ﬁ nt
- “1nn-D)n-2)--(n—it1)
- il nt
1=0



Kiinnitetdén hetkeksi k£ ja annetaan luvun n kasvaa rajatta. Télloin kaikilla ¢ = 0,1,2, ...

nn—-1)n-2)---(n—i+1) nn-1 n—i+1_>1
nt n on n

kun n — oo. Siirtymaélld raja-arvoihin saadaan sitten epayhtalo

n k k
. 1 1
o=t (147) =X g2 w0

Taméa epayhtédlo on voimassa olipa parametrilla k£ mika positiivinen kokonaislukuarvo tahansa. Antamalla
sitten k — oo saadaan raja-arvona tulos

e> sz(l) = E(1).
i=0

Toisaalta katkaisemalla positiivitermisen sarjan E(1/n) kahden termin jilkeen ndemme, ettd kaikille
n € Z4 on voimassa

E(l/n)21+%.

Korottamalla tdmé yhtdlo puolittain n:nteen potenssiin ja soveltamalla identiteettida E(z)™ = E(nx) (todis-
tus harjoitustehtavind) saadaan

<1 + %) < E(1/n)" = E(n - (1/n)) = E(1).

Ottamalla tdssd puolittain raja-arvo n — oo saadaan kiddnteinen epéayhtilo

n—oo

e= lim <1+l) < E(1).
n

Molemmat epayhtalot voivat olla samanaikaisesti voimassa vain, jos E(1) = e. O

0.2 Potenssin kasite

Kun a > 0 on mielivaltainen kantaluku, haluamme potenssin a® noudattavan tuttuja potenssiopin laskula-
keja. Koulukursseilla logaritmien ja potenssien yhteydessi johdettiin kaava (miké johti mm. menetelméin
vaihtaa logaritmin kantaluku)

ab _ eblna'

Tama sopii "hyvin" yleisen potenssin méaritelmaksi.

Maéritelma 0.7. Olkoot a ja b reaalilukuja, a > 0. Otetaan kdytto6on merkinté
a® = E(bL(a)),

missd F ja L ovat edellisen pykélan funktiot.

Esimerkki 0.8. Jos tédssd b = n onkin luonnollinen luku, niin osoita, ettd tdmén méaritelmén mukainen
potenssi a’ = 1 ja jos n > 0, niin
n

a'=a-a-a---a,

missé oikealla puolella a esiintyy tulon tekijana n kertaa.



Ratkaisu. Induktiolla n:n suhteen. Jos n = 0, niin
= E(0L(a)) = E(0) = 1.

Induktioaskel seuraa, kunhan perustelemme kaavan

a"t=a"-a

olevan voimassa kaikille n € N. Tdmé seuraa puolestaan funktionaaliyhtélosta, Lemma [0.2)

Aiemmin esiintyneen funktionaaliyhtalon seurauksen E(—z) = 1/FE(z) avulla seuraa sitten, ettd tuttu
kaava

on voimassa kaikille n € N. Néin ollen uusi potenssin késitteemme yhtyy vanhaan aina, kun eksponentti on
kokonaisluku.
Muita tuttuja potenssiopin kaavoja ovat

minké todistuksen jatdmme harjoitustehtéviksi.
Kaikille a1 > 0,a2 > 0 ja b € R voimassa oleva kaava

puolestaan seuraa laskusta

b(L(a1) + L(az)))
ai) +bL(as))

a1))E(bL(az))

missa funktionaaliyhtdlod (ja sen seurausta L(xy) = L(x) + L(y) kiytettiin useissa vaiheissal(.

Samoin potenssin potenssia koskeva kaava

~—

seuraa laskusta

missé siirryttéessa toiselta riviltda kolmannelle kdytettiin tietoa siité, ettd E ja L ovat toistensa kdanteisfunk-
tioita, L(E(z)) = z kaikille z € R.

Tahén teemaan torméit seuraavan kerran todenndkoisimmin kurssilla Funktioteoria, kun potenssin ka-
site laajennetaan kompleksiluvuille. Se ei tule olemaan tdysin ongelmatonta muuta kuin juuri funktion E
osalta (eli kantaluvulle e). Sylttytehtaaksi osoittautuu, ettid potenssin méaaritelméssa esiintyva funktio L (eli



luonnollinen logaritmi) ei kompleksilukumuuttujille yleisty yksikdsitteiseksi funktioksi, vaan sielld sen ar-
voihin liittyy véistdméattd monikésitteisyytté, josta ei tdysin pédstd eroon jarkevilld rajauksillakaan. TAma
monikésitteisyys esiintyy esimerkiksi tunnetussa "todistuksessa'

1= =ii=V-IVT= VD) = VED2=Vi=g,

missa tarkkaavainen lukija huomaa potenssiopin kaavoja kiytetyn sangen suruttomasti (olettaen y/z = zl/ ).
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