Konv.koodit

Esimerkkeja luvusta 1, 21.11.2019-

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi
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Konv.koodit

Tarvittavia

algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Tarvittavia algebrallisia rakenteita
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista
Polynomirengas
Jaoton polynomi
Tekijoihinjako
Syt (1/2)

Syt (2/2)
Jakoalgoritmi

Eukleideen
algoritmi

Esimerkki 1A

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Polynomeista
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\ Polynomirengas
?Onv'ko‘)dit Olkoon F kahden alkion kunta. Siis F' = {0, 1}, yhteen- ja
arvittavia
algebrallisia kertolasku modulo 2. Kuten Algebran PK II:lla nahtiin

rakenteita

tuntemattoman D [F-kertoimiset polynomit muodostavat

Polynomeista

Polnomiregas pOlynomiI‘enkaan IF[D] .

Jaoton polynomi

Tekijoihinjako m (1+D)+(1+D+D? =2+2D+ D? = D? silla

Syt (1/2)

Syt (2/2) kertoimille 14+ 1 =2 = 0.
et m - (14D)(14+D+D%) = (14+D+D*)+(D+D*+ D7) = 1+ D",
algoritmi

Esimerkki 1A . . .
B Yleisesti voimassa "Freshman’s dream”

Potenssisarjoista

Smithin

normaalimuoto (CI,(D) + b(D))2 — CL(D)2 -+ b(D)2
Kasitteita

Generaattorin kaikille polynomeille a(D),b(D) € F|D]. Vield yleisemmin

valinnasta

O voimassa kaikissa kommutatiivisissa renkaissa, joissa
koodi
== 1+1=0.
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Polynomirengas
Tekijoihinjako
Syt (1/2)

Syt (2/2)
Jakoalgoritmi

Eukleideen
algoritmi

Esimerkki 1A

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Jaoton polynomi

Sanotaan, ettd polynomi p(D) € F|D] on jaoton, jos sita ei voi
kirjoittaa kahden polynomin tulona p(D) = g(D)h(D) siten,
ettd g(D) ja h(D) ovat molemmat vahintddn astetta yksi. Jos
p(D) = g(D)h(D), niin sanotaan, ettd g(D) jakaa p(D):n,
merkintd g(D) | p(D).

Astetta 1 olevat polynomit ovat jaottomia.

1+ D? = (1+ D)? ei ole jaoton. D? + D = D(1+ D) ei ole
jaoton.

Ainoa jaoton toisen asteen polynomi on 1 4+ D + D?.
Hieman tyolaampaa on osoittaa, etta ainoat kolmannen
asteen jaottomat polynomit ovat 1 + D? + D3 ja

1+ D+ D°.

Jos p(0) = 0 niin D jakaa p(D):n.

Jos p(1) = 0 niin 1 + D jakaa p(D):n. Néin kay silloin,
kun p(D) : ssd on parillinen maéra termeja.

5/ 60



o
':J‘:"'-'-_-;.

Tekijoihinjako

?Onv'ko‘)dit Jokainen polynomi p(D) € F|[D], jonka aste on vihintéaén
arvittavia

algebrallisia yksi, voidaan kirjoittaa jaottomien polynomien tulona.
rakenteita

Polynomeista " 1+D+D?*+D°=(1+D)+D?*(1+ D)=
rolynomirengas (1+D*(1+D)=(1+D)*(1+ D)= (1+D)>.

Jaoton polynomi

s D+ D°=D(1+D% =D+ D= D(1+ D)

el m 1+D+D°=(1+D+D?*+ (D*+ D% =
el gort (14 D+ D?)+ D?*(1+ D?) = (14 D+ D?)(1+ D?+ D?).
algoritmi m Tekijoihinjako on yksikasitteinen samassa mielessa kuin

Fimerkdd 14 kokonaislukujen tekijoihinjako alkulukujen avulla.

Potenssisarjoista . . . .
St Todistus menee samalla tavalla kuin kokonaislukujen
normee Momsi tapauksessa kayttamalla FEukleideen algoritmia.
Kdsitteitd Algoritmista alla, mutta yksikasitteisyystodistus

Y
Generaattorin .
valinnasta sivuutetaan.
Optimaalinen
koodi
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E Syt (1/2)
?Onv'ko‘)dit Sanotaan, ettd d(D) = syt(a(D),b(D)) jos d(D) on
arvittavia
algebrallisia korkea-asteisin polynomien a(D) ja b(D) yhteinen tekija.
rakenteita
Polynomeista m Josd(D)|a(D)jad(D)|b(D), niin kaikilla polynomeilla
olynomirengas .
o q(D),r(D) € F[D] on voimassa
A(D) | a(D)a(D) + r(D)H(D).
m  Muotoa q(D)a(D) + r(D)b(D) olevat polynomit
L muodostavat renkaan F|D] ihanteen. Itse asiassa kyseessé
algoritmi on polynomien a(D) ja b(D) generoima ihanne.

Feimerki 14 m  Algebran PKII — tillainen ihanne on aina yhden

Potenssisarjoista . . . 9

N polynomin generoima. Ja osoittautuu (Bezout’'n

mithin

normaalimuoto identiteetti), ettd ainoa mahdollinen generaattori on d(D).
Kasitteita

Generaattorin

valinnasta

Optimaalinen
koodi
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Syt (2/2)

Konv.koodit - Sgt(l _l_ D2’ 1 _|_ D3) — ]_ —I— _D, Sllla (]- —I_ D2) — (1 —l_ D)27

Tarvittavia

A (1+ D3) = (1+ D)(1+ D + D?), joten korkeampiasteisia
yhteisia tekijoita ei ole. Huomaamme, etta

Polynomeista

Polynomirengas

Jaoton polynomi 1 _|_ D — D . (1 _l_ DQ) _|_ 1 . (1 _|_ D3)
Tekijoihinjako

Syt (1/2)

Syt (2/2) on kuvattua muotoa.

Jakoalgoritmi
Eukleideen
algoritmi

Esimerkki 1A

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Polynomirengas
Jaoton polynomi
Tekijoihinjako
Syt (1/2)

Syt (2/2)

Jakoalgoritmi

Eukleideen
algoritmi

Esimerkki 1A

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Jakoalgoritmi

Jos a(D),b(D) € F|D] ovat mielivaltaisia, b(D) # 0, niin on
olemassa yksikésitteiset polynomit ¢q(D) (=quotient) ja r(D)

(=remainder), joille
a(D) = q(D)b(D) + (D),

ja degr(D) < degb(D).
Ajatus:
a(D) r(D)

b(D) b(D)

missa jaannostermissa osoittajan aste on pienempi kuin

=q(D) +

nimittdjan. Jako a(D)/b(D) menee tasan, joss r(D) = 0.
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Eukleideen algoritmi

?onv.koodit JOS g(D) | a(D) Ja g(D) ‘ b(D), nlln kOSka
arvittavia
algebrallisia

rakenteita r(D) =a(D) — q(D)b(D),

Polynomeista

olynomirengas
Jaoton potmmomi | voimme péditelld, etti g(D) | (D). Kiéntien, jos g(D) | (D)
fciommiskoja g(D) | b(D), niin g(D) | a(D).
Syt (2/2)
syt(a(D),b(D)) = syt(b(D), r(D)).
Bsimerlld 14 Fukleideen algoritmi perustuu taman tuloksen kayttoon.
Potenssisarjoista Koska jakojaannosten asteet koko ajan pienenevat, paastaan

Smithin lopulta tilanteeseen, jossa r(D) = 0, ja algoritmi paattyy.

normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi
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Esimerkki 1A

fonv koodit Lasketaan syt(1 + D% 1 4 D%).

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Ratkaisu: Koska

Polynomeista

Polynomirengas

Jaoton polynomi 14+ D% =D?. (1+ D% + (1 + D?),
Tekijoihinjako

Syt (1/2) ) ) ) ) ,

Syt (2/2) niin syt(1 + D°,1 4+ D*) = syt(1 + D*, 1+ D*). Koska
Yo i 1 + D2 | 1+ D4, niin syt(1 + D%, 1+ D?) = 1 + D2.
algoritmi

Esimerkki 1A

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Potenssisarjojen
rengas

Esimerkki 1B
Ominaisuuksia
Esimerkki 1C.1
Esimerkki 1C.2
Smithin
normaalimuoto

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Potenssisarjoista
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Potenssisarjojen
rengas
Esimerkki 1B
Ominaisuuksia
Esimerkki 1C.1
Esimerkki 1C.2
Smithin
normaalimuoto

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Potenssisarjojen rengas

Ns. formaaliset potenssisarjat

Z anD",an, € FVn >0,

n=0

muodostavat renkaan F|[D]].

"Formaalinen"tarkoittaa suurin piirtein sita, ettemme
lainkaan ole kiinnostuneita suppenemiskysymyksista.
Potenssisarjoja lasketaan yhteen kuten polynomejakin
laskemalla vastinkertoimet yhteen.

Potenssisarjoja kerrotaan kuten polynomejakin. Se
onnistuu koska tulossa

(> aD) (Y b0 =32 Y @b D)

ko iti=k

astetta 2 + 7 = k olevia termeja on kullakin £:n arvolla

vain aarellinen maara. 13 / 60



Esimerkki 1B

Konv.koodit Polynomi on potenssisarja, jossa on vain aarellisen monta
Tarvittavia .o . .o . . .

algebrallisia termia. Voimme siis laskea esimerkiksi

rakenteita

Polynomeista .~ k

Potenssisarjoista (]‘ —|_ D) Z D

Potenssisarjojen k=0

rengas 9 3 4
=(1+D)Y1+D+D*+D>+D*+--.)
Ominaisuuksia

Esimerkki 1C.1 :]_ . (1 _|_ D _|_ D2 _|_ D3 _|_ .. )

Esimerkki 1C.2

Smithin +D-(1+D+D?+D%+...)
normaalimuoto

Kasitteita =1+ D + D? + D3 4+ ...

Generaattorin

valinnasta —I—O —|— _D —I— _D2 —I— D3 —I— s

Optimaalinen

koodi :].
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p =

< (Ominaisuuksia

oy oot it Potenssisarjojen renkaalla on seuraavia ominaisuuksia

Tarvittavia
algebrallisia

DR m  Ne muodostavat kokonaisalueen, eli kommutatiivisen
Polynomeista renkaan, jossa ei ole nollanjakajia.
Potenssisarjoista m Potenssisarjalla ) _,a,D" on kaanteisalkio renkaassa

Potenssisarjojen

rengas F[[D]] jos ja vain jos ag = 1. Esimerkin 1B lasku osoittaa,
Somered D ettd potenssisarja 1 + D + D? + D3 + ... ja polynomi
Esimerkki 1C.1 1 4+ D ovat toistensa kaanteisalkioita. Vertaa tata
Esimerkki 1C.2 . .
N geometrisen sarjan summakaavaan
normaalimuoto
Kasitteita 2 3 1 1

, 1+D+D*+D° 4+ = —— = ——
Generaattorin ]_ _ D ]_ _|_ D
valinnasta
Optimaalinen . .
ol koska karakteristika 2 renkaassa —D = +D.

m Potenssisarjojen renkaan ihanteet ovat alkioiden
DF k> 0, generoimat ihanteet. Erityisesti ainoat
"jaottomat"potenssisarjat ovat D:n potensseja. Tata
emme juurikaan tarvitse, mutta se tulee vastaan mm.
kommutatiivisessa algebrassa. 15 / 60



Esimerkki 1C.1

Konv.koodit

o Etsitédén potenssisarjan (1 + D + D? 4+ D?) kééanteisalkio
algebrallisia renkassa [F[|D]].

rakenteita

Polynomeista

Ratkaisu: Téssd (1 + D + D? + D3) = (1 + D)?, joten

Potenssisarjoista
Potenssisarjojen

TELEED (1_|_D—|—D2—|—D3)(1—|—D):1—|_D4

Esimerkki 1B
Ominaisuuksia

‘ '
EEINEySen Geometrisen sarjan summakaavalla saamme
Esimerkki 1C.2

Smithin
normaalimuoto ]_

4 8 12 2 : 4
Kasitteita 1 _|_ D4 _ ]‘ + D + D —|_ D D n

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi
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Esimerkki 1C.2

Konv.koodit Kertomalla tama yhtalo polynomilla 1 + D saamme tuloksen
Tarvittavia
algebrallisia

rakenteita ]_ ]_ —|— _D
Polynomeista 1 _|_ D _|_ D2 _|_ D3 1 _|_ D4

Potenssisarjoista o0

Pot - .. A
re(ilgGQSSSIS&rJOJen _ (1 + D) . Z D n

Esimerkki 1B n=0

Ominaisuuksia

Esimerkki 1C.1 =(1+D)+ (D4 + D5) + (D8 + D9) 4+ ..

(©.@)
Smithin 2 : n
normaalimuoto — af’n,-D 3
n=0

Kasitteita

Generaattorin

valinnasta missa, Ay, = 17 jOS n =20 (mod 4) tainmn =1 (mOd 4), ja an — 07
Optimaalinen

koodi josn =2 (mod 4) tai n =3 (mod 4).
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Mita?
Invariantit
tekijat

Miksi?

Miten?
Esimerkki 1D.1
Esimerkki 1D.2
Esimerkki 1D.3
Esimerkki 1D.4
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1E.3

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Smithin normaalimuoto
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Mita?

Eo Lo Oletetaan, ettd A on k x n-matriisi, k < n, jonka alkiot ovat
Tarvittavia

algebrallisia polynomeja € F|D]. Talloin on olemassa sellaiset matriisit
e P € My« (F[D)) ja Q € Myxn(F[D]), etti

Polynomeista

Potenssisarjoista [ | det P =1 = det Q,
Smithin s PAQ = diagy,, (di(D),da(D), ..., dy(D)),

normaalimuoto
m jadi(D) | diy1(D) kaikilla i:n arvoilla.
Invariantit
tekijat

Miksi?

Miten?
Esimerkki 1D.1
Esimerkki 1D.2
Esimerkki 1D.3
Esimerkki 1D.4
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1E.3

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen 19 / 60
koodi




Invariantit tekijat

Konv.koodit

Téssa esiintyvat polynomit d;(D),7 = 1,2,...,k, ovat

Tarvittavia . . . . .

algebrallisia matriisin A ‘nvariantit tekijdt.

rakenteita

Polynomeista m  d;(D) on matriisin A alkioiden a;;(D) syt (renkaassa
Potenssisarjoista IF [D] ) )

Smithin m  di(D)dz(D) on matriisin A 2 x 2-alideterminanttien syt,
Mz m di(D)ds(D)ds(D) on matriisin A 3-rivisten

nvariantl

alideterminanttien syt, jne.

Miksi?

Miten?

Esimerkki 1D.1
Esimerkki 1D.2
Esimerkki 1D.3
Esimerkki 1D.4
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1E.3

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen 20 / 60
koodi




Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto
Mita?
Invariantit
tekijat

Miten?
Esimerkki 1D.1
Esimerkki 1D.2
Esimerkki 1D.3
Esimerkki 1D.4
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1E.3

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Tehdadn matriisille sellaisia alkeismuunnoksia (riveille tai
sarakkeille!), jotka ovat polynomikertoimisia ja kdantyvia
(eli riviin tai sarakkeeseen voidaan lisdta toinen
rivi/sarake polynomilla kerrottuna, tai vaihdetaan kaksi
rivid/saraketta kesken#ddn), niin uuden matriisin alkiot
ovat vanhan polynomikertoimisia lineaarikombinaatioita.
Nain ollen kaantyvassa alkeismuunnoksessa alkioiden syt
sailyy (vanha yhteinen tekija jakaa uudet alkiot, koska
muunnos oli kddntyva sama on voimassa myos kddntéen).
Sama havainto koskee tiettya kokoa olevia
alideterminantteja.

Jos diagonalisointi onnistuu, niin invarianttien tekijoiden
tulkinta alideterminanttien syttina seuraa tasta.
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto
Mita?
Invariantit
tekijat

Miksi?
Esimerkki 1D.1
Esimerkki 1D.2
Esimerkki 1D.3
Esimerkki 1D.4
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1E.3

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Miten?

Vaakarivimuunnosten sarjalla voidaan tuottaa matriisi,
jossa esiintyy kahden samalla sarakkeella olevan
polynomin syt.

Sarakemuunnoksilla saadaan aikaan kahden samalla rivilla
olevan polynomin syt.

Tekemalla sopivia muunnoksia saadaan siis aikaan
kaikkien alkioiden syt, ja siirrettya se vasempaan
ylanurkkaan.

Taman jalkeen voidaan muut alkiot 1. rivilla ja 1.
sarakkeessa nollata alkeismuunnoksilla.

Sen jidlkeen unohdetaan 1. rivi/sarake, ja késitelladn
jaljella olevaa matriisia. Sen alkioiden syt saadaan samaan

tapaan jaljella olevan lohkon vasempaan ylanurkkaan
(paikkaan (2,2)), jne.
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Esimerkki 1D.1

Konv.koodit Maarataan matriisin
Tarvittavia

algebrallisia

rakenteita

Polynomeista A —

Potenssisarjoista

—_

1 1
D D?
D? D*
Smithin

normaalimuoto

Mita? invariantit tekijat, ja vastaavat matriisit P ja ().

Invariantit
tekijit

i 17 . . . ee o o e .
ﬁii‘; Ratkaisu: Selvasti matriisin A alkioiden syt = 1, joten

alkioiden syt on jo positiossa (1,1). Lisdamaélla 1. vaakarivi

EZEZ;EE 13;2 toiseen ja kolmanteen saadaan 1. vaiheessa 1. sarake kuntoon
Esimerkki 1D .4
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1E.3

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen 23 / 60
koodi




Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Mita?
Invariantit
tekijat

Miksi?

Miten?
Esimerkki 1D.1

Esimerkki 1D.2

Esimerkki 1D.3
Esimerkki 1D.4
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1E.3

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Esimerkki 1D.2

1 1 1
-1 0 1+D 14 D?
0 1+D? 1+ D

Seuraavaksi hoidetaan 1. rivi kuntoon lisdamalla 1. sarake
toiseen ja kolmanteen

1 0 0
-1 0 1+D 14+ D?
0 1+D? 1+ D

Huomaamme seuraavaksi, etta oikean alanurkan 2 x 2-lohkon
kaikki alkiot ovat jaollisia polynomilla 1 + D, mika on niiden
syt. Koska kyseinen polynomi on jo positiossa (2,2), niin
siirrymme toisen sarakkeen kasittelyyn.

(1+ D?)/(1+ D) =1+ D, joten lisitian 2. rivi kolmanteen
kerrottuna polynomilla 1 + D.
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Esimerkki 1D.3

Konv.koodit

Tarvittavia 1 O O

Irvi \.71. 2
lgebrallisi
T ~ |0 14D 14D
Polynomeista O O D _|_ D —l_ D —l_ ‘D
e Seuraavaksi lisataan 2. saraka kolmanteen kerrottuna
Smithin . . . . . . .. .
normaalimuoto polynomilla 1 4+ D, jolloin my0s 2. rivi tulee valmiiksi
Mita?
Invaariantit
tekijét 1 0 0
Miksi?
Miten? — 0O 1+D 0
Esimerkki 1D.1 0 0 D s D2 T D3 T D4

Esimerkki 1D.2
Esimerkki 1D.4
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1E.3

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen 25 / 60
koodi




Esimerkki 1D.4

iRl DG 1. vaiheessa kerroimme matriisin A vasemmalta matriisilla
Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista Pl —

—_ = =
O =) O
—_ O O

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Mit4? kolmannessa vaiheessa puolestaan kerroimme vasemmalta

Invariantit e
tekijat madtriisilla
Miksi?

Miten?

1
Esimerkki 1D.1 P2 — O
0

Esimerkki 1D.2
Esimerkki 1D.3
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1E.3

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen 26 / 60
koodi




Esimerkki 1D.5

oy Liodlit Muista, etta rivimuunnoksessa kerrotaan vasemmalta
Tarvittavia

algebrallisia alkeismatriisilla, ja sarakemuunnoksessa puolestaan oikealta.

rakenteita

Kaiken kaikkiaan laskun aikana matriisi A kerrottiin
vasemmalta matriisilla

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
1 0

normaalimuoto

0
it P=PRP=|1 1 0
1

Invariantit

tekijat D 1 _I_ _D
Miksi?

Miten?

Esimerkki 1D.1 Toisessa vaiheessa kerroimme matriisin A oikealta
Esimerkki 1D.2

Esimerkki 1D.3 alkeismatriisilla

Esimerkki 1D.4

Esimerkki 1D.5 Ql —
Esimerkki 1D.5

Esimerkki 1E.1

Esimerkki 1E.2

Esimerkki 1E.3

o O =
S = =
—_— O =

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen 27 / 60
koodi




Esimerkki 1D.5

==

Konv.koodit ja viimeisessa vaiheessa puolestaan alkeismatriisilla
Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista Q
5 =

D1,

o O =

o = O
[

— T+ o

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Mit4? joten kaiken kaikkiaan oikealta kerrottiin matriisilla

Invariantit
tekijat
Miksi?
Miten?

1
Esimerkki 1D.1 Q=010 = 0
0

D
1+D
1

Esimerkki 1D.2
Esimerkki 1D.3
Esimerkki 1D.4
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1E.3

S = =

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen 28 / 60
koodi




Esimerkki 1D.5

e

Konv.koodit Harjoitustehtavan voit tarkistaa, etta

Tarvittavia

algebrallisia

rakenteita ]_ O O

Polynomeista PAQ _ O 1 _|_ D O

Potenssisarjoista 2 3 4
0 0 D+ D D D

Smithin —|_ —l_ —l_

normaalimuoto

Mita? Huomaa alkeismatriisien jarjestys tuloissa:

nvariantit

tekijat . . . ce o .

Miksi? m  Rivimuunnokset vaikuttavat matriisiin P, joka muodostuu

Miten?

e . rivimuunnoksia vastaavien alkeismatriisien tulona, ensin
simerkki 1D.1

Esimerkki 1D.2 tehty muunnos tulossa oikealla.

Esimerkki 1D.3 . e e .

Beimorii 1 4 m  Sarakemuunnokset vaikuttavat matriisiin (), joka saadaan

Esimertti 13-5 sarakemuunnoksia vastaavien alkeismatriisien tulona,
simerkki 1D.5

ensin tehty muunnos tulossa vasemmalla.

Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1E.3

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen 29 / 60
koodi




Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Mita?
Invariantit
tekijat

Miksi?

Miten?
Esimerkki 1D.1
Esimerkki 1D.2
Esimerkki 1D.3
Esimerkki 1D.4
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5

Esimerkki 1E.1

Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1E.3

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Esimerkki 1E.1

Maarataan matriisin

1 1+D+D? 1+D? 1+D

B = D 1+D+D?> D2 1

invariantit tekijat.

Ratkaisu: Jalleen matriisin alkioiden syt = 1, mika on
sopivasti positiossa (1,1). Ilmeinen vaakarivimuunnos tuottaa
matriisin

1 + D?
D+ D? + D3

1 14+ D+ D?
0 1+ D3

1+ D
1+ D + D?
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Mita?
Invariantit
tekijat

Miksi?

Miten?
Esimerkki 1D.1
Esimerkki 1D.2
Esimerkki 1D.3
Esimerkki 1D.4
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1E.1

Esimerkki 1E.2

Esimerkki 1E.3

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Esimerkki 1E.2

Ilmeiset sarakemuunnokset johtavat sitten matriisiin

1 0 0 0
0 1+D3 D+D?+D3 1+ D+ D?

Tarkastellaan jaljella olevaa 1 x 3 lohkoa. Ensimmaisté kertaa
meilla ei ole naiden kolmen polynomin syttia valmiina lohkon
vasemmassa ylanurkassa. Aletaan laskea polynomien 1 + D3
ja 14+ D 4 D? + D3 syttii sarakemuunnoksia tekemalla.
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Mita?
Invariantit
tekijat

Miksi?

Miten?
Esimerkki 1D.1
Esimerkki 1D.2
Esimerkki 1D.3
Esimerkki 1D.4
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1D.5
Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2

Esimerkki 1E.3

Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Esimerkki 1E.3

Lisddmalla 3. sarake toiseen, saadaan polynomista 1 + D3
poistettua kolmannen asteen termi:

1 0 0 0

10 1+D+D%2 D+D>2+D3 14D+ D2

Tassa vaiheessa huomaamme, etta toisen rivin kaikki
polynomit ovat jaollisia position (2,2) polynomilla 1+ D 4+ D2,
joten ko. polynomin on oltava etsitty syt. Nollaamme 2. rivin
myohemmat alkiot ilmeisilla sarakemuunnoksilla

1 0
0 1+ D+ D?

0 0

- 0 0
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kasitteita

Maaritelma

Vapaa etiisyys
Esimerkki 1F.1
Esimerkki 1F.2

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi
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Maaritelma

Konv.koodit

. Sanomme, ettd (n, k)-konvoluutiokoodi on sellainen

arvittavia

algebrallisia vektoriavaruuden F((D))™ k-ulotteinen aliavaruus, jolla on

rakenteita . . . . . . .
kanta, jonka alkioiden kaikki komponentit ovat polynomeja.

Polynomeista

Potenssisarjoista m  Monisteessa selitetaan, miten maaritelma tila-avaruuden
Smithin avulla johtaa siihen, etta tallainen kanta loytyy
normaalimuoto

Kasitteita F((D))—&V&fﬂﬂdelle.

m  Taméan vuoksi konvoluutiokoodiin liittyy yksikésitteinen
Vapaa etiisyys .

Esimerkki 1F.1 F(D)—allaval‘uus.

Fsimerkic 11,2 m  Myohemmin ndemme, miten tastd maaritelmasta
Generaattorin e ee I e e . . .

valinnasta paadytaan tapaan maaritella konvoluutiokoodi

Optimaalinen

B tila-avaruuden kautta. Sen jalkeen tiedamm, etta

maaritelmat ovat ekvivalentit.
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Vapaa etaisyys

Konv.koodit

Maéaritelmistdmme seuraa, ettd (n, k) konvoluutiokoodissa

Tarvittavia

algebrallisia esiintyy vektoreita, joiden kaikki komponentit ovat
rakenteita .
polynomeja.
Polynomeista
Potenssisarjoista W Sanotaan, ettd polynomin € F|D] Hamming paino on sen
Smithin nollasta eroavien termien lukumaara.
normaalimuoto
Kisittoita m  Yleistetddn tdmé vektoreille € F[D]|" laskemalla yhteen
DL il komponenttipolynomien painot.
Esimerkki 1F.1 m (n, k)-konvoluutiokoodin vapaa etdisyys on pienin nollasta
Fsimericict 1172 eroava koodisanan paino.
Generaattorin . e ue . . .
valinnasta m  Joukon FF||D]| \ F|D] alkiot ovat déretonta painoa.
D EEE m  Konvoluutiokoodin vapaa etaisyys on jonkinlainen mittari

sen virheenkorjauskyvystd (mutta ei aivan niin keskeisessa
roolissa kuin lohkokoodien puolella).
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita
Maaritelma

Vapaa etiisyys

Esimerkki 1F.1

Esimerkki 1F.2

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen

Esimerkki 1F.1

Naimme, ettd monisteen johdannon (2, 1)-esimerkkikoodiin
kuuluu sana G(D) = (1 + D?,1+ D + D?), miki vastaa
syotettd u(D) =1 (eli u(0) = 1 ja muut syotebitit nollia).
Néin ollen G(D) on kyseisen koodin erds polynomiaalinen
generaattorimatriisi. Osoitetaan sen avulla, etta taman
koodin vapaa etaisyys d = 5.

Ratkaisu: Generaattorimatriisin ainoan vaakarivin paino on
viisi, joten vapaa etaisyys ei voi olla > 5. Oletetaan

x(D) = (x1(D), x2(D)) = u(D)G(D) on pienipainoisin sana.
Ensimmainen havainto, jonka teemme on, etta

generaattorimatriisin alkioiden summa on
(1+ D?)+ (1 + D + D?) = D. Niin ollen

r1(D) 4+ x2(D) = Du(D).
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita
Maaritelma

Vapaa etiisyys
Esimerkki 1F.1

Esimerkki 1F.2

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Esimerkki 1F.2

Koska x1(D) + z2(D) polynomina on &darellistd painoa, tasta
seuraa, ettd syote u(D) on sekin adrellistd painoa. SyOtteen
kertominen D:n potenssilla ainoastaan liikuttaa koodisanaa
pitkin aika-akselia muuttamatta sen painoa, joten
rajoituksetta voimme olettaa, ettd u(D) on polynomi, jonka
vakiotermi on 1.

Talloin x1(D) = (1 + D?)u(D) ja 22(D) = (1 + D + D?)u(D).
Jos u(D) on astetta j > 0, niin tuloissa (1 + D?)u(D) ja
(1+ D + D?)u(D) on molemmissa viistdmitti asteita 0 ja

J + 2 vastaavat termit, yhteensa siis vahintaan 4 termia.
Lisaksi jommassa kummassa on jokin muu termi, koska

(1+ D*)u(D) # (1 + D + D*)u(D). Niin ollen koodisanan

x (D) paino on vahintddn viisi.
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

valinnasta
Yleista
Esimerkki 1G.1
Esimerkki 1G.2
Esimerkki 1G.3
Maaritelmia

Havaintoja
Basic
Esimerkki 1H.1
Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1I.1
Esimerkki 11.2
Esimerkki 11.3
Reduced
Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2

Kanoninen

(Generaattorin valinnasta
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

| Yleistd |
Esimerkki 1G.1
Esimerkki 1G.2
Esimerkki 1G.3
Maaritelmia

Havaintoja
Basic
Esimerkki 1H.1
Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1I.1
Esimerkki 11.2
Esimerkki 11.3
Reduced
Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2

Kanoninen

Yleista

m  Kuten lohkokoodinkin tapauksessa generaattorimatriisilla
on useita valintoja, koska koodi = generaattorimatriisin
vaakariviavaruus.

m  Myohemmin saadaan "teknisia" selityksia sille, miksi
meidan on syyta preferoida sellaista generaattorimatriisia,
jossa esiintyy mahdollisimman matala-asteisia
polynomeja.

m  Saman (n, k)-konvoluutiokoodin eri generaattorimatriiseja
verrataan toisiinsa kayttaen kahta eri tapaa mitata niiden
"kompleksisuutta'. Voimme yrittaa pienentaa k-rivisten
alideterminanttien sytteja, tai rivien maksimiasteiden
summaa. Tai itse asiassa molempia.

Seuraavan esimerkin (monisteen Esimerkki 1.5) on tarkoitus
johdatella tavoiteltaviin ominaisuuksiin, ja havainnollistaa
esiintyvia mahdollisuuksia. Huomaa, etta koska emme halua
muuttaa koodia (=vaakariviavaruutta), niin voimme kayttéia
vain vaakarivimuunnoksia. 39 / 60



Esimerkki 1G.1

Konv.koodit Yritetaan yksinkertaistaa Esimerkissa 1E esiintynytta

Tarvittavia . . . .

algebrallisia (4, 2)-konvoluutiokoodin polynomiaalista

rakenteita . e e . . . .

generaattorimatriisia mahdollisimman pitkalle

Polynomeista

Potenssisarjoista 1 1 + D + D2 1 _|_ D2 1 _|_ D

Smithin —

normaalimuoto Gl D 1 _|_ D _|_ D2 D2 1

Kaéasitteita

Generaattorin

;jh_“?f?sta Ratkaisu: Huomaamme, ettd matriisin (G; kummallakin
elsta

vaakarivilla korkeimman asteiset termit esiintyva sarakkeissa

B kki 1G.2 . . . . . e e e e e

o 2 ja 3. Nain ollen eras ilmeinen yksinkertaistus olisi lisaté 1.
simerkki 1G.3

Mairitelmis rivi jalkimmaiseen. Taman rivioperaation seurauksena

Havaintoja e e

— saadaan matriisi

Esimerkki 1H.1

Esimerkki 1H.2 2 2

Esimerkki 1H.3 Gy = 1 1+D+D 1+D 1+ D

S R 1+ D 0 1 D

Esimerkki 11.2

Esimerkki 11.3

Reduced

Esimerkki 1J.1

Esimerkki 1J.2 40 / 60

Kanoninen



Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Yleista
Esimerkki 1G.1

Esimerkki 1G.2

Esimerkki 1G.3
Maaritelmia
Havaintoja
Basic
Esimerkki 1H.1
Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1I.1
Esimerkki 11.2
Esimerkki 11.3
Reduced
Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2

Kanoninen

Esimerkki 1G.2

Mutta tamantyyppinen rivioperaatio ei muuta matriisin
invariantteja tekijoita. Esimerkin 1E laskun inspiroimana
voisimme ensin lisata 1. rivin toiseen kerrottuna D:lla.
Naimme, etta sen jalkeen 2. rivin alkiot olivat kaikki jaollisia
polynomilla 1 + D + D?. Kun jaamme tdmén yhteisen tekijin
pois ko. rivista saamme toisenlaisen yksinkertaisemman
matriisin

a1 l1+D+D? 1+D* 1+D

“\lo 1+D D 1
Tarkeaa: Maarittelimme konvoluutiokoodin
generaattorimatriisin rivien generoimaksi F(D)-avaruudeksi.
Koska 1/(1 + D + D?) on kerroinkunnan alkio (ja kiantyvi),
silla kertominen ei muuta matriisin vaakariviavaruutta.
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Esimerkki 1G.3

Konv.koodit Huomaamme, etta ensimmaiseksi bongaamamme temppu on
Tarvittavia . o e e . ce . . o e ..
algebrallisia kaytettavissa myos matriisissa (G3. Voimme pienentaa 1. rivin
rakenteita o eees YT ee sy es .. .
astetta lisaamalla siita 2. rivin kerrottuna polynomilla D. Sen

Polynomeista e17 er . e e .

. jalkeen meilla onkin alkuperaistd huomattavasti
Potenssisarjoista . . . L
S omithin yksinkertaisempi matriisi
normaalimuoto
Kasitteita 1 1 1 1
Generaattorin G4 —
valinnasta 0 ]_ —l— _D D ]_
Yleista

Esimerkki 1G.1
Esimerkki 1G.2
Maaritelmia
Havaintoja
Basic
Esimerkki 1H.1
Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1I.1
Esimerkki 11.2
Esimerkki 11.3
Reduced
Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2 42 / 60

Kanoninen



p =

"~  Maaritelmia

Konv.koodit

Olkoon C jokin (n, k) koodi, ja G(D) sen polynomiaalinen

Tarvittavia . e .

algebrallisia generaattorimatriisi.

rakenteita

Polynomeista m  Matriisin G(D) sisdinen aste on korkein sen
Potenssisarjoista k X k-alideterminanttien asteista.

Smithin m  Matriisin G(D) ulkoinen aste on sen vaakariviasteiden
normaalimuoto

Kisitteits SuImma.

Generaattorin m  Matriisi G(D) on basic, jos sen siséistéd astetta ei voi
valinnasta s o e . . ee o
Yleista pienentédd kertomalla sitd F(D)-kertoimisella matriisilla

Esimerkki 1G.1

B s (tulokseksi pitédé tulla polynomimatriisi)

Esimerkki 1G.3 m  Matriisi G(D) on reduced, jos sen ulkoista astetta ei voi
Havaintoja pienentad tekemaélla sithen F|D]-kertoimisia
Basic vaakarivimuunnoksia.

Esimerkki 1H.1

Esimerkki 1H.2

Esimerkki 1H.3

Esimerkki 1I.1

Esimerkki 11.2

Esimerkki 11.3

Reduced

Esimerkki 1J.1

Esimerkki 1J.2 43 / 60

Kanoninen



Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

p =

.+ Havaintoja

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Yleista
Esimerkki 1G.1
Esimerkki 1G.2
Esimerkki 1G.3
Maaritelmia

Havaintoja
Basic
Esimerkki 1H.1
Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1I.1
Esimerkki 11.2
Esimerkki 11.3
Reduced
Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2

Kanoninen

Koska konvoluutiokoodi voidaan ajatella
vektoriavaruudeksi yli kunnan F(D), kaikki sen
generaattorimatriisit saadaan toisistaan kertomalla,
vasemmalta F(D)-kertoimisilla matriisilla. Néin ollen
basic -matriiseilla on kaikilla sama sisdinen aste.
Jokainen unimodulaarinen (det = 1) polynomiaalinen

k X k matriisi saadaan muutettua identiteettimatriisiksi
[F|D]-kertoimisilla, joten reduced-ominaisuuden
testaamiseen voidaan kayttaa kaikkia
unimodulaarimatriiseja alkeismatriisien asemesta.
Perustelu: Unimodulaarimatriisin 1. sarakkeen alkioiden
syt = 1 (kyseinen syt on selvisti determinantin tekijé),
joten vaakarivimuunnoksilla siihen saadaan 1, ja sen
jalkeen k£ — 1 nollaa. Induktio hoitaa loput.
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Basic

Konv.koodit

Monisteen Theorem 1.2:n nojalla polynomimatriisin G(D)

Tarvittavia . . . . . .

algebrallisia Basic-ominaisuus on ekvivalentti usean testin kanssa:
rakenteita

Polynomeista m Invariantit tekijat kaikki ykkosia.

Potenssisarjoista m £k X k-alideterminanttien syt = 1.

Smithin m  On olemassa oikeanpuoleinen polynomiaalinen
normaalimuoto

Kiittoita kdanteismatriisi H(D), jolle G(D)H (D) = I.
Generaattorin m  Poly out — poly in-ominaisuus: jos

valinnasta n .. L
Yieisté x(D) =u(D)G(D) € F|D]", niin u(D) € F|D]".
Esimerklkd 1G.1 m  ((D) voidaan tdydentdd unimodulaariseksi

Esimerkki 1G.2

Esimerkki 1G.3 n X n-matriisiksi.

Maaritelmia

Havaintoja Detaljoidut todistukset naille 1oytyvat monisteesta. Valoitan
I e yhteyksia esimerkeilla, koska ne eraissa tapauksissa ovat

Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1I.1
Esimerkki 11.2
Esimerkki 11.3
Reduced

Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2 45 / 60

Kanoninen

valaisevampia kuin notationaalisesti hankala todistus.



Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Yleista
Esimerkki 1G.1
Esimerkki 1G.2
Esimerkki 1G.3
Maaritelmia
Havaintoja
Basic

Esimerkki 1H.1

Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1I.1
Esimerkki 11.2
Esimerkki 11.3
Reduced

Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2

Kanoninen

Esimerkki 1H.1

Esimerkin 1G matriisi

Gy — 1 1+D+D? 1+D? 1+D
0 1+D D 1

on basic, koska sen sarakkeiden 1. ja 2. muodostamalla
alideterminantilla 1 4+ D ei ole yhteisia tekijoita 1. j 3.
sarakkeen muodostaman alideterminantin D kanssa.
Konstruoimme naiden tietojen avulla sille polynomiaalisen
oikeanpuoleisen kaanteismatriisin.

Ratkaisu: Muistamme lineaarialgebrasta 2 x 2-matriiseja
koskevan tuloksen

a b d —b

c d —Cc a

= (ad — be) Is.
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Esimerkki 1H.2

oy oot it Sen avulla saamme vastaaville "osamatriiseille" vakiokerrointa
Tarvittavia . o oo . e .

algebrallisia Valﬂe kaantelsmatI'llSlt:

rakenteita

Polynomeista 1 1 _|_ D _|_ D2 1 _|_ D 1 _|_ D _|_ D2

Potenssisarjoista 0 1 _|_ D O 1 — (1 + D)IQ7
Smithin

normaalimuoto

Kasitteiti Ja

Geperaattorin 1 1 + D2 D 1 + D2

valinnasta = D[Q

Yleista O D O 1

Esimerkki 1G.1
Esimerkki 1G.2
Esimerkki 1G.3

Koska 1 voidaan esittdd (Bezout) polynomien 1+ D ja D

Mé&sritelmia polynomikertoimisena lineaarikombinaationa
Havaintoja

Basic

Esimerkki 1H.1 1-(1+D)+1-D =1,

Esimerkki 1H.2

Esimerkki 1H.3

Esimerkki 1I.1

Esimerkki 11.2

Esimerkki 11.3

Reduced

Esimerkki 1J.1

Esimerkki 1J.2 47 / 60

Kanoninen



Esimerkki 1H.3

Konv.koodit

saamme oikeanpuoleisen kdanteismatriisin (joka on 4 x 2
Tarvittavia . . s . e
algebrallisia vastaavana osittaisten kaanteismatriisien
rakenteita . . . . . .o . . .
lineaarikombinaationa. Huomaa, etta siirramme yo. osittaiset
kaanteismatriisit kaytettyja sarakkeita vastaaville riveille:

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin

normaalimuoto ( 1+ D 1+D+D2\ (D 1+D2\

Kasitteita O 1 O O
Generaattorin H<D) — ]. : —|— ]_ . 1

valinnasta O O

0
\ 0 o )  \o o )

Esimerkki 1G.2
Esimerkki 1G.3 eli

Maaritelmia ( 1 D
Havaintoja

Basic O ]_
Esimerkki 1H.1 H(D) —

Esimerkki 1H.2
\ 0 0 )
Esimerkki 11.1
Esimerkki 11.2
Esimerkki 1I1.3
Reduced

Esimerkki 1J.1
Bl 1102 48 / 60

Kanoninen

Tarkista kertomalla :-)



Esimerkki 11.1

Konv.koodit Kansikuvakoodilla on generaattorimatriisi

Tarvittavia . o ee

algebrallisia G(D) = (14 D? 14 D + D?). Tidydennetéin se

rakenteita . . e . . .

unimodulaarimatriisiksi, tuotetaan sen avulla oikeanpuoleinen

Polynomeista . . v ee . ce o . . .
- polynomiaalinen kddnteismatriisi H (D) ja osoitetaan, etta

Potenssisarjoista

Smithin tata generaattorimatriisia kaytettaessa PolyOut—Polyln
HOLRAAIIOL -ominaisuus on voimassa.

Kéasitteita

Generaattorin Ratkaisu: Matriisin G(D) alkioiden syt = 1. Eukleideen

valinnasta

Yleisté algoritmilla loydetaan sopiva Bezout’'n identiteetti
Esimerkki 1G.1

Esimerkki 1G.2

Esimerkki 1G.3 1:(1+D)<1+D2)+D<]‘+D—|—D2)

Maaritelmia

Havaintoja

Basic

Esimerkki 1H.1

Esimerkki 1H.2

Esimerkki 1H.3

Esimerkki 11.2

Esimerkki 11.3

Reduced

Esimerkki 1J.1

Esimerkki 1J.2 49 / 60

Kanoninen



Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Yleista
Esimerkki 1G.1
Esimerkki 1G.2
Esimerkki 1G.3
Maaritelmia
Havaintoja
Basic
Esimerkki 1H.1
Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1I.1

Esimerkki 11.2

Esimerkki 11.3
Reduced

Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2

Kanoninen

Esimerkki 11.2

2 X 2-matriisin tapauksessa (yleisemmin joudumme
kdyttdméaan Smithin normaalimuotoa tédssé vaiheessa) tadmé
kertoo heti, ettd matriisi

1+D? 1+ D+ D?
UD) = D 1+ D
on unitaarinen. Nain ollen silla on polynomiaalinen
kéanteismatriisi, mikd tutun kaavan (vrt. Esimerkki 1H)
nojalla on

B 1+D 14+ D+ D?

Bongaamalla matriisikertolaskusta U(D)U (D)™t = I3 vain
tulon paikkaa (1,1) koskeva kertolasku, saamme
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Esimerkki 11.3

Konv.koodit

o 14+ D
gebralian L+D* 1+D+D? = (1),
rzli%{e?ltei}ca ( ) D
POlynon_‘eiSfa_ eli saimme téatakin kautta oikeanpuoleisen kddnteismatriisin
s (D)~ (14D DT
normaalimuoto Jos koodisana x(D) = (z1(D), z2(D)) = u(D)G(D) € F[D]?
Kasitteitd on polynomiaalinen, niin kertomalla puolittain oikealta
Generaattorin ..
valinnasta H(D)Ha Saalline
Yleista
Esimerkki 1G.1
s ke 16 U(D) — U(D) -1 = U(D)G(D)H(D)

Esimerkki 1G.3
Maéiritelmis — X<D)H<D) — (1 —I—D):U1<D) —I_DZUQ(D)?
Havaintoja

Basic

Esimerkki 1H.1
Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1I.1
Esimerkki 11.2
Reduced
Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2 51 / 60

Kanoninen

mika on selvasti polynomi.



¥

" = Reduced

Konv.koodit

Polynomiaalinen generaattorimatriisi G(D) on reduced, jos

Tarvittavia

algebrallisia jokin seuraavista ekvivalenteista ehdoista toteutuu

rakenteita

Polynomeista m  Matriisin G(D) sisdinen ja ulkoinen aste yhtyviét.
Potenssisarjoista @ Matriisilla G(D) on ns. ennustetun asteen ominaisuus: Jos
Smithin matriisin G(D) vaakarivien asteet ovat ej,es, ..., e, ja
normaalimuoto e

Kisitteits u(D) — (ul(D)a e 7uk(D)) = F[D] , missa f; = deg uZ(D)a
Generasttorin niin koodisanan x(D) = u(D)G(D) korkea-asteisimman
valinnasta

AT komponentin aste = maxi<;<x(e; + fi).

E:zzf}: 12; m  Jos merkitddn G:11a matriisia € My, (F), jossa vaakarivin
Esimerkki 1G.3 i alkiot ovat matriisin G (D) kyseisen rivin alkioiden
Maaritelmia . . . . . ..
Havainton (maksimaalista) astetta e; olevien termien kertoimet, niin
Basic G on tdysiasteinen (eli sen vaakarivit ovat lineaarisesti
Esimerkki 1H.1 . . .

PRI riippumattomia yli kunnan F).

Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1I.1
Esimerkki 11.2
Esimerkki 11.3
Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2 52 / 60

Kanoninen



L
é Esimerkki 1J.1

Konv.koodit JOS

Tarvittavia 1 1 O O

algebrallisia

rakenteita G(D) — D O 1 + D 1 :
Polynomeista D D2 1 + D + D2 1

Potenssisarjoista

Smithin niin vaakarivein asteet ovat e; = 0,es = 1 ja e = 2. Nain ollen

normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta G —

Yleista
Esimerkki 1G.1
Esimerkki 1G.2
Esimerkki 1G.3
Maaritelmia

O ==
—_ O =
—_ = O
o O O

Havaintoja

Basic

Esimerkki 1H.1

Esimerkki 1H.2

Esimerkki 1H.3

Esimerkki 1I.1

Esimerkki 11.2

Esimerkki 11.3

Reduced

Esimerkki 1J.2 53 / 60

Kanoninen



Esimerkki 1J.2

Konv.koodit

Matriisin GG viimeinen vaakarivi on kahden ensimmaisen

Tarvittavia

algebrallisia summa, joten tama ei ole taysiasteinen. Néin ollen G(D) ei

rakenteita

ole reduced. Hyodyntamalla tata lineaarista riippuvuutta

Polynomeista

voimmekin alentaa G(D):n ulkoista astetta lisddmaélla 1. rivin

Potenssisarjoista

Smithin viimeiseen kerrottuna D?:lla ja 2. rivin viimeiseen D:1l4

normaalimuoto

kerrottuna:
Kasitteita

Generaattorin
valinnasta

1
Yleista SN D
D

Esimerkki 1G.1
Esimerkki 1G.2
Esimerkki 1G.3
Maaritelmia

o O =
}—L
— T+ o
S
}—L

Havaintoja
Basic
Esimerkki 1H.1
Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1I.1
Esimerkki 11.2
Esimerkki 11.3
Reduced
Esimerkki 1J.1

54 / 60

Kanoninen



Kanoninen

Konv.koodit

(n, k)-konvoluutiokoodin C polynomiaalista

Tarvittavia . ce o . . e .
algebrallisia generaattorimatriisia sanotaan kanonisekss, jos sen ulkoinen
rakenteita . . . .

aste on mahdollisimman pieni
Polynomeista
Potenssisarjoista m  Monisteessa todistetaan, etta matriisi on kanoninen, jos se
Smithin on seké reduced etta basic.
normaalimuoto
KAsittoits m Monisteessa todistetaan, etta kaikilla koodin C kanonisilla
Generasttorin generaattorimatriiseilla on (jérjestysta vaille) samat
valinnasta . . .. . .
Yieista vaakariviasteet, joita lahteeni kirjoittaja Robert McEliece

Esimerkki 1G.1
Esimerkki 1G.2
Esimerkki 1G.3
Maaritelmia

nimesi Forneyn indekseiksi.

Havaintoja
Basic
Esimerkki 1H.1
Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1I.1
Esimerkki 11.2
Esimerkki 11.3
Reduced
Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2 55 / 60

Kanoninen




Esimerkki 1K

e

Konv.koodit Esimerkin 1G matriiseista ainoastaan G4 on kanoninen.
Tarvittavia

Gechra s m G eiole basic, koska 1+ D + D? on sen invariantti tekijé.
Polynomeista Se ei ole myoskaan reduced, koska ulkoinen aste pieneni
Potenssisarjoista muunnoksessa Gl — GQ.

Smithin_ m  Matriisi Go on reduced silla G2 on taysiasteinen, mutta ei
normaalimuoto ] . . . . .

Kiittoita basic, silla sen invariantit tekijat ovat samat kuin G1:n.
Generaattorin m  Matriisi G5 on basic, koska invariantti tekija 1 + D + D?
valinnasta . .o . . “17 e>

AT jaettiin pois. Se ei ole reduced, silla muunnos Gz — Gy

Esimerkki 1G.1
Esimerkki 1G.2
Esimerkki 1G.3
Maaritelmia

pienensi sen ulkoista astetta.

Havaintoja
Basic
Esimerkki 1H.1
Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1I.1
Esimerkki 11.2
Esimerkki 11.3
Reduced
Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2 56 / 60

Kanoninen



Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2
Esimerkki 1J.3

Optimaalinen koodi
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Esimerkki 1J.1

Esimerkki 1J.2
Esimerkki 1J.3

Esimerkki 1J.1

Osoitetaan, etta generaattorimatriisi
G(D)= (1+D?*1+D* 1+ D+ D?* 1+ D+ D? 1+ D+ D?

generoiman (5, 1)-koodin C vapaa etéisyys on 13. Osoitetaan
liséksi, ettd minké tahansa (5, 1,2)-koodin vapaa etdisyys on
d < 13 (eli C on optimaalinen).

Ratkaisu: Koska syt(1+ D? 1+ D + D?) = 1, niin G(D) on
basic. Triviaalisti G on astetta yksi, joten se on my6s reduced,
ja siis kanoninen. Koodisana G(D) = 1- G(D) on painoa 13,
joten d < 13.

Olkoon x(D) minimipainoinen koodisana. Rajoituksetta
voimme olettaa, ettd x(D):n komponentit ovat polynomeja.
PolyOut—PolyIn -ominaisuuden nojalla u(D) € F[D].
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Esimerkki 1J.2

?Onv_iooﬁit Merkitddn komponenttien painoja a = w((1 + Dz)U<D ) ja

algebrallisia b=w((1+ D+ D?*)u(D)), jolloin w(x(D)) = 2a + 3b. Kuten

rakenteita

Polynomeista Esimerkissa 1F naemme, etta a > 2, b > 2 ja lisaksi ainakin
Potenssisarjoista tOinen Z 3

- ormaalimusto m Jos b >3, niin 2a 4+ 3b > 4+ 9 = 13, ja tdma tapaus on
Késitteitd kélsitelty.

Generaattorin m Jos b= 2, niin a > 3. Toisaalta D = 1 on polynomin
Cratrimma e 1 + D? nollakohta. Nain ollen se on myos polynomin
EZ?i;rkki TR (1 + D?)u(D) nollakohta. Tamé tarkoittaa sitd, ettd a on
valttamatta parillinen. Nain ollen a > 4 ja edelleen

Esimerkki 1J.3

2a + 3b > 8 + 6 = 14. Ensimmaéinen vaite on todistettu.
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Konv.koodit

Tarvittavia
algebrallisia
rakenteita

Polynomeista

Potenssisarjoista

Smithin
normaalimuoto

Kéasitteita

Generaattorin
valinnasta

Optimaalinen
koodi

Esimerkki 1J.1
Esimerkki 1J.2

Esimerkki 1J.3

Esimerkki 1J.3

Koodin C optimaalisuus seuraa kun osoitamme, ettei sellaista
astetta 2 olevaa generaattorimatriisia G(D) ole, joka generoisi
koodin, jonka vapaa etédisyys > 14. Matriisin G(D) paino on
enintdan 3 - 5. Se ei voi olla tasan 15, silla silloin olisi

G(D) = (1+D+D?,1+D+D?* 1+D+D?* 1+D+D?* 1+ D+D?),

miké ei ole kanoninen (ja (1,1,1,1,1) kuuluu ko. matriisin
generoimaan koodiin). Jéljelle ja&d vaihtoehto, jossa 4
komponenteista on 1 + D + D? ja viides jokin astetta 2 oleva
binomi. Koska (1 + D)(1+ D + D?) =1 + D3, niin sanan

(1 + D)G(D) komponenteista nelja on 1 + D3 ja painoa 2.
Viides komponentti on astetta < 3 eli painoa < 4. Nain ollen
w((1+ D)G(D)) <4+ 4-2=12, ja viite seuraa.
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