Konv.koodit

Esimerkkeja luvusta 4, 10.02.-20.02.2020

Esimerkki 4A.1
Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3
Esimerkki 4B.4
Esimerkki 4B.5
Esimerkki 4B.6

Demotehtavia
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- .+ Esimerkki 4A.1

Konv.koodit

Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3
Esimerkki 4B.4
Esimerkki 4B.5
Esimerkki 4B.6

Demotehtavia

Osoitetaan, ettd (2, 1,5, d)-konvoluutiokoodeille pétee raja
d < 8 Table 4.1:n mukaisesti.

Ratkaisu:

Tehdaédn vastaoletus, etté olisi olemassa (2,1, 5, d) koodi C,
jonka vapaa etéisyys d > 9. Olkoon G(D) koodin C kanoninen
generaattorimatriisi. Tutkitaan 3-ulotteista avaruutta

V ={u(D)G(D) |u(D) € F|D],degu(D) < 2}.

Koska G(D):n komponentit ovat astetta enintdén 5, niin
avaruuden V koodisanojen komponentit ovat astetta < 7.
Nain ollen V' on F-avaruuden

= {(AD), f2(D)) | fil D Z]‘}]DZ 1 =1,2;

aliavaruus.
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- = Esimerkki 4A.2

Konv.koodit Koska kertoimia f;; on 16 kappaletta, voimme pitaa
ESimerkki 4A—'1 . oo oo . oo . . . [ .
avaruutta V' binaarisena lineaarisena koodina, jonka pituus
Esimerkki 4B.1 o . . . 2
o n = 16. Kerroinpolynomit u(D) = ug + u1 D + ugs D
Esimerkki 4B.3 muodostavat 3-ulotteisen [F-avaruuden, joten dimV = k = 3.
Esimerkki 4B.4 . . . . . e e
T A3 Griesmerin raja antaa meille nain epayhtalon
Esimerkki 4B.6
Demotehtavia - d

S162 S as e

i=0

Jos téssd d > 9, niin [d/2]| > 5 ja (d/ 4] > 3. Nain ollen oikean
puolen summa on > 9+ 5+ 3 = 17. Tama on ristiriita.
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- = Esimerkki 4B.1

Konv.koodit

Esimerkki 4A.1
Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3
Esimerkki 4B.4
Esimerkki 4B.5
Esimerkki 4B.6

Demotehtavia

Tehtava: Etsi jokin kanoninen generaattori matriisi Table
4.2:n (3,1, 3,10)-koodin C duaalikoodille C+.

Ratkaisu: Kaytetaan monisteen Theorem 4.2:n ylapuolella
olevan kappaleen ideaa. Taydennamme siis ensiksi
generaattorimatriisin

G(D)=(1+D+ D’ 1+ D?+ D31+ D+ D? + D?)

unimodulaariseksi 3 x 3 matriisiksi. Eras tapa selvita
tehtavasta on hyodyntaa sita, etta

syt(14+ D + D? 14+ D? + D%) = 1.

Yleistetylla Eukleideen algoritmilla loydamme Bezout’'n
identiteetin lupaamat kertoimet:
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Konv.koodit

Esimerkki 4A.1
Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.3
Esimerkki 4B.4
Esimerkki 4B.5
Esimerkki 4B.6

Demotehtavia

Esimerkki 4B.2

D(1+ D+ D?) + (1+ D)(1+ D*+ D?) = 1.
Nain ollen oheisen matriisin

1+D+D3 1+D?+D3 1+ D+ D?+ D3
U= 14+ D D 0
0 0 1

determinantti on det U = 1 (kehitd determinantti alimman
vaakarivin suhteen). U kelpaa siis etsityksi
unimodulaarimatriisiksi.

Monisteen paattely edellyttaa, etta etsimme U:n
kaanteismatriisin. Lineaarialgebran menetelmin
(vaakarivimuunnoksilla tai Cramerin sdannolld) 16yddmme
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Konv.koodit

Esimerkki 4A.1
Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.4
Esimerkki 4B.5
Esimerkki 4B.6

Demotehtavia

Esimerkki 4B.3

D 1+D?+D3 D+ D?4+ D3+ D4
Ul'=| 1+D 1+D+D3 1+ D4
0 0 1

Taman matriisin 2 viimeista saraketta muodostavat
monisteen argumentin perusteella duaalikoodin C* basic
generaattorimatriisin.

G1(D) = D+D?*+D3+D* 1+D* 1
== 1+ D24 D3 1+D+D3 0
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Konv.koodit

Esimerkki 4A.1
Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3
Esimerkki 4B.5
Esimerkki 4B.6

Demotehtavia

Esimerkki 4B.4

Nimittéin selvéisti G1(D) voidaan taydentaa
unimodulaariseksi (lisidmélld U~ 1:n 1. sarake viimeiseksi
riviksi), joten se on basic. Matriisitulon UU ! = I3
ensimmaisen rivin 2 viimeista alkiota puolestaan kertovat,
ettd G1(D) vaakarivit ovat kohtisuorassa G(D):ta vastaan.

Yleisen teorian mukaan G1(D) voidaan muuntaa kanoniseksi
generaattorimatriisiksi tekemalla siihen ulkoista astetta
vahentavia vaakarivioperaatioita kunnes saadaan reduced
matriisi. Lisaamalla alempi ylempaan D:lla kerrottuna
saadaan

D? 1+D+D? 1
Gl(D)%<1+D2+D3 1+ D+ D? 0)
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Konv.koodit

Esimerkki 4A.1
Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3
Esimerkki 4B.4

Esimerkki 4B.5

Esimerkki 4B.6

Demotehtavia

Esimerkki 4B.5

Lisaamalla lopuksi ylempi rivi alempaan kerrottuna
(1 4+ D):1la saadaan

D? 1+ D+ D? 1
1 D 1+D |’

mika nidhdaan helposti kanoniseksi. Alarivistd ndemme, etta
duaalikoodin vapaa etaisyys on enintaan 4. Se on itse asiassa
tarkalleen 4 (harjoitustehtéva).
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" .« Esimerkki 4B.6

Konv.koodit

Esimerkki 4A.1
Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3
Esimerkki 4B.4
Esimerkki 4B.5

Esimerkki 4B.6

Demotehtavia

Aina ei unimodulaariseksi taydentaminen suju yhta helposti.
Vaihtoehtoinen tapa olisi ollut huomata, etta vektorit
(1+D?+ D314+ D+ D3,0) ja

(1+ D+ D?+ D3,0,1 + D + D?) selviisti ovat lineaarisesti
riippumattomia yli F(D):n ja kohtisuorassa G(D):ta vastaan.
Matriisi, jonka riveina nama ovat, on siis eras duaalikoodin
generaattorimatriisi. Se ei kuitenkaan ole basic (selvésti

1+ D + D3 jakaa kaikki 2 x 2 alideterminantit). Niin ollen
tdssd joudutaan tekeméddn enemman laskuja (esimerkiksi
Theorem 1.2:n todistuksen idean mukaisesti etsimalla sen
Smithin normaalimuotoon liittyvat matriisit P ja Q.
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Konv.koodit

Esimerkki 4A.1
Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3
Esimerkki 4B.4
Esimerkki 4B.5
Esimerkki 4B.6

eoe

Demotehtavia

Exercise 4.1/1
Exercise 4.1/2
Exercise 4.1/3
Exercise 4.5/1
Exercise 4.5/2
Radiokuuntelija/1
Radiokuuntelija/2
Radiokuuntelija/3
Radiokuuntelija/4
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p
- .~ Exercise 4.1/1

Konv.koodit Tehtéavissa haetaan optimaalisia (2, 1, 4)-koodeja. Olkoon
Esimerkki 4A.1

Esimerkki 4A.2 G(D) = (p1(D), p2(D)) sellaisen koodin kanoninen

Esi kki 4B.1 . oo o . .
B o generaattorimatriisi. Jos rajataan syote u(D) astetta <1

Peimerkd 415 oleviin polynomeihin, koodisanat u(D)G(D) ovat astetta < 5.
Esimerkki 4B.4
Esimerkki 4B.5 Normaalilla menettelylla 2-ulotteinen bindarinen lineaarinen

Esimerkki 4B.6 koodi, jonka pituus on n = 2(5 + 1) = 12. Griesemerin rajan
Demotehtavia

Exercise 41/1 | nojalla minimietaisyys d toteuttaa epayhtilon d + (d/2) < 12,

Exercise 4.1/1

Exercise 4.1/2 mista d S 8.
Exercise 4.1/3
prercise jg; ; Tehdaan vastaoletus, etta dfree > 8 olisi mahdollinen. Olkoot
Radiokuuntelija/1  w; polynomien p;(D),: = 1,2, Hamming-painot. Rajoituksetta

Radiokuuntelija/2 . . .
A voidaan olettaa, etta w; > we. Koska polynomit ovat astetta

Radiokuuntelija/4 < 4 niin lisaksi 5 > wj.

Koska G(D) on koodisana, niin w; + wy > 8.
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Exercise 4.1/2

e

Konv.koodit Vaihtoehtoja on
Esimerkki 4A.1

Esimerkki 4A.2

Esimerkki 4B.1 - wp = w2 = 57

Esimerkki 4B.2 [ | w1 = 5’ W9 — 4’

Esimerkki 4B.3

Esimerkki 4B.4 " wp =95, wy =3,

Esimerkki 4B.6

Demotehtévid Ensimmaisessa tapauksessa vaistamatta

Exercise 4.1/1 o o 2 3 4 oo ee . . . .
P1 (D) = p2<D) = 1 -+ D —+ D -+ D —+ D . Naﬂla on el—trwlaah
Exercise 4.1/3 yhteinen tekija, joten tdmé G(D) ei ole kanoninen.

Exercise 4.5/1

Exercise 4.5/2 . . . 1 s . 11
N Viimeisessa tapauksessa kumpikin polynomi on parillista

Radiokuuntelija/2  painoa, ja néin ollen jaollinen polynomilla 1 4+ D (niilla D =1

Radiokuuntelija/3 - o ee . .
Radiokuuntelija/s 011 Nollakohtana). Néin ollen sekéén G(D) ei ole kanoninen.
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Konv.koodit

Esimerkki 4A.1
Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3
Esimerkki 4B.4
Esimerkki 4B.5
Esimerkki 4B.6

Demotehtavia
Exercise 4.1/1
Exercise 4.1/2
Exercise 4.1/3
Exercise 4.5/1
Exercise 4.5/2
Radiokuuntelija/1
Radiokuuntelija/2
Radiokuuntelija/3
Radiokuuntelija/4

Muissa tapauksissa w; = 5, joten tiedamme, etta

p1(D) =1+ D + D? + D3 4 D*. Niin ollen syote

u(D) =1+ D johtaa sangen matala-painoiseen tuloon

(1+ D)p1(D) = 1+ D>. Tillsin on toisen koordinaatin

(14 D)p2(D) oltava painoa > 6. Koska kyseinen polynomi on
astetta < 5, voimme paatella, etta on oltava

(14+D)p2(D) = 14+D+D*+D*+D*+D° = (1+D)(1+D*+D*%).

Erityisesti siis on oltava po(D) = 1 + D? + D%,

Mutta tillin syote u(D) = 1 + D? johtaa painoa 6 olevaan
koodisanaan

(14+ D*)G(D) = (1+ D+ D°+ D% 1+ DY)

Vaite seuraa.
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- .~ Exercise 4.5/1

Konv.koodit Tutkittavan koodin tarkistusmatriisi on
Esimerkki 4A.1

Esimerkki 4A.2
Bimerdk 481 [[(D) = (131517) = (1+D+D* 1+ D*+ D% 14 D+ D?+ D?),
Esimerkki 4B.3

Esimerkki 4B.4 Kalvolla Esimerkki 4B.5 ndimme, ettd sana (1, D,1+ D)

Esimerkki 4B.5

R kuuluu koodiin, joten vapaa etaisyys ei voi olla > 4.
Demotehtivis Tehdaan vastaoletus, etta olisi olemassa painoa kolme oleva
e iiﬁ sana (painoja 1 olevia sanoja ei selvastikdan ole, ja painoa 2
Exercise 4.1/3 oleva sana edellyttaisi, etta tarkistusmatriisin jotkin kaksi
Excorcise 4.5/2 komponenttia eroaisivat vain tekijalla, joka on D:n potenssi,

Radiokuuntelija/1  ja néin ei ole). Oletetaan, ettd 3-painoisen sanan termit ovat
Radiokuuntelija/2

Radiokummtelijazs D7, D%, DY, Rajoituksetta r < s < t. Tarkistusyhtilo saa
Radiokuuntelija/4 taHOln muodon

D"hi(D) + D*h;(D) + D'hy(D) = 0, (%)

missa 7, j, k ovat indekseja € {1,2, 3}, ei valttamatta eri

suuria.
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Konv.koodit

Esimerkki 4A.1
Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3
Esimerkki 4B.4
Esimerkki 4B.5
Esimerkki 4B.6

Demotehtavia
Exercise 4.1/1
Exercise 4.1/2
Exercise 4.1/3
Exercise 4.5/1
Exercise 4.5/2
Radiokuuntelija/1
Radiokuuntelija/2
Radiokuuntelija/3
Radiokuuntelija/4

"~ Exercise 4.5/2

Huomaamme, etta tarkistumatriisin kaikissa polynomeissa
esiintyvit 0-asteinen termi 1 ja 3-asteinen termi D?. Néin
ollen yhtalon (x) vasemman puolen tulojen
matala-asteisimmat termit ovat D", D® ja D! riippumatta
indeksien 7, 7, k arvoista. Koska kumoutuminen on taydellista,
seuraa, etta on oltava r = s < t.

Toisaalta yhtalon (x) vasemman puolen tulojen
korkea-asteisimmat termit ovat D™13, D53 ja D!F3.
Naidenkin on kumottava toisensa, joten voimme paatella, etta
r < s = t. Saadut epayhtalot eivat voi kaikki olla
samanaikaisesti voimassa, joten vastaoletus on kumottu.

15 / 19



-~ Radiokuuntelija/1

Konv oodit Demotehtéivii V /6.
Esimerkki 4A.1

Esimerkki 4A.2 .. . . . . .
P Arvellaan, etta siepattu viesti olisi katkelma koodisanaa
Esimerkki 4B.2

Esimerkki 4B.3

Esimerkki 4B.4 (xl (D)v x2<D)) — U’(D) (gl(D)v 92<D))7
Esimerkki 4B.5

Esimerkki 4B.6 missd g1 (D) ja g2(D) olisivat astetta < 2 olevia polynomeja.
Demotehtivia

Exercise 4.1/1 Talloin koodisanan sisatulo tarkistusvektorin
Exercise 4.1/2 H (D) = (g2(D), g1(D)) kanssa olisi nolla. Yhtalo

Exercise 4.1/3

Exercise 4.5/1

Exercise 4.5/2 gz(D)[El(D) +91(D)IQ(D) =0
Radiokuuntelija/

Radiokuuntelija/2

Radiokuuntelija/a  puolestaan voidaan 16ytda potenssisarjojen D’x;(D), i = 1,2,
Radiok telija/4 . . . .o .
Ry = 0, 1, 2 lineaarisena riippuvuutena yli kunnan [F.
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Konv.koodit

Esimerkki 4A.1
Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3
Esimerkki 4B.4
Esimerkki 4B.5
Esimerkki 4B.6

Demotehtavia
Exercise 4.1/1
Exercise 4.1/2
Exercise 4.1/3
Exercise 4.5/1
Exercise 4.5/2
Radiokuuntelija/1
Radiokuuntelija/3
Radiokuuntelija/4

Radiokuuntelija/2

Siepatussa viestissa

x1(D) =...0001100010...
ja

xo(D) =...1100011001....

Niin ollen potenssisarjat D7x;(D) ovat ao. matriisin
vaakarivit

(00011000107 ?)
700011000710 ?
4| 770001100010
1 10001100177
71100011001 ?
\? 2110001100 1)

Matriisista A tunnetaan siis taysin keskella olevat 8 saraketta.
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Konv.koodit

Esimerkki 4A.1
Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3
Esimerkki 4B.4
Esimerkki 4B.5
Esimerkki 4B.6

Demotehtavia
Exercise 4.1/1
Exercise 4.1/2
Exercise 4.1/3
Exercise 4.5/1
Exercise 4.5/2
Radiokuuntelija/1
Radiokuuntelija/2
Radiokuuntelija/
Radiokuuntelija/4

"~ Radiokuuntelija/3

Lineaarialgebran menetelmin (eli muuntamalla ko. matriisi
vaakarivioperaatioilla redusoituun porrasmuotoon) nahdaén,
etta niiden sarakkeiden muodostaman 6 x 8-matriisin aste on
viisi. Tarkemmin sanottuna rivien 1,2,4,5 ja 6 summana
saadaan nollavektori varmasti tunnetun 8 sarakkeen osalta.
Koska matriisi oli astetta 5 = 6 — 1, ei muita lineaarisen
riippuvuuden relaatioita ole. Palauttamalla mieleen rivien
merkitykset, tama tarkoittaa, etta mahdollinen relaatio on

(1+ D)x1(D) + (14 D + D*)x5(D) = 0.

Mahdollinen generaattorimatriisi olisi siis
G(D)=(1+ D+ D? 1+ D).
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Konv.koodit

Esimerkki 4A.1
Esimerkki 4A.2
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3
Esimerkki 4B.4
Esimerkki 4B.5
Esimerkki 4B.6

Demotehtavia
Exercise 4.1/1
Exercise 4.1/2
Exercise 4.1/3
Exercise 4.5/1
Exercise 4.5/2
Radiokuuntelija/1
Radiokuuntelija/2
Radiokuuntelija/3

Radiokuuntelija /4

"~ Radiokuuntelija/4

Tama on tietenkin vain indisio ja voi olla myos sattuma.
Helposti nahdaan, etta kuusi satunnaisesti valittua 8-bittista
vektoria ovat lineaarisesti riippumattomia todennakoisyydella,
joka on noin 77%. On hankalampaa selvittad, miten tama
luku muuttuu, kun otetaan huomioon, etta nama kuusi
vektoria eivat olleet toisistaan riippumattomia, vaan saatiin
kertomalla D:n potensseilla kahta tunnettua jonoa.
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