Vektorilaskenta, Kayraintegraaliharjoitustyo

Jokainen tehtédva on 10 pisteen arvoinen. Ratkaise niin monta kuin haluat, ja ldheté vastauksesi tavalliseen
tapaan luennoitsijalle. Siséllyté laskuihin sopivasti véilivaiheita. Jotkin tehtdvat muodostavat ryhmmié, koska
ne késittelevit samaa objektia.

Tehtava 1. Laske kdyrdintegraali
/(5xy — 62%) dx + (3y — x) dy,
~

missd vy on tasokdyrd v(t) = (t,t3),t € [1,2].
Tehtava 2. Tutkitaan parametrisoitua kdyrdd

3t 32

z(t) = T3

Osoita, ettd kdyrdn pisteet toteuttavat yhtdlon
2 +y® = 3wy,

Kyseista kayrdd kutsutaan Kartesiuksen lehdeksi (eng. Folium of Descartes), ja se esiintyi monisteen Ku-
vassa 4.3. sivulla 101. Vakuuta itsesi siita, ettd kun t € (0,00) niin (x,y) piirtid Kartesiuksen lehden 1.
neljinneksessd olevan silmukan. Esimerkiksi voit laskea raja-arvon lims_, o (2(t), y(t)).

Tehtava 3. Laske Kartesiuksen lehden silmukan A pinta-ala monisteen sivun 144 kdyrdintegraalina

1
m(A) = —/ xdy —ydx
2 Joa
1
kiyttien edellisen tehtivin parametrisointia reunakdyrille. Muista integroimiskaava [ f'f" = ?f’”l.
n

Tehtava 4. Millaisen muodon Greenin lause tasossa saa alla olevan kuvan alueelle ja sen reunalle? Perustele
tulos palauttamalle se yhden reunakdyrin rajaaman alueen tapaukseen lisddmdlld reunaan sopiva mddard
palasia, joita kuljetaan edestakaisin.



Tehtava 5. Tarkista, ettd kenttd
f(x,y,2) = (y*cosx + 2°, 2ysinx — 4,3x2% 4 2)

toteuttaa Poincarén lemman ehdot koko avaruudessa R3. Etsi sille jokin potentiaali. Laske lopuksi kéyrdin-

tegraali
/f - dr,
~

missi y(t) = (t + cost,e’,t +sint), 0 <t < 27.
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Tehtava 6. Ylid kuvattu hyttyskarkottimen mieleen tuova tason alue A ei selvdstikidan ole tdhtimdinen.
Oletetaan, ettd vektorikentta £ = (f1, f2) toteuttaa Poincarén Lemman oletukset alueessa A. Miten Liimaus-
lemman (monisteen Lemma 5.38) avulla nahdddn, etti kentdlla £ on potentiaali alueessa A? Vinkki: Lii-
mauslemmaa voi soveltaan monta kertaa, yksi mutka kerrallaan, kunhan sen ehdot ovat voimassa kussakin

vaitheessa.

Oheisen kuvan ympyralld, jonka side on b ja keskipiste (a,0) on parametrisointi

r(a) =a+beosa, z(a) = bsina.



Téasséd a on kuvan kulma, ja se saa arvot 0 < o < 2. Oletamme, ettd 0 < b < a.

Annamme tdméan ympyran pyorahtaa z-akselin ympéri. Tall6in saamme munkkirinkildd muistuttavan ns.
toruspinnan, jonka pisteet voidaan parametrisoida a:n ja toisen kulmamuuttujan ¢ € [0, 27] avulla kiyttéden
ylld annettua r:n lauseketta:

(z,y,2) =T(a,9) = (a+ beosa) cos ¢, (a + bcos @) sin ¢, bsin ).

Vertaa téata vaikka pallokoordinaatteja (7,6, ¢) vastaavien karteesisten koordinaattien (z,y, z) lausekkeiden
johtoon luennoilla. Erona on, ettd talla kertaa pyordahtava kdyra on koko ympyra eikd puoliympyréa, joten
"koordinaatti" o saa arvoja 2m:n mittaiselta valilta.

Alla kuva toruspinnasta, kun a = 3 ja b = 1.

Tehtava 7. Vakuuta itsesi siitd, ettd jos parametrit saa arvot 0 <t < 2w, niin kdyrd
~(t) = T(3t,2t)

piirtdd toruspinnalle alla olevan kuvan ns. trefoil-kdyrdn, joka kiertdd munkkirinkildn reidn ympdri kahdesti
kiertien samalla "taivutetun putken” ympari kolme tdayttd kierrosta. Laske tata trefoil-kdayran parametrisoin-
tia vastaava tangenttivektori v (t) ja sievennd sen pituuden nelidti ||y (t)||* niin paljon kuin osaat. Mikdi in-
tegraali laskee trefoil-kiyrin pituuden? Varoitus: Ali yriti laskea kyseisti integraalia. Mind en osannut, eiki
osannut Mathematicakaan. Se saattaa olla ns. elliptinen integraali, mutta Mathematica ei osannut kirjoittaa
sitd edes elliptisten integraalien avulla, joten en ole varma.
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Tehtava 8. Olkoon v edellisen tehtdvdn trefoil-kdyrd. Laske kentdn

Yy x
f = T T 997 9 . 9>
( .’132 _I_y2 .’132 _I_y2 )

integraali yli trefoil-kdayran.

Trefoil-kéyréd putkahtaa esiin topologiassa erdina yksinkertaisimmista solmuista. Se esiintyy myos fysii-
kassa kenttien topologiaa tutkittaessa. Erds turkulainen fysiikan artikkeli teemasta:

https://arxiv.org/pdf/hep-th/9811053. pdf

Erilainen kuva trefoil-kdyréastd toruksen ympérilla on sivuaineanalyysin monisteen kansikuvana.


https://arxiv.org/pdf/hep-th/9811053.pdf

