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Esimerkki 1A

(Ei késitelty luennoilla vuonna 2020) Tehtéva: Tiedetdan, etté
x = (z,y,2) € R? on yksikkoévektori. Johda yliraja
lausekkeelle 22 + 3y + 6z.

Ratkaisu 1: Téssi |z| = Va2 < /22 + 92 + 22 = 1, joten
|z| < 1. Samoin ndhdéén, ettd |y| < 1 ja |z| < 1. Néin ollen
kolmioepayhtalon nojalla

22 4+ 3y + 62| < |2z 4+ |3y| 4+ |62]| <2+3+6 =11.

Ratkaisu 2: Tiukempi ylaraja saadaan huomaamalla, etta
2x + 3y + 62 = (x,Vv) eli vektorin x ja vektorin v = (2, 3,6)
sisatulo. Tassa

|v|| = V22 +32 + 62 =7,

joten Cauchyn-Schwarzin epayhtalon nojalla 2z 4+ 3y + 6z < 7.
Kun x = %(2, 3,6), niin tdssa on yhtdsuuruus, joten 7 on

paras mahdollinen ylaraja. 3 /26
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Esimerkki 1B.1

Ovatko seuraavat joukot avoimia? Ovatko ne suljettuja?

Ji={(z,y) eR*|0<y<1,0<2 <1}

Ratkaisu: Tama joukko on avoin. Jos P = (z,y) € Ji on piste
ko. nelion sisalle, niin maaritellaan

1
r = imin{x,l—x,y,l—y}.

Eli r on puolet etaisyydesta lahimpaan nelion "seinaan'.
T&lloin B(P,r) on kokonaan joukossa Ji, eli P on sisédpiste.
Joukko J; ei ole suljettu, silla (0,0) ¢ Ji, mutta miké tahansa
origokeskinen ympyralevy sisaltaa joukon .J; pisteita. Origo ei
siis ole komplementin sisapiste, eika komplementti nain ole
avoin.
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Esimerkki 1B.2

ng{(x,y)ERQ\O§y§1,0<az<1}.

Ratkaisu: Joukko J ei ole avoin. Piste P = (1/2,1) € Js,
mutta jokainen P»-keskinen palloymparisto sisaltaa pisteita,
joiden y-koordinaatti on > 1. Nain ollen P ei ole joukon J
sisapiste.

Joukko Js ei ole myoskadn suljettu. Piste Q = (1,1/2) € Js,
mutta jokainen ()-keskinen palloympaéristo sisaltaa pisteita,
joiden z-koordinaatti € (0, 1) ja y-koordinaatti = 1/2 (jolloin
kyseinen piste € Jy). Néin ollen @) ei ole komplementin

R?\ .J5 sisdpiste.
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Esimerkki 1B.3

Vektorilaskenta

2020 J3 = 0.

Vektoreista

Topologiasta Ratkaisu: J3 on avoin. Koska siihen ei kuulu yhtaan pistetta,
Esimerkki 1B.1 sen jokainen piste on triviaalisti sen sisapiste.

Esimerkki 1B.2

Joukko J3 on myos suljettu. Sen komplementti on koko R2.

N kk A ) . .o o . . . e o

yridasaanto Jos x € R?, niin B(x,1) sisiltyy (triviaalisti) tasoon R?. Niin
Funkti.f)iden 11 . K RQ c e . Kosk elivaltai .
kuvaajista ollen X o1 jJoukon SlS&plSte. OSKa X 011 1mMiellva talnen, 111111
Vektorifunktion R? on avoin. Néiin ollen R? on avoin, ja Jg siten suljettu.
jatkuvuudesta
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Nyrkkisaanto

yoktorilasienta m  Avaruuden R" joukko on suljettu, jos ja vain jos se
Vektoreista sisaltaa kaikki reunapisteensa.
Topologiasta m  Avaruuden R" joukko on avoin, jos ja vain jos se ei sisalla

Esimerkki 1B.1
Esimerkki 1B.2

Esimerkki 1B.3 m Jos joukko sisidltaa vain osan reunapisteistaan, niin se ei

ainuttakaan reunapisteistaan.

e ole avoin eiké suljettu.
Funktioiden . " " ce e e e
kuvaajista s Kun joukko kuvataan "ameebana'(piirtdmaélla sille reuna),
Vektorifunktion niin joukon reunapisteet ovat juurikin reunalla.
jatkuvuudesta

Patologisia tilanteita esiintyy edistyneemmilla
matematiikan kursseilla, muttei juurikaan sovelluksissa
(ainakaan talld kurssilla).
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Yleista 1

Kursseilla Analyysi I ja TI(A) késiteltiin yhden
reaalimuuttujan reaaliarvoisia funktioita. Analyysin
tyokaluja kaytettiin usein niiden kuvaajien tutkimiseen.
Jos f: A — B on tillainen funktio, niin tyypillisesti A ja
B ovat reaalilukuvaleja, ja kuvaaja G on tason
pistejoukko

Gr={(z,y) €eR? |z € A,y = f(x)} C R*.

Vektorilaskennan kurssilla joko A tai B tai molemmat
ovat korkeampiulotteisia. Jos A C R™ ja B C R", niin
kuvaaja Gy C R"™ x R" = R™*+™,
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Yleista 2

yektorilaskenta m  Vaikeuksia tulee siita, etta kun n+m > 3

Vektoreista mielikuvituksemme ei enaa riitd hahmottamaan kuvaaja.
Topologiasta Esimerkeissa usein n +m < 3 tai ainakin n < 3,m < 3.
Punitioiden Tapauksessa n = m = 2 funktiota voidaan yrittaa

Yieistd 1 hahmottaa vektorikenttédna (vrt. monisteen Kuva 1.9.)

m  Vaikeutta tulee myo0s siita, etta tormaamme sovelluksissa
Kuvaaja 2 yksinkertaista moniulotteista valia mutkikkaampiin
Jomene 1 l&htojoukkoihin A C R™, ks. monisteen Kuva 1.8.
jatkuvuudesta Tormaamme tahan uudestaan integraalilaskennan osassa.
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Kuvaaja 1

Vek ilask . .
g asenta Funktion f(z,y) = 2° — y? kuvaaja alueessa

Vektoreista A — (_1, 1) X (—1, 1)
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Funktioiden
kuvaajista

Yleista 1
Yleista 2
Kuvaaja 2
Esimerkki 1C

Vektorifunktion
jatkuvuudesta % op

12 / 26



Kuvaaja 2

yeltorilaskenta Funktion f(z,y) = sinx kuvaaja alueessa

Vektoreista A — (_7T7 ﬂ-) X (_ﬂ-? ﬂ-)

Topologiasta

Funktioiden
kuvaajista

Yleista 1
Yleista 2
Kuvaaja 1

0.5
Esimerkki 1C T

Vektorifunktion
jatkuvuudesta
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Esimerkki 1C

S o vorilaskenta Ohessa monisteen Kuvan 1.9. vektorikenttéd (y — x, zy), jossa

i st on punaisella merkitty suora y = x, jolla kentan 1.

Morpalasiaie komponentti havida (jolloin kenttd on pystysuora), ja sinisella
Esggg;?;;i;n koordinaattiakselit, joilla 2. komponentti haviaé (ja kenttd on
Yieistd 1 vaakasuora).

Yleista 2

Kuvaaja 1

Kuvaaja 2
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Esimerkki 1D.1

Tehtava: Osoita maaritelmaan tukeutuen, etta funktio
f:R? = R, f(x,y) = xy on jatkuva pisteessid P = (1,1).

Ratkaisu: Kiinnitetaan € > 0. Laskemalla nahdaan, etta
f(P) = 1. Haluamme siis arvioida ylospéin erotusta

[f(z,y) = F(P)] = |oy — 1],

kun (z,y) lahestyy pistettd P. Téta varten kirjoitamme
erotuksen muodossa, jossa esiintyvat vastinkoordinaattien
erotukset x — 1 ja y — 1:

ry—l=axy—cr+ax—-—1=zy—1) + (x—1). (%)
Téassa 0:n valinnalla voimme kontrolloida erotuksia x — 1 ja

y — 1. Jaljella on tekija x.
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Esimerkki 1D.2

S o vorilaskenta Jos vaaditaan, etta |x — 1| < 1, niin talléin 0 < x < 2, ja siis
Vektoreista erityisesti |x| < 2. Ta4mé& motivoi valinnan

Topologiasta e
Funktioiden 60 = min{1, - }.
3

kuvaajista

Vektorifunktion
jatkuvuudesta

F—— Jos nyt ||(z,y) — (1,1)|| < 4, niin talloin automaattisesti
epayhtalot |z — 1| < d ja |y — 1] < ¢ ovat molemmat voimassa.

E:zztti . Erityisesti siis |z| < 2, jolloin yhtalon (x) ja kolmioepéayhtélon

Esimerkki 1F.1 seurauksena saamme

Esimerkki 1F.2

Esimerkki 1G

a5 ‘f(xa y) - 1‘ — ‘:ij - 1‘
Esimerkki 1H.2

Dl 153 < ‘ZL“ ' |y - 1‘ -+ ‘:U - 1‘
Esimerkki 1H.4 < 26 + 6 _ 35 < c.

Koska ¢ oli mielivaltainen, vaite on todistettu.
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Esimerkki 1E.1

S o vorilaskenta Kaytamme kuitenkin hiukan aikaa seuraavan
Vektoreista moniulotteisuuden esille tuoman pulman pohtimiseen.
Topologiasta Painvastoin kuin 1-ulotteisessa maailmassa muuttuja (z1, x2)
Tasloidn voi ldhestyd maalipistettdén (ay, ag) ddrettomén monesta eri
uvaajista . . ] . .
Vektomi i suunnasta, eikd vain vasemmalta (lim,_,,_) tai oikealta
Et_kuv‘;f}els]‘_j)al (limy_yqa ). Torméadmme samaan pulmaan myohemmin
simer 1 .
Esimerkki 1D.2 aariarvoja pohtiessamme.
Esimerkki 1E.2 Tehtava: Osoita, etta funktiolla
Esimerkki 1F.1
Esimerkki 1F.2 xy

ESiner Rk G _
EZEzkki 1H.1 f<377 y)

Esimerkki 1H.2

Esimerkki 1H.3 . . .
Esimerkki 1H.4 €l ole raja-arvoa origossa.

x2_|_y2
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Esimerkki 1E.2

Ratkaisu: Jos (z,y) — (0,0) pitkin z-akselia, niin talloin
y=0ja f(z,y) = f(x,0) = 0. Siis

li 0) =0.

21 /(2,0)

Samoin lim, o f(0,y) = 0. Mutta jos lahestymmekin origoa

pitkin suoraa x = y, niin merkitaan r = t = y ja naemme, etta
t2 1

I = e Ty

Koska lahestyttava luku riippuu lahestymissuunnasta, ei
funktiolla ole raja-arvoa. Helposti naemme, etta

f(t,2t) — 2/5 kun t — 0. Itse asiassa mika tahansa

A € [—1/2,1/2] esiintyy téllaisen séteittdisen lahestymisen
raja-arvona. Vrt. monisteen Kuva 1.10.
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Esimerkki 1F.1

(Ei késitelty luennoilla vuonna 2020) Osoitetaan, ettd funktio
f(z,y) = /1 — (22 + y2) on jatkuva maarittelyjoukkonsa
pisteessd P = (1,0).

Ratkaisu: Jotta funktio f olisi maaritelty, on oltava
1 — (2 +9?) > 0. Niin ollen sen méiéirittelyjoukko on
yksikkoympyralevy

A={(r,y) eR?| 2>+ < 1}

Selvasti P € A, ja f(P) = 0.

Funktion f arvot ovat aina ei-negatiivisia, joten f(z,y)
poikkeaa luvusta f(P) alle €in jos ja vain jos f(z,y) < e.
Selviisti f(x,y) < € sjvsk 0 < 1 — (2% + y?) < 2. Néin ollen
| f(z,y) — f(P)| < ¢ aina, kun 1 — e < 2% 4+ y* < 1.
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Esimerkki 1F.2

L Valitaan § = 1 — /1 — €2. Talloin 60. Jos d((x,y), P) < 0, JA

Vektoreista (x,y) € A, niin kolmioepayhtélon nojalla

Topologiasta

Punitioiden (2, 9)|| = d((z,¥),(0,0)) > d((0,0), P) — d((z,y), P)
Vektorifunktion >1—0=+v1—¢&2.

jatkuvuudesta T

Esimerkki 1D.1

Esimerkki 1D.2 Koska (z,y) € A, niin my6s ||(x,y)|| < 1. Néain ollen

Esimerkki 1E.1

Esimerkki 1E.2 f(ZE‘, y) < e. MOT.

Esimerkki 1F.1
Esimerkki 1G

Esimerkki 1H.1
Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1H.4
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-~ = Esimerkki 1G
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Vektorifunktion
jatkuvuudesta

Esimerkki 1D.1
Esimerkki 1D.2
Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1F.1
Esimerkki 1F.2

Esimerkki 1G

Esimerkki 1H.1
Esimerkki 1H.2
Esimerkki 1H.3
Esimerkki 1H.4

Monisteen Lause 1.20. antaa meilla helpon tyokalun todeta
joukko avoimeksi (Lause 1.21 antaa vastaavan tyckalun
joukon toteamiseksi suljetuksi). Esimerkiksi funktio

f(z,y) = 23 + y* on alkeisfunktiona jatkuva koko R?:ssa.
Toisaalta vili U = (—o00,2) on selviisti avaruuden R = R!
avoin joukko. Nain ollen Lauseen 1.20 nojalla sen alkukuva

fHU) ={(z,y) | 2 +y* <2}
on avaruuden R? avoin joukko.

Samalla tavalla ndemme, ettd minka tahansa vain kaikkialla
maariteltyja alkeisfunktioita sisaltavan aidon epayhtalon
ratkaisujoukko on valttamatta avoin.
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Esimerkki 1H.1

yoktorilasienta Tehtava: Osoitetaan, ettd joukko

Vektoreista

J={(z,y) eR? |y >—-2jay<2—2*}

Topologiasta

Funktioiden

kuvaajista on aVOin.

Vektorifunktion
jatkuvuudesta

Esimerkki 1D.1 Ratkaisu: Joukon J maarittelyssa esiintyy kaksi ehtoa, joten
Esimerkki 1D.2 co e . . ceee o e ee .
R on luontevaa tarkastella niita erikseen, ja maaritellaan joukot

Esimerkki 1E.2
meairs N ={(z,y) eR* [y > =2}, Jo={(z,y) e R? |y <2 -2},
Esimerkki 1G

jolloin J = Jj; N Jy. Lemman 1.9. nojalla riittad osoittaa, etta

Esimerkki 1H.2

Esimerkki 1H.3 J1 ja J2 kumpikin ovat avoimia.
Esimerkki 1H.4
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Esimerkki 1H.2

S s borilaskenta Funktiot f(z,v) =y ja g(x,y) = 2? + y ovat molemmat
Vektoreista jatkuvia koko tasossa A = R?. Koska avoimet vélit
Topologiasta U; = (—2,00) ja Uy = (—00, 2) ovat avaruuden R = R!
EES;‘;;?QS;“ avoimia joukkoja, monisteen Lauseen 1.20 nojalla niiden
Vektorifunktion alkukuvat

=00 g k=g (0)

Esimerkki 1D.2

Esimerkki 1E.1 ovat avoimia. Vaite on nain todistettu.
Esimerkki 1E.2

Esimerkki 1F.1

Esimerkki 1F.2

Esimerkki 1G

Esimerkki 1H.1

Esimerkki 1H.3

Esimerkki 1H.4
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Esimerkki 1H.3

Yektorilaskenta Oheisessa kuvassa mainitut joukot J; lapikuultavan

Vektoreista sinertavana, Jo keltaisena.

Topologiasta

Funktioiden
kuvaajista

Vektorifunktion
jatkuvuudesta

Esimerkki 1D.1
Esimerkki 1D.2
Esimerkki 1E.1
Esimerkki 1E.2
Esimerkki 1F.1
Esimerkki 1F.2
Esimerkki 1G

Esimerkki 1H.1
Esimerkki 1H.2

Esimerkki 1H.3

Esimerkki 1H.4
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Esimerkki 1H.4

Jos sita vastoin sallimme maarittelevissa epayhtaloissa
yhtasuuruuden, niin naemme vastaavasti Lauseen 1.21. avulla,
etta joukko

K ={(z,y) eR* |y > -2jay <2—2%}

on suljettu.

Kuvasta on ilmeisté, ettd joukon K pisteet ovat (suljetun)
laatikon [—2,2] x [—2, 2] sisdlld. Néin ollen kaikille (z,y) € K
on voimassa /22 + y2 < v22 + 22 = /8 < 3. Tami tarkoittaa
sité, ettd joukko K siséltyy palloon B((0,0);3). Joukko K on
siis myos rajoitettu, ja nain ollen K on kompakti.
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