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p =

"~ Filosofiaa 1

Yoxtortlaskenta Ongelma: Haluamme laskea johonkin joukkoon A
Madrétty ("alueeseen") liittyvan suureen S arvon.

integraali yli
moniulotteisen

m  Suure on luonteeltaan alueen pienten osien

valin

kontribuutioiden summa (pinta-ala, tilavuus, massa,
Eiiiiiﬁii?, sahkovaraus, lajin populaatio, arvo euroissa,. . .).
\A/?;‘Sir;“i:al m Pienen osan kontribuutio suureeseen riippu ei riipu
Alasumma 2 pelkastaan osan koosta, vaan myos funktion f: A - R

Ylasumma 1

arvosta kyseisessa osassa.

Ylasumma 2

Tihennys 1

Tihennys 2 Integroinnin idea on seuraava. Jaetaan joukko A (pieniin)
?ﬁgfoit;”uus osiin I;. Oletetaan, etta tiedamme kunkin osan koon eli mitan
a uva

Jatkuva 2 m(I;). Oletamme, etta funktion f arvo ei muutu paljoa osan
Jatk 3 o e . .o .s o . . . . oo oo o7 o
e sisdlla. Talloin osan kontribuutiolle voimme esittaa likiarvon
Jatkuva 5 f(x;)m(1l;), missa x; € I;. Koko suureelle saadaan arvio
Jatkuva 6

Jatkuva 7

Integraalin S =~ g f(ZUZ)m<IZ)

laskemisesta i

Integraali yli
yleisemmaén
joukon
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Filosofiaa 2

S o vorilaskenta Tavallaan tassa f(x;) edustaa funktion arvoja koko

Maaratty osajoukossa [;. Koska funktion f arvo kuitenkin hieman

integraali yli . . e ey e . .

moniulotteisen vaihtelee osajoukon sisalla, tassa on virhelahde.

valin . . . . . . .

= Tutkitaan raja-arvoprosessia, jossa osien koot lahestyvat

nollaa, ja niiden lukumaéra vastaavasti kasvaa rajatta. Jos
110SOT1aa

Vilin mitta voimme perustella, etta jakoihin perustuvat summat S talloin

Alasumma 1

A lahestyvat jotakin arvoa, olemme tyytyvaisia. Sanomme, etta
Ylasumma 1 S saatiin funktion f integraalina yli joukon A,

Ylasumma 2

Tihennys 1

Tihennys 2 S — / f
Integroituvuus A

Jatkuva 1

Jatkuva 2 ceqeee . . .o .
Ttk 3 Valié I; "edustavan" pisteen z; (ja siis funktion arvon f(x;))

jaztuva;l valintatapa vaikuttaa teorian kehittelyn yksityiskohtiin.

Jatkuva 6
Jatkuva 7

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon
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Filosofiaa 3

yoktorilaskenta m  Kurssilla Analyysi II kaytettiin sille koko valin infimumin
Madrstty ja supremumin avulla tuotettuja yla- ja alarajoja.

B m Talloin teorian kehittaminen on suhteellisen mutkatonta,
e kun rajaprosessin aikana suuretta S arvioidaan yla- ja
Filazafan 2 alapuolelta siten, etta sille jaa olematon litkkumatila.

m  Vanhemmassa Riemannin summiin perustuvassa
22232232 lahestymistavassa, piste x; valitaan osajoukosta I;
Ylisumma 1 "'satunnaisesti'. Raja-arvoprosessin lopputulos on talloin

Ylasumma 2

sama, mutta teorian yksityiskohtien perustelut ovat

Tihennys 1

Tihennys 2 satunnaisvalinnan seurauksena hieman mutkikkaampia.
Integroituvuus . . . . co ) e e . ..
P m  Kurssin loppupuolella kuitenkin tormataan vektorikenttiin
e 2 liittyvien integraalien yhteydessa tilanteisiin, joissa yla- ja
a uva

Jatkuva 4 alasummiin perustuva tutkimus ei tunnu yhta luontevalta.
Jatkuva 5 . . . . e e . . . .

et lnen 6 Osin tasta syysta emme kasittele ko. integraaleja erityisen
Jatkuva 7 tasmallisesti.

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén

joukon 5 / 91




Valin mitta

yektorilaskenta Kaytdmme n-ulotteisiksi vileja (tai laatikoita)

Maaratty
integraali yli I — [CL]_, b]_] X [@2, bQ] X oo X [Cl,n, bn]

moniulotteisen
{(x1,22,...,2,) € R" | a; < x; < b; kaikille ¢}

valin

Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Filosofiaa 3

e missa a; < b;. Valin I matta on

Alasumma 1

Alasumma 2 n

Ylasumma 1 m([) p— H(bz — a’i)'

Ylasumma 2 .

Tihennys 1 =1

Tihennys 2

Integroituvuus Jos n =1, niin m(|a, b]) = b — a on vélin pituus. Jos n = 2 on

Jatkuva 1 . . . .
Ttk 2 kyseessa suorakaiteen pinta-ala. Jos n = 3 on kyseessa

Jatkuva 3 suorakulmaisen sarmion tilavuus.
Jatkuva 4

it Kutsutaan lukua d(I) = /> (b; — a;)? valin I halkaisijaksi.

Jatkuva 6
Jatkuva 7

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén

joukon 6 / 91




Alasumma 1

S o vorilaskenta Olkoon I C R™ vali, ja f : I — R rajoitettu funktio.
Madritty Valitsemalla kutakin koordinaattia z;,2 = 1,2,...,n, kohti
o ottemen  valin [a;, b;] jaon D; (eli jakopisteitd

e Tio = a; < Ti1 < Tig < ... < Tk, = b;) saamme osavélien
Filosofiaa 2 karteesisten tulojen Iy, Io, ..., I, kokoelman (m =[], k;).

Filosofiaa 3
Valin mitta

Alasumma 2 m Osavalien sisaosat eivat leikkaa toisiaan, eli leikkauksiin

Yla 1 . e .
i kuuluvat pisteet ovat vélien reunoilla.

Tihennys 1 m  Kutsutaan myo6s kokoelmaa P ={I; |i =1,2,...,m}
Tihennys 2 e . .
Integroituvuus Vahn I JaOkSI.

iz‘ﬂ:z; m  Kullakin osavililla I; funktiolla f on infimum

Jatkuva 3 my; — lnf{f(X) ‘ X & IZ}
Jatkuva 4 : , .
P m  Voidaan muodostaa funktion f alasumma jaon P suhteen:
Jatkuva 6
Jatkuva 7

Integraalin Sp(f) = Z mzm(lz)
=

I on osavalien I; unioni.

laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén

joukon 7 / 91




= Alasumma 2

S o vorilaskenta Vasemmanpuoleisen kuvan funktion eras alasumma saadaan
Masritty oikeanpuoleisen kuvan pylvaiden yhteenlaskettuna mittana.
integraali yli

moniulotteisen

valin 00
Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Filosofiaa 3
Valin mitta

Alasumma 1
Ylasumma 1
Ylasumma 2
Tihennys 1
Tihennys 2
Integroituvuus
Jatkuva 1
Jatkuva 2
Jatkuva 3
Jatkuva 4
Jatkuva 5
Jatkuva 6
Jatkuva 7

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén

joukon 8 / 91
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Ylasumma 1

yektorilaskenta Vastaavasti koska funktiolla f on jokaisella jaon P osavalilla
Méaritty I; my6s supremum M; := sup{ f(x) | x € I;} saamme

integraali yli .

moniulotteisen YIaSU.mman

valin m

Filosofiaa 1 S . .

Filosofiaa 2 SP(f) o 2 :M'Lm([z)

Filosofiaa 3 1=1

Valin mitta

Alasumma 1 Selvasti aina

Alasumma 2
SP(f) > 3P<f)

Ylasumma 2

Tihennys 1 , ja erotus Sp(f) — sp(f) voidaan visualisoida (tapauksessa
Tihennys 2 n = 2) kuvaajan alle jdavien, ja sen nipin napin ylittédvien

Integroituvuus

Ui, 1 pylviiden "erotuslaatikoiden"mittojen m(1;)|M; — my]
Jatkuva 2 summana.

Jatkuva 3

Jatkuva 4

Jatkuva 5

Jatkuva 6

Jatkuva 7

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman

joukon 9 / 91
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Filosofiaa 3
Vilin mitta

Alasumma 1
Alasumma 2
Ylasumma 1
Tihennys 1
Tihennys 2
Integroituvuus
Jatkuva 1
Jatkuva 2
Jatkuva 3
Jatkuva 4
Jatkuva 5
Jatkuva 6
Jatkuva 7

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmé‘n
joukOn

D A L A

Ylisumma 2

T N
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Tihennys 1

yektorilaskenta m  Voimme Analyysi II:n tapaan tihentda jakoja (joidenkin

Mégratty tai kaikkien koordinaattien suhteen) lisadmélla jakoihin
integraali yli cee e . o) e . .
monilothoisen D; lisaa jakopisteita. Kutsumme myos talla tavalla saatua

valin

ot 1 valin I jakoa P’ jaon P tihennykseksi.

E?iosoﬁaag m  Kuten yhden muuttujan tapauksessakin tihennyksessa
110SOT1aa

Vilin mitta ylasumma pienenee ja alasumma kasvaa:
Alasumma 1
Alasumma 2

Ylisumma 1 5P<f) < 3P’<f) < SP’(f) < SP(f)

Ylasumma 2

Tihennys 1

Tihennys 2

Integroituvuus m  Yla- ja alasumman erotus siis pienee tihennykseen
Jatkuva 1

Jatkuva 2 siirryttaessa

Jatkuva 3

Jatk 4

et & Spi(f) —sp/(f) < Sp(f) —sp(f).
Jatkuva 6

Jatkuva 7

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon
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Tihennys 2

Vektorilaskenta T
2020 S —
Maaratty e ' 7
integraali yli g
moniulotteisen
valin
Filosofiaa 1 \
Filosofiaa 2 s
Filosofiaa 3 \

Valin mitta

7
o>
| i
| 4 4

Alasumma 1 | S A
) A4y

4,44

Alasumma 2
Ylasumma 1
Ylasumma 2
Tihennys 1
Integroituvuus
Jatkuva 1
Jatkuva 2
Jatkuva 3
Jatkuva 4
Jatkuva 5
Jatkuva 6
Jatkuva 7

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman 5 / 91

joukon




Integroituvuus

Vektorilaskenta
2020

Kuten yhden muuttujan funktionkin tapauksessa:

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen

m  Kun jakoa tihennetaan, ylasumma pienenee ja alasumma

valin

Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Filosofiaa 3
Valin mitta
Alasumma 1
Alasumma 2
Ylasumma 1

Ylasumma 2

kasvaa (ei valttdmaéattéa aidosti).

Kahdella eri jaolla on yhteinen tihennys.

Mika tahansa ylasumma > mika tahansa alasumma.
Voidaan maéritella yla- ja alaintegraalit (yldsummien
infimum, alasummien supremum).

Integroituvuus < yla- ja alaintegraalit yhtyvat.

Tihennys 1 Eli kutakin € > 0 kohti 16ytyy sellainen jako P = P(e),
Tihennys 2 ..

ettd Sp(f) —sp(f) <e.

iazt“&; m Eli on olemassa jono jakoja P, Ps, ..., joille

Jatkuva 3 hmk_>oo Spk (f) — SPk (f) = (.

jene 2 m Integraalista kiytetdin merkintoji

Jatkuva 6

Jatkuva 7 .
Integraalin 7 f Ja

laskemisesta

/f(xl,xg,...,xn) dxydxo - - dx,.
1

Integraali yli
yleisemmaén
joukon

13 / 91
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Jatkuva 1

Yoxtortlaskenta Luonnollinen ensimmainen tavoite on perustella, miksi
Madritty jatkuva funktio on integroituva yli kompaktin valin myos
integraali yli . .

moniulotteisen useamman muuttujan funktion tapauksessa. Kerrataanpa
valin

Analyysi Il:sta talta osin.

Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Filosofiaa 3

Valin mitta

Alasumma 1 /

Alasumma 2 /
Ylasumma 1 /‘

Ylasumma 2

Tihennys 1

Tihennys 2
Integroituvuus
Jatkuva 2
Jatkuva 3
Jatkuva 4
Jatkuva 5
Jatkuva 6
Jatkuva 7

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman
joukon
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Jatkuva 2

yektorilaskenta m Jos f:|a,b] = R on jatkuva, niin todistettiin, etta

Médritty kutakin lukua £ > 0 kohti 16ytyy sellainen véliin [a, b] jako,
32?%3?2&&:% jonka kussakin osavélissa sup f —inf f = G; — g; < e. Eli
Ell;zoﬁaa . edellisen kalvon kuvassa kaikkien pinkkien laatikoiden
i Forkeus < =

Vilin mitta m  Tallgin ylé- ja alasumman erotus on < (b — a), joten

L asumma Sp — sp — 0, kun € — 0. Integroituvuus seuraa tasta.
Ylsumma 1 Téssd b — a = wvdlin [a, b] mitta.

Ylasumma 2

m Vaaditussa jaossa osavali on sita lyhyempi, mita

Tihennys 1

e 2 nopeammin funktion arvo siind muuttuu.

Integroituvuus . . . e ee .

Jatkuva 1 m Vaaditun jaon olemassaolo ei ollut selvaa. Harjulehdon
kirja kayttaa tasaista jatkuvuutta sen perustelemiseksi —
Jatkuva 4 Lahtosen monisteessa se todistettiin erikseen.

Jatk 5 . . . e . .

P m Se, etta kyseessa on suljettu vali oli oleellista

Jatkuva 7 (kompaktisuus!).

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon
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Jatkuva 3

Yoxtortlaskenta Tama yleistyy vektorimuuttujan funktiolle seuraavalla tavalla.

N C

intogranli yli Lemma. Olkoon I C R" kompakti vali, ja olkoon f: I — R

iulottei o« . . . . . . . .

i rajoitettu funktio, jolla on seuraava ominaisuus. Mielivaltaista

g?iosoﬁaa; lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen valin I jako, etta
110S0OTI1aa

Filosofiaa 3 kullakin I;,7 = 1,...,m, on voimassa

Valin mitta

Alasumma 1 ] R = - -

Alasumma 2 inf{f(¥) | ©e L} >sup{f(Z)|7¥el;} —e.
Ylasumma 1
Ylasumma 2 e 77 oo e . . . . . P
Tihennys 1 Talloin funktio f on Riemann-integroituva yli valin 1.
Tihennys 2

Integroituvuus .o e 1 o .

Tatlava 1 Huom. Siis M; > m; > M; — ¢ kaikille7 =1,2,...,m.
Jatkuva 2

Jatkuva 4

Jatkuva 5

Jatkuva 6

Jatkuva 7

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon
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Jatkuva 4

g Haskenta Todistus. Kiinnitetddn ¢ > 0. Méaritellaan ¢’ = e/m([),
Madratty jolloin ¢’ > 0. Oletuksen perusteella on siis olemassa sellainen
monmulotienen  jako P = P(&), ettéi jaon P kaikilla osavileilld I;,i = 1,..., s,
Filosofis epéyhtéld

Filosofiaa 2 m; > M; — ¢ (%)

Filosofiaa 3
Valin mitta

O on voimassa. Kertomalla (x) puolittain osavilin mitalla
Alasumma 2 saadaan epayhtalo

Ylasumma 1
Ylasumma 2
Tihennys 1 mzm([z) Z Mzm(lz) - glm([i).
Tihennys 2
Integroituvuus
Jatkuva 1
Jatkuva 2
Jatkuva 3
Jatkuva 5
Jatkuva 6
Jatkuva 7

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon
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Jatkuva 5

yoktorilasienta Laskemalla yhteen nama eri osavalien kontribuutiot saadaan
Méarétty epayhtalo

integraali yli

moniulotteisen

valin

Filosofiaa 1 Z mzm(lz) Z Z Mzm(lz) T 8/ Z m(l’lz) (**)
1=1 1=1 1=1

Filosofiaa 2
Filosofiaa 3
Valin mitta

Alasumma 1 Sen vasemmalla puolella on alasumma sp(f). Oikean puolen

Alasumma 2

ensimmaéinen termi on yldsumma Sp(f). Koska vilin mitta on

Ylasumma 1

Ylisumma 2 jaon osavalien mittojen summa, oikean puolen jalkimmainen
Tihennys 1

Tihennys 2 termi on ¢'m(I) = . Nain ollen epayhtdlosta (x*) seuraa
Integroituvuus Sp > sp > Sp — e, mika on juurikin integroituvuusehto. MOT
Jatkuva 1 ’

Jatkuva 2

Jatkuva 3

Jatkuva 4

Jatkuva 6

Jatkuva 7

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon
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Jatkuva 6

Vektorilaskenta Seuraus. Kompaktissa valissa I C R™ jatkuva funktio

Maarstty f : I — R on Riemann-integroituva yli taméan valin.
integraali yli
moniulotteisen

viilin Todistus. Kiinnitetaan € > 0. Monisteen Lause 1.25. kertoo,

EEEZEZQ; ettd on olemassa sellainen § > 0, jolle |f(Z) — f(7)| < € aina,

Filosofiaa 3 kun pisteet T,y € I toteuttavat epayhtélon ||Z — ¢]| < 6.
\A/?;‘Siji:al Valitaan sitten jokin sellainen valin I jako P, jolle jokaisen
Alasumma 2 osavéilin halkaisija on < ¢ (esim. n-kuutioita, joiden sivun
Ylasumma 1

s s, 2 pituus < §/n). Talléin ndhdééan, ettd Lemman oletukset

Tihennys 1 toteutuvat, ja vaite seuraa. MOT
Tihennys 2

Integroituvuus
Jatkuva 1
Jatkuva 2
Jatkuva 3
Jatkuva 4
Jatkuva 5

Jatkuva 7

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon
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Jatkuva 7
S o vorilaskenta Yla- ja alapylvaiden erotus on pieni kaikilla osavaleilla joten
Masritty yla- ja alasummien erotuskin on pieni, vrt. kuva.
integraali yli
moniulotteisen
valin

Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Filosofiaa 3
Valin mitta
Alasumma 1
Alasumma 2
Ylasumma 1
Ylasumma 2
Tihennys 1
Tihennys 2
Integroituvuus
Jatkuva 1
Jatkuva 2
Jatkuva 3
Jatkuva 4
Jatkuva 5
Jatkuva 6

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli :
leisemmaéan
y 20 / 91

joukon




Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta
Iteroitu
integraali 1

Iteroitu

el 5 Integraalin laskemisesta

Iteroitu
integraali 3
Iteroitu
integraali 4

Fubinin lause
Perustelu ...
...kuvina
Huomautuksia
Esimerkki 3.A1
Esimerkki 3.A2
Esimerkki 3.B1
Esimerkki 3.B2
Esimerkki 3.B3
Integraali yli

yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmassa
joukossa
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Iteroitu integraali 1

Vektorilaskenta
2020

Jos funktio f(z,y) on jatkuva valilla I = |a1, b1] X [ag, ba], niin
Méritty voimme muodostaa sen iteroitdut integraalit

integraali yli
moniulotteisen

valin b1 bQ
Integraalin / / f(flf, y) dy dx
Ir=ai Yy

laskelsesta —as
Iteroitu
integraali 1

Iteroitu

intograali 2 Téssé lasketaan ensin sisempi integraali (ks. kuva seur.
[teroitu kalvolla)

integraali 3

Iteroitu ba
integraali 4 A1 (fL‘) — / f(fE, y) dy
Yy

Fubinin lause —as
Perustelu ...

.-kuvina ja sen jalkeen ulompi integraali
Huomautuksia
Esimerkki 3.A1 bl
Esimerkki 3.A2

Esimerkki 3.B1 I = Al (le) dzx.
Esimerkki 3.B2 r=ai

Esimerkki 3.B3

Integraali yli

yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmassa
joukossa

22 / 91




Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta
Iteroitu

integraali 1

Iteroitu
integraali 2

Iteroitu
integraali 3
Iteroitu
integraali 4

Fubinin lause
Perustelu ...
...kuvina
Huomautuksia
Esimerkki 3.A1
Esimerkki 3.A2
Esimerkki 3.B1
Esimerkki 3.B2
Esimerkki 3.B3
Integraali yli

yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Iteroitu integraali 2

Sisdintegraalin arvo Aj(xp) on integraalin tilavuustulkinnassa

kappaleen ja tason r = x( leikkauksen pinta-ala
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta
Iteroitu
integraali 1

Iteroitu
integraali 2

integraali 3
Iteroitu
integraali 4
Fubinin lause
Perustelu ...
...kuvina
Huomautuksia
Esimerkki 3.A1
Esimerkki 3.A2
Esimerkki 3.B1
Esimerkki 3.B2
Esimerkki 3.B3
Integraali yli

yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmassa
joukossa

Iteroitu integraali 3

Voimme muodostaa myos iteroidun integraalin

bo b1
/ / f(z,y)dz ) dy.
y=as r=ai

Tassa lasketaan ensin sisempi integraali
b1
As(y) = [ flay)da
r=aq
ja sen jalkeen ulompi integraali
b

I = Az (y) dy.

y=az
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta
Iteroitu
integraali 1

Iteroitu
integraali 2
Iteroitu
integraali 3

Iteroitu
integraali 4

Fubinin lause
Perustelu ...
...kuvina
Huomautuksia
Esimerkki 3.A1
Esimerkki 3.A2
Esimerkki 3.B1
Esimerkki 3.B2
Esimerkki 3.B3
Integraali yli

yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Iteroitu integraali 4

Sisdintegraalin arvo As(yp) on integraalin tilavuustulkinnassa

kappaleen ja tason y = yg leikkauksen pinta-ala
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Fubinin lause

Vektorilaskenta

050 Lause.(Fubini) Jos f(x,y) on jatkuva valissi
Maaratty 1 = [al, bl] X [CLQ, bg], niin

integraali yli
moniulotteisen

valin b1 bo
Integra.alin / f — / / f(,CU7 y) dy d:U
laskemisesta I r=ay y=as

Iteroitu
integraali 1

. bo b1
Iteroitu
integraali 2 = / / f(fL', y) d:E‘ dy
Yy=az2 r=ai

Iteroitu
integraali 3
Iteroitu

integraali 4 Kumpi tahansa iteroiduista integraaleista antaa siis

: :
Perustelu ... integraalin [, f arvon.

...kuvina
Huomautuksia
Esimerkki 3.A1
Esimerkki 3.A2
Esimerkki 3.B1
Esimerkki 3.B2
Esimerkki 3.B3
Integraali yli

yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmassa
joukossa
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Perustelu ...

Vektorilaskenta

m Integraali [; f laskee zy-tason ja funktion f

2020
Méritty kuvaajapinnan valissa olevan kappaleen tilavuuden
integraali yli oo e e e
moniulotteisen laskemalla yhteen pylviité, joiden korkeus on h = f(z,y)
valin . .
—— ja pohjan ala A = dxdy, V = ah.
_ . . . rb b

laskemisesta 1 2
laskemi m [teroitu integraali [1 fy: o J (2, y) dy dz laskee saman
Pl tilavuuden laskemalla yhteen siivuja, joiden

eroitu
integraali 2 poikkileikkausala on A;(x) ja paksuus dz (ks. seur. kalvo)
Iteroitu . . . . . .. . .o .
integraali 3 m Toinen iteroitu integraali laskee yhteen siivuja, joiden
Iteroitu . ] . .
integraali 4 poikkileikkausala on As(y) ja paksuus dy (ks. seur. kalvo)
m Hieman tarkempi perustelu saadaan toteamalla, etta
. kuvina yhteen siivuun kuuluvien pylvaiden alasumma on
Huomautuksia . . . . ] e .
Eaimeskli 3 AL pienempi kuin poikkileikkausfunktion alasummaan ko.
Esimerkki 3.A2 osavalin tuottama kontribuutio. Vastaavasti ylasummille.
Esimerkki 3.B1 .. . .
S Koska [; f on olemassa, niin Sandwich-periaate antaa
Esimerkki 3.B3 tUIOksen.
Integraali yli
yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmassa
joukossa
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...kuvina

yeltorilaskenta Alapylvaiden rivin yhteenlaskettu mitta on alaraja

Masritty poikkileikkausfunktion yhden alapylvaan alalle. Ylapylvaiden
integraali yli

moniulotteisen rivin yhteenlaskettu mitta on vastaavasti ylaraja
— poikkileikkausfunktion yhden yhden ylipylviin alalle.

Integraalin
laskemisesta
Iteroitu
integraali 1

Iteroitu
integraali 2
Iteroitu
integraali 3
Iteroitu
integraali 4

Fubinin lause
Perustelu ...

...kuvina

Huomautuksia
Esimerkki 3.A1
Esimerkki 3.A2
Esimerkki 3.B1
Esimerkki 3.B2
Esimerkki 3.B3

Integraali yli
yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa
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¥

Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta
Iteroitu
integraali 1

Iteroitu
integraali 2
Iteroitu
integraali 3
Iteroitu
integraali 4

Fubinin lause
Perustelu ...
...kuvina
Esimerkki 3.A1
Esimerkki 3.A2
Esimerkki 3.B1
Esimerkki 3.B2
Esimerkki 3.B3
Integraali yli

yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmassa
joukossa

~ Huomautuksia

Sisempi ja ulompi integraali ovat molemmat tavallisia

yhden muuttujan integraaleja, joten niiden laskemiseen on

kaytossa kaikki aiempien kurssien menetelmat.
Sisdintegraalin arvo riippuu ulomman integraalin
muuttujasta, mutta sisaintegraalia laskettaessa tata
muuttujaa pidetddn vakiona (vrt. osittaisderivointi).
Fubinin lauseesta on olemassa versiot integraalille yli
korkeampiulotteisen valin. Muuttujat integroidaan
jossakin valitussa jarjestyksessa. Sisempié integraaleja
laskettaessa pidetaan ulompia integroimismuuttujia
vakioina.
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x4
ﬁ

Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta
Iteroitu
integraali 1

Iteroitu
integraali 2
Iteroitu
integraali 3
Iteroitu
integraali 4

Fubinin lause
Perustelu ...
...kuvina
Huomautuksia
Esimerkki 3.A2
Esimerkki 3.B1
Esimerkki 3.B2
Esimerkki 3.B3
Integraali yli

yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmassa
joukossa

Esimerkki 3.A1

Tehtéva: Olkoon I = [0,1] x [0, 1]. Osoita laskemalla, etté
kumpikin iteroitu integraali antaa saman arvon integraalille

I = /(xy+x2)dxdy.
I

Ratkaisu: Integroimalle ensin y:n ja sitten x:n suhteen

saadaan
1 1
I:/ (/ (:U2—|—a:y)dy> dx
=0 y=0

1 1 3 2
Lo el (5%
=0 2 o \ 3 4
_1+1_7
3 4 12
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Esimerkki 3.A2

yektorilaskenta Jos taas integroidaan ensin x:n ja sitten y:n suhteen saadaan

Maaratty

integraali yli I 1 1 2 d d
moniulotteisen —
valin L /ZL' (x —I_ ‘/’Uy) v y

Integraalin 1
laskemisesta ]- y
Iteroitu — - + - dy
integraali 1 y:() 2

Iteroitu

integraali 2

Iteroitu S
integraali 3

Iteroitu

integraali 4

N
w

Fubinin lause 1
Perustelu ... 3
...kuvina

Huomautuksia

Esimerkki 3.A1

Esimerkki 3.B1

Esimerkki 3.B2

Esimerkki 3.B3

Integraali yli

yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmassa
joukossa
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Esimerkki 3.B1

Vektorilaskenta

00 Tehtéva: Laske funktion f(z,y) = ysin(yz) integraali yli véilin
Méadratty [0, 7T] X [0, 1].

integraali yli
moniulotteisen

vilin Ratkaisu: Jos yritamme ensin integroida muuttujan y suhteen
Integraalin joudumme lieviin vaikeuksiin. Sisaintegraali pitaa kasitella

laskemisesta

Tteroitu osittaisintegroimalla. Valitaan u = y, v' = sin(yx), jolloin

integraali 1

Iteroitu
integraali 2 ]_

. , 3
Iteroitu u =1 Ja V= —— COS(ZUy),
integraali 3 €T

Iteroitu
integraali 4

. .o / /
Fubinin lause Ja S11S (f uv = uv — f U 'U)

Perustelu ...

...kuvina y ]_
Huomautuksia sin(yr)dy = —= cos(xy) + | — cosxyd
Esimerkki 3.A1 /y (y ) Y T ( y) T yay
Esimerkki 3.A2 .

—yx cos(zy) + sin(yx)
Esimerkki 3.B2 332 ’
Esimerkki 3.B3

Integraali yli
yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmassa
joukossa
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Esimerkki 3.B2

yeltorilaskenta Sisaintegraaliksi saadaan siis

Maaratty
integraali yli /1 sinx — £ CcosSx
Yy

moniulotteisen 1n —
valin =0 y i (yx) dy 332 7

Integraalin
laskemisesta

Tteroitu miké johtaa hieman hankalaan ulkointegraaliin (ellei keksi

integraali 1 .
Iteroitu lepOa) .
integraali 2
Iteroitu

integraali 3

Heroitu saamme helpomman tehtavan!

integraali 4

Sitd vastoin, jos integroimme ensin muuttujan x suhteen,

Fubinin lause
Perustelu ...
...kuvina
Huomautuksia
Esimerkki 3.A1
Esimerkki 3.A2
Esimerkki 3.B1

Esimerkki 3.B2

Esimerkki 3.B3

Integraali yli
yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmassa
joukossa
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L
g Esimerkki 3.B3

Vektorilaskenta
2020 :
I ysin(zy) dx | dy

Maaratt
H —0 =0

integraali yli

/y
rr.l'o'niulotteisen 1 ™
— / (— cos(zy)) dy
Yy
/y
1

Integraalin
laskemisesta
Iteroitu
integraali 1

Iteroitu
integraali 2
Iteroitu
integraali 3
Iteroitu — <y —
integraali 4

sin Ty |
T

Fubinin lause

Perustelu ...

...kuvina

Huomautuksia

Esimerkki 3.A1

Esimerkki 3.A2

Esimerkki 3.B1

Esimerkki 3.B2

Esimerkki 3.B3

Integraali yli
yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmassa
joukossa
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman

joukon

Integroimisalue
Geom. tulkinta
Olemassaolo
Nollajoukko
Esimerkki 3.C1
Esimerkki 3.C2
Yleistys 1
Yleistys 2
Esimerkki 3.D
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus

S O W N

Integroituvuus
Sama kuvina
Fubinin lause

yleisemmaéssa
joukossa

Integraali yli yleisemman joukon
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p =

* Integroimisalue

yektorilaskenta Usean muuttujan funktion integraaleilla on useita sellaisia

Madrstty sovelluksia, joissa halutaan integroida yli sellaisen joukon
e it A C R™, joka EI ole vili. Jos kuitenkin A C I, I kompakti
IVi:;raann vali, niin méaaritellian seuraavasti. Maaritellaan funktio
laskemisesta fA,I -] - R

Integraali yli
yleisemman

(@) = | JesTed ja

Geom. tulkinta O7 jOS {E ¢ A

Olemassaolo
Nollajoukko

Esimerkki 3.C1 Jos talloin funktio f4 ; on integroituva yli valin I, niin
Esimerkki 3.C2 ’

Yieistys 1 sanotaan, ettd f on integroituva ylin A:n, ja maaritellian
Yleistys 2

Esimerkki 3.D
Integroituvuus f — fA I-
Integroituvuus A I ’

Integroituvuus

Integroituvuus
Integroituvuus

S O W N

Integroituvuus
Sama kuvina
Fubinin lause 36 / 91
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joukossa
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon

Integroimisalue

Geom. tulkinta

Olemassaolo
Nollajoukko
Esimerkki 3.C1
Esimerkki 3.C2
Yleistys 1
Yleistys 2
Esimerkki 3.D
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus

S O W N

Integroituvuus
Sama kuvina
Fubinin lause

yleisemmaéssa
joukossa

Geometrinen tulkinta

f aiemman esimerkin funktio. A nelion I = [0,1] x [0, 1] ja
kiekon {(z,y) | 2° + y* < 1} leikkausjoukko. Funktion f4
kuvaajapinta ohessa (mittakaavaa lytistetty z-suunnassa).
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman
joukon

Integroimisalue
Geom. tulkinta
Nollajoukko
Esimerkki 3.C1
Esimerkki 3.C2
Yleistys 1
Yleistys 2
Esimerkki 3.D
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus

S O W N

Integroituvuus
Sama kuvina
Fubinin lause

yleisemmaéssa
joukossa

Olemassaolo

Onko tallainen integraali olemassa? Kuvan perusteella
naemme heti, ettd tyypillisesti funktio fa r ei ole kaikkialla
jatkuva, vaikka f olisikin. Tahian pulmaan paneudumme
joksikin aikaa (vaikkemme aivan riittavalla tarkkuudella).

Haluamme ehka sallia f:lle epajatkuvuuden jossakin.
Analyysi Il:ssa naimme, ettei yksittdinen
epajatkuvuuskohta haittaa.

m  Ongelmia tulee ainakin alueen A reunalla —
epajatkuvuuskohtia voi nyt olla aarettoman monta.

m  Epajatkuvuus on kuitenkin rajattu “pieneen” osajoukkoon
(tyypillisesti juuri reunalle).
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Nollajoukko

Yoxtortlaskenta Sanotaan, ettd joukko N C R™ on (Jordanin) nollajoukko, jos

Masrétty jokaista lukua € > 0 kohti loytyy sellainen luonnollinen luku p
integraali yli

moniulotteisen ja sellaiset avoimet valit Iy, I1, I2, ..., I,, etta

valin

Integraalin
laskemisesta

p
Integraali yli 7/) N C U Ii, Ja
ylelsemman i—0
joukon

Integroimisalue p

Geom. tulkinta ’I,’L) Z m(lz) < €.

Olemassaolo :
=v
Esimerkki 3.C1
Esimerkki 3.C2
Yleistys 1
Yleistys 2
Esimerkki 3.D
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus

S O W N

Integroituvuus
Sama kuvina
Fubinin lause 39 / 91

yleisemmaéssa
joukossa




Esimerkki 3.C1

yoktorilaskenta Osoitetaan, ettd jana

Mééréttf/ 1 5

integraali yli S

moniulotteisen L T {<$7 :U) E R | O S £ S ]‘}
valin

Integraalin on nouaj OukkO .

laskemisesta

Integraali yli

e eomman Ratkaisu: Valitaan € > 0. Olkoon p > 0 kokonaisluku. Olkoot
o L= (i =1)/p, (i +1)/p) x ((i = 1)/p, (i +-1)/p),

Geom. tulkinta

Olemassaolo 7/ — O7 1, c.e.s P. TaHOIH SGIVéJSti L C Uf:() [’L KOSka [’L on aVOiIl
Nollajoukko

nelié, jonka sivun pituus on 2/p, niin m(l;) = 4/p?. Niin ollen

Esimerkki 3.C2

Yle?stys 1 p 4 4(p + ]_) 2 8p 8
2 ) =p+1) 5= p
1=0

Integroituvuus

2 p

Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus

S O W N

Integroituvuus
Sama kuvina
Fubinin lause
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©

= Esimerkki 3.C2
g

Vektorilaskenta
2020

Masrétty peittavien valien yhteenlasketusta mitasta toteutuu.
integraali yli
moniulotteisen
valin

Kunhan p valitaan siten, ettd p > 8/¢, niin vaatimus

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman
joukon

Integroimisalue
Geom. tulkinta
Olemassaolo
Nollajoukko
Esimerkki 3.C1
Yleistys 1
Yleistys 2
Esimerkki 3.D
Integroituvuus

Integroituvuus

Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus

S O W N

Integroituvuus
Sama kuvina
Fubinin lause 41 / 91
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joukossa
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman
joukon

Integroimisalue
Geom. tulkinta
Olemassaolo
Nollajoukko
Esimerkki 3.C1
Esimerkki 3.C2
Yleistys 2
Esimerkki 3.D
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus

S O W N

Integroituvuus
Sama kuvina
Fubinin lause

yleisemmaéssa
joukossa

Yleistys 1

Lause. Oletetaan, etta I C R" on kompakti vali, ja f: I — R
on jatkuva funktio. Talloin sen kuvaaja

Gr={(Z, f(¥) eR"xR=R"" | eI}

on avaruuden R™*! nollajoukko (huom. dimensio kasvoi
yhdella).

Todistus. Kiinnitetaan € > 0. Kuten aiemmin, nahdaan etta
on olemassa valin [ sellainen jako, etta kullakin osavalilla I;
funktion f arvot poikkeavat toisistaan < €. Olkoot jalleen

m; = inf{f(¥) | ¥ € I;} ja M; = sup{f(¥) | £ € I;}, jolloin siis
M; —m; < e.
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Yleistys 2

2020
Maaritty yhteenlaskettu mitta on

integraali yli

moniulotteisen

valin

Integraalin E m(L;)(M; —m;) < e E m( =em(I).

laskemisesta

Vektorilaskenta Tallsin kuvaaja G C U, I; % im;, M;], ja valien I; x [m;, M;]

Integraali yli
yleisemman

joukon “Lihavoittamalla” véleja I; x [m;, M;| voidaan ne korvata

Integroimisalue

Geom. tulkinta avoimilla véleilld joiden yhteenlaskettu mitta on < 2e m([).
gi‘jgj‘jﬁi‘f{? Tama saadaan mielivaltaisen pieneksi ja vaite seuraa. MOT
Esimerkki 3.C1

5?;2:;:1‘11 502 Huomautus. Koska nollajoukon osajoukko on aina

nollajoukko, tassa voidaan vali I; korvata jollakin sen
Esimerkki 3.D .
osajoukolla.

Integroituvuus

Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus

S O W N

Integroituvuus
Sama kuvina
Fubinin lause 43 / 91

yleisemmaéssa
joukossa




Esimerkki 3.D

Vektorilaskenta Tehtava: Osoita, etta yksikkoympyra

2020

Maaréitty S ={(z,y) € R? | 2° + y? = 1} on tason R? nollajoukko.
integraali yli

moniulotteisen

valin Ratkaisu: Ylempi puoliympyré on suljetulla valilla [—1, 1]
Integraalin . . . .

e jatkuvan funktion y = v/1 — 22 kuvaaja, joten se on
el Lauseemme nojalla nollajoukko. Alempi puoliympyré on
J;";kon, — vastaavasti jatkuvan funktion y = —v1 — 22 kuvaajana
ntegroimisalue

Geom. tulkinta nollajoukko. Koko ympyra on naiden unioni, joten se on
gigj‘jﬁiﬁf Esimerkin C tuloksen nojalla nollajoukko.

Esimerkki 3.C1
Esimerkki 3.C2
Yleistys 1

Yleistys 2

Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus
Integroituvuus

S O W N

Integroituvuus
Sama kuvina
Fubinin lause 44 / 91

yleisemmaéssa
joukossa




Integroituvuus 1

yeltorilaskenta Motiivina nollajoukkojen tarkasteluun meilla on ollut

Méaritty seuraava tulos.
integraali yli
moniulotteisen
valin

1 1 Lause. Oletetaan, etta kompaktissa valissa I maaritellyn
ntegraalin

laskemisesta rajoitetun funktion f : I — R epajatkuvuuspisteet

integraali yli muodostavat nollajoukon. Talloin f on integroituva yli valin 1.

yleisemman
joukon

Integroimisalue

Geom. tulkinta Idea tassa on sama kuin Analyysi Il:ssa, jossa saatoimme

gliinéssiilo sallia rajoitetulle funktiolle yhden (tai induktiolla &arelllisen
ollajoukko

Esimerkki 3.01 monen) epédjatkuvuuskohdan valilla |a, b]. Sielld peitimme
Esimerkki 3.C2 .o . 1211

Vietetye 1 epajatkuvuuskohdan lyhyella valilla.

Yleistys 2

Esimerkki 3.D

Integroituvuus 2

Integroituvuus 3

Integroituvuus 4

Integroituvuus 5

Integroituvuus 6

Sama kuvina

Fubinin lause 45 / 91

yleisemmaéssa
joukossa




Integroituvuus 2

Vektorilaskenta
2020

Mty epajatkuvuuskohta c € [a, b|, on integroituva yli tdmén valin.

Suljetulla valilla |a, b] rajoitettu funktio, jolla on vain yksi

integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon

Integroimisalue
Geom. tulkinta
Olemassaolo
Nollajoukko
Esimerkki 3.C1
Esimerkki 3.C2
Yleistys 1
Yleistys 2
Esimerkki 3.D
Integroituvuus 1

Integroituvuus 2

Integroituvuus 3

Integroituvuus 4

Integroituvuus 5

Integroituvuus 6

Sama kuvina

Fubinin lause 46 / 91
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman
joukon

Integroimisalue
Geom. tulkinta
Olemassaolo
Nollajoukko
Esimerkki 3.C1
Esimerkki 3.C2
Yleistys 1
Yleistys 2
Esimerkki 3.D
Integroituvuus 1
Integroituvuus 2
Integroituvuus 4
Integroituvuus 5
Integroituvuus 6
Sama kuvina
Fubinin lause

yleisemmaéssa
joukossa

Integroituvuus 3

Nain se meni:

m Kiinnitetaan € > 0 ja tuotetaan jako, jolla yla- ja
alasummien erotus < e¢.

m  Ylid- ja alasummien erotus (=pinkki alue) muodostuu
kolmesta osasta, kukin < /3.

m  Soiro (¢c—6,c+6) x [—M, M| pisteen ¢ ympaérilla: Korkeus
2M (M on |f(x)|:n ylaraja), leveys 2§ < /6M.

m [ jatkuva vililld |a,c — §], joten ko. vélilla jako, jossa ylé-
ja alasummien erotus < €/3.

m [ jatkuva vililld [c + 9, D], joten ko. vililld jako, jossa yla-
ja alasummien erotus < €/3.

m '(<e/3)+(<e/3)+(<2M - (e/6M)) < e." MOT
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Integroituvuus 4

S o vorilaskenta Mita muutoksia tahan todistukseen tarvitaan

Madrstty moniulotteisessa tilanteessamme? Tavoitteena on edelleen

B tuottaa jako, jolle yla- ja alasummien erotus < ¢, kun € > 0
IVil;:;raann ensin kiinnitettiin. Olkoon N epajatkuvuuspisteiden joukko,
Etz::f; ja M jokin funktion |f| ylaraja.

yleenmen m  Valitaan avoimet valit Uy, Us, ..., U, jotka peittavat
Integroimisalue nollajoukon IV, ja joiden yhteenlaskettu mitta on

Geom. tulkinta

Olemassaolo <e/(4M).

el s Joukko K =TI\ UJ!_; U; on suljettu ja rajoitettu ja siis
Esimerkki 3.02 kompakti. Koska f on jatkuva, Lauseen 1.25 nojalla on
N olemassa sellainen § > 0, ettd M; —m; < e/(2m(I))
Esimerkki 3.D kaikille sellaisille osavaleille I;, jotka C K, ja joiden

Integroituvuus 1 T
Inteiroituvuus 2 halkalSUa on < 5
Integroituvuus 3

Integroituvuus 5

Integroituvuus 6

Sama kuvina

Fubinin lause

yleisemmaéssa

joukossa
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p =

s Integroituvuus 5

Vektorilaskenta m  Olkoon sitten P vélin [ jako, joka saadaan ottamalla

Masritty mukaan valien U;,7 = 1,2, ..., p, jakopisteet, ja
integraali yli

moniulotteisen tihentamalla tata siten, etta kunkin osavalin halkaisija

valin

B < 0. Tamén jaon jokainen osavali I; joko sisiltyy

laskemisesta kokonaisuudessaan joukkoon K tai kokonaisuudessaan

Int i vli . . . . . . ..
Ty johonkin avoimista véleista Uj.

joukon m Jos I; CUj, niin M; < M, m; > —M, ja osavilin I;

Integroimisalue

Geom. tulkinta kontribuutio erotukseen S, — sp on < 2M m(1;).
Olemassaolo

Nollajoukko Tallaisista valeista siis yhteen saadaan kontribuutio
Esimerkki 3.C1

Esimerkki 3.C2 IS5
Yleistys 1 2M E m<lz) = 2M E m(U]) < 2M - m =
Yleistys 2 Z,j,IrLCUJ J

Esimerkki 3.D

Integroituvuus 1

DO ™

Integroituvuus 2
Integroituvuus 3
Integroituvuus 4
Integroituvuus 5
Integroituvuus 6
Sama kuvina

Fubinin lause

yleisemmaéssa
joukossa
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Integroituvuus 6

Yektorilaskenta m Jos [; C K, niin M; —m; <¢e/(2m([l)). Tallaisista valeista

Médratty siis yhteensa saadaan erotukseen S, — sp kontribuutio
integraali yli
moniulotteisen

valin g

——— d  om(L) (M —my) < —— Y m(I;)
{a;:ligrr?izzesta ’i,IigK Qm(l)

Integraali yli I

leisemmaéan - . —

Integroimisalue

Geom. tulkinta

Olemassaolo .o

Nollajoukko - SllS Sp — SP S
Esimerkki 3.C1

Esimerkki 3.C2

Yleistys 1

Yleistys 2

Esimerkki 3.D

Integroituvuus 1

E—I—E:S. MOT.

DO
DO

Integroituvuus 2
Integroituvuus 3
Integroituvuus 4
Integroituvuus 5

Integroituvuus 6

Sama kuvina

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa
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<

Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon

Integroimisalue
Geom. tulkinta
Olemassaolo
Nollajoukko
Esimerkki 3.C1
Esimerkki 3.C2
Yleistys 1
Yleistys 2
Esimerkki 3.D
Integroituvuus 1
Integroituvuus 2
Integroituvuus 3
Integroituvuus 4
Integroituvuus 5
Integroituvuus 6

Sama kuvina

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Sama kuvina

Neljannesympyraan A rajoitetun funktio f4 ; kuvaajapinta
vasemmalla. Oikealla yla- ja alasummien erotus eraassa
jaossa. Korkeat, yhteenlasketulta pohjaltaan pienet, kaarelle
sijoittuneet oranssit pylvaat = epajatkuvuuspisteiden
kontribuutio. Matalat vihreat laatikot = osajoukon K
kontribuutio. Molemmat ovat pienia.
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman
joukon

Fubinin lause
yleisemmaésséa
joukossa

Pohdintaa

Muotoilu 1

Muotoilu 2

Esimerkki 3.E1
Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3
Esimerkki 3.H1

Fubinin lause yleisemmassa joukossa
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Pohdintaa

yektorilaskenta m  Usein haluamma laskea integraalin yli rajoitetun alueen
Madritty A, jonka reuna muodostuu palasista, joilla yksi

integraali yli . . . . .

moniulotteisen koordinaatti on muiden jatkuva funktio.

valin

m Tallaisen alueen reuna on ylla kerrotun perusteella

Integraalin

laskemisesta nollajoukko, joten jos f : A — R on jatkuva ja rajoitettu
Int li yli . . . .

Jleisommin funktio, se on integroituva yli alueen A.

joukon

m Tallaisessa tilanteessa Fubinin lause on edelleen voimassa

Fubinin lause

yleisemmissi (perustelu sivuutetaan).

m  Koska f4 haviaa A:n ulkopuolella, niin sisaintegraalissa
ﬁﬁzzzﬁzé funktio f4 on paloittain mddritelty. A:n ulkopuolisten
Esimerkki 3.E1 valien kontribuution tietenkin nolla, ja voidaan jattaa heti

Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3 53 / 91
Esimerkki 3.H1
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Muotoilu 1

A (Fubini) Oletetaan, etté funktio f(x,y) on jatkuva tason R?
vy osajoukon S jokaisessa pisteessa. Oletetaan, etta alueen S
monnioidsen  MAATEAViL epayhtalot

laskemiseata S={(z.y) €R|a<z<belx)<y<dax)
Integraali yli

J’ygiisrrfl man missd c(x) ja d(x) ovat valilla [a, b] jatkuvia funktioita, ja
S c(z) < d(z) aina, kun = € [a, b]. Téll6in integraali [¢ f
lonkossn voidaan laskea iteroituna integraalina

Muooilu 2 b d(x)
Esimerkki 3.E1 / f(x,y)dedy = / / flz,y)dy | dx.
S T Y

Esimerkki 3.E2 —a =c(x)
Esimerkki 3.E3

Esimerkki 3.E4

Esimerkki 3.F1

Esimerkki 3.F2

Esimerkki 3.F3

Esimerkki 3.F4

Esimerkki 3.F5

Esimerkki 3.G1

Esimerkki 3.G2

Esimerkki 3.G3 54 / 91
Esimerkki 3.H1



Muotoilu 2

yektorilaskenta Jos taas tasoalueen S maaraavat epayhtalot

Maaratty
mioee SV S ={(z,y) €ER? |c <y <d,aly) <z <by)},
valin

SN

| jatkuvia
|, niin talloinkin f

B missa funktiot a(y) ja b(y) ovat valilla |c,

laskemisesta

Integraali yli funktiota, ja a(y) < b(y) aina, kun y € |[c,
yleisemman

joukon on integroituva yli joukon S, ja

S

Fubinin lause
yleisemmaéssa

joukossa d b(y)
Pohdintaa L f(flf, y) dx dy — / / f(x7 y) dflj dy
Y x

Muotoilu 1 =C :a(y)
Esimerkki 3.E1

Esimerkki 3.E2

Esimerkki 3.E3

Esimerkki 3.E4

Esimerkki 3.F1

Esimerkki 3.F2

Esimerkki 3.F3

Esimerkki 3.F4

Esimerkki 3.F5

Esimerkki 3.G1

Esimerkki 3.G2

Esimerkki 3.G3 55 / 91
Esimerkki 3.H1




Esimerkki 3.E1

yoktorilasienta Tehtava: Olkoon S xy-tason suljettu kolmio, jota rajaavat
Madratty suorat * = 0, y = 1 ja x = y. Oletetaan, etta funktio f on
momalattorsen jatkuva joukossa S. Kirjoita integraali [¢ f kahdella eri
valin

tavalla iteroituna integraalina.

Integraalin
laskemisesta

el Ratkaisu: Joukko S sisdltyy nelioon [0, 1] x [0, 1], ja ndemme,
Jonkon ettd kumpikin muuttujista =,y saa joukossa S kaikki arvot

S —— valilta [0, 1]. Jos haluamme ensin integroida muuttujan x
gﬁf’jﬁa& suhteen, kiinnitdmme muuttujalle y jonkin arvon vélilta [0, 1].
Muotoilu 1 Koska S on suorien x = 0 ja x = y valissi, piste (z,y) € S
sjvsk 0 < x < 1. Nain ollen sisaintegraalin integroimisrajoiksi

Esimerkki 3.E2 tulee a(y) = 0 ja b(y) = y.

Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3 56 / 91
Esimerkki 3.H1



~ Esimerkki 3.E2

Vektorilaskenta oo e
2020 Nain ollen

Maaratty

integraali yli 1 Y
moniulotteisen / f = / / f(:E‘, y) dx dy
véilin S y=0 x=0

Integraalin
laskemisesta

P Jos taas integroimme ensin muuttujan y suhteen,
ntegraali yli
yleisemmiin kiinnitdmme x:n arvon vélillta [0, 1]. Piste (z,y) € S sjvsk

joukon

Fubinin Tanee r <y < 1, joten sisaintegraalin integroimisrajoiksi tulee
yleisemméssa c(x) = x ja d(z) = 1. Fubinin lause antaa siten tuloksen
joukossa

Pohdintaa

Muotoilu 1 1 1
Muotoilu 2 / f — / (/ f(fL', y) dy) dﬂ?
Esimerkki 3.E1 S =0 Y=

Esimerkki 3.E2

Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3 57 / 91
Esimerkki 3.H1




Esimerkki 3.E3

Yoxtortlaskenta Kun ylla ensin integroimme x:n yli sisaintegraali laskee erasta
Masritty poikkileikkausta y = y¢ vastaavan kontribuution. Kuvassa
integraali yli . . . . . . . ] .

moniulotteisen pinkki alue on S, ja musta jana tallainen poikkileikkaus

valin

Integraalin (kuvassa yo o 0753)

laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon

Fubinin lause 08
yleisemmaéssa
joukossa

Pohdintaa 06
Muotoilu 1

Muotoilu 2

Esimerkki 3.E1

Esimerkki 3.E2

Esimerkki 3.E4

Esimerkki 3.F1

Esimerkki 3.F2

Esimerkki 3.F3

Esimerkki 3.F4

Esimerkki 3.F5

Esimerkki 3.G1

Esimerkki 3.G2

Esimerkki 3.G3 58 / 91
Esimerkki 3.H1

0.4




Esimerkki 3.E4

Yoxtortlaskenta Kun ylla ensin integroimme y:n yli sisaintegraali laskee erasta
Maaratty poikkileikkausta x = x¢ vastaavan kontribuution. Kuvassa
integraali yli . . . . . . . ] .
moniulotteisen pinkki alue on S, ja musta jana tallainen poikkileikkaus
.
— (kuvassa xg = 0,47)
Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon

Fubinin lause 08
yleisemmaéssa
joukossa

Pohdintaa 06
Muotoilu 1

Muotoilu 2

Esimerkki 3.E1

Esimerkki 3.E2

Esimerkki 3.E3 02
Esimerkki 3.F1

Esimerkki 3.F2

Esimerkki 3.F3

Esimerkki 3.F4

Esimerkki 3.F5

Esimerkki 3.G1

Esimerkki 3.G2

Esimerkki 3.G3 59 / 91
Esimerkki 3.H1
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Esimerkki 3.F1

Vektorilaskent _ — : _ :

S Haskenta Suorat x =1, y = 1 ja z + y = 1 rajaavat xy-tasossa kuv2an
Maarstty kolmion A. Sen ylapuolella taso z =0 ja pinta z =1 —x
integraali yli .

B T - rajaavat kappaleen (kuva seuraavalla kalvolla). Laske ko.
< _

— kappaleen tilavuus.

Integraalin

laskemisesta

Integraali yli Yy

yleisemman 1.0

joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa 08l
joukossa ,

Pohdintaa
Muotoilu 1 06l
Muotoilu 2
Esimerkki 3.E1 I
Esimerkki 3.E2 04t
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4 I
02
Esimerkki 3.F2 I
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3 60 / 91
Esimerkki 3.H1




Esimerkki 3.F2

Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Pohdintaa
Muotoilu 1
Muotoilu 2
Esimerkki 3.E1
Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3 61 / 91
Esimerkki 3.H1




Esimerkki 3.F3

S o vorilaskenta Ratkaisu: Tutkittavan kappaleen korkeus pisteen (x,y)
Madritty ylapuolella on f(x,y) = 1 — 2% aina kun (x,y) € A, joten sen
integraali yli . . . .
sl et tilavuus V' saadaan integraalista V = [, f. Koska f(z,y) ei
valin . . . .. . .. . .
Intesraniin itse asiassa lainkaan riipu y:sta, niin on luonnollista tehda
laskemisesta ensin y-integrointi. Kiinnitetdan siis « € [0, 1]. Télloin alueen
Int li yli . . .

Vleisemmén A alareunalla y = 1 — z ja ylareunalla y = 1, joten

jouk o ee .

e sisdintegraali on

Fubinin lause

yleisemmaéssa

joukossa 1 5 1 5 )
Pohdintaa o — o — L

Muotoilu 1 /_1_33(1 L )dy y(l X ) CU(]. & )
Muotoilu 2 y= y=1—x

Esimerkki 3.E1
Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3 62 / 91
Esimerkki 3.H1



Esimerkki 3.F4

e

yoktorilasienta Edellisen kalvon sisdintegraali laski sellaisen
Sy poikkileikkauksen pinta-alan A(x), joka on pisteitd (z,1 — x)
integraali yli . o e e . . co ) oo
moniulotteisen ja (z,1) yhdistdvén janan ylapuolella. Téata vastaa kappaleen
—— ohut "siivu", jonka tilavuus on dV = A(x) dzx. Kappaleen
n r 1n
laskemisesta tilavuus saadaan laskemalla naiden siivujen tilavuuksien
Int li yli e o :
leiemman summa. Siivuja muodostuu kaikilla x € [0, 1], joten
joukon
Fubinin lause 1
yleisemmaéssa — —
ylelenn V = /dV = /_ A(x) dx
Pohdintaa =0 1
Muotoilu 1 1 2 4
S | (B
= r—x°)dr = (— ——)
Esimerkki 3.E1 =0 =0 2 4
Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3 . 1 o 1 . 1
Esimerkki 3.E4 o 9 4 o 4

Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3 63 / 91
Esimerkki 3.H1



Esimerkki 3.F5

S o vorilaskenta Eron havainnollistamiseksi: Jos laskettaisiinkin integraali

1 1 .o e e e . e .
Sy J—o yzO(l — 22) dy dz, niin tilloin laskettaisiin sellaisen
integraali yli . . o eees . .
Sioniulotteison kappaleen tilavuus, jonka muodostumissaannossa
;a't:; — sisdintegraalin muuttujan y mahdollisten arvojen joukko ei
n r 11
laskemisesta lainkaa riippuisi ulkointegraalin muuttujan x arvosta. Tama
Integraali yli k 1 1 .
yleisemmaéan appale 0Oll1sl

joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Pohdintaa

Muotoilu 1

Muotoilu 2

Esimerkki 3.E1
Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3
Esimerkki 3.H1
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Esimerkki 3.G1

Vektorilaskenta X Tes .
Joxt Tehtava: Olkoon

Maaratty
e S={lz.y) [0 =<20<y=<z+2}
valin

Integraalin Kirjoita integraali [¢ f kahdella tavalla iteroituna

laskemisesta

Integraali yli integl‘aalina.
yleisemman
joukon

Fubinin lause Ratkaisu: Jos teemme ensin y-integroinnin tehtava on helppo,
yleisemmaéssa

joukossa koska y:n alaraja on aina nolla ja ylaraja = x 4+ 2. Nain ollen
Pohdintaa

Muotoilu 1 2

. T+2
E/Islilrzcjrllii23.E1 / f(x,y) drdy = / (/ f(z,y) dy) dr.
S r=0 \Jy=0

Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3 65 / 91
Esimerkki 3.H1



Esimerkki 3.G2

Vektorilaskenta Y
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaéan
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Pohdintaa
Muotoilu 1
Muotoilu 2
Esimerkki 3.E1
Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G3 66 / 91
Esimerkki 3.H1 - .




Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Pohdintaa

Muotoilu 1

Muotoilu 2

Esimerkki 3.E1
Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2

Esimerkki 3.G3

Esimerkki 3.H1

Esimerkki 3.G3

Kun integroimmekin ensin z:n suhteen tormaamme
seuraavaan ongelmaan. Oikea reuna on yksinkertainen xz = 2,
mutta vasen reuna on paloittain maaritelty. Nimittain x:n
alaraja on nolla, jos y € [0, 2] mutta alaraja onkin y — 2 kun
y € [2,4]. Yksinkertainen tapa suoriutua tehtéivista on
kirjoittaa integraali kahden iteroidun integraalin summana:

/f:cyd:vdy—/ </ fxyd:c)dy
+/ (/ 2f(:1:,y)da¢> dy.

Tassa ensimmainen termi laskee integraalin yli nelion
0,2] x [0,2] ja jilkimmé&inen termi laskee alueen
kolmiomaisen osan kontribuution.
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Pohdintaa

Muotoilu 1

Muotoilu 2

Esimerkki 3.E1
Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3

Esimerkki 3.H1

Esimerkki 3.H1

Tehtavi: zy-tason kiyrit y = x° ja x = y* rajaavat rajoitetun
alueen A 1. neljanneksessa. Laske integraali

/A(l — 2?) dx dy.

Ratkaisu: Ensin meidan on saatava selkeampi kuva alueesta
A. Ensimméinen vaihe on piirtdéd paraabelien y = 22 ja x = y?
kuvat (ks. seuraava kalvo). Ndemme etté paraabelit leikkaavat
toisensa pisteissa (0,0) ja (1,1). Néiden véliset paraabelien
kaaret rajaavat alueen siten, ettd y = 22 on alareuna vililld

0,1], ja z = y* (tai y = /7) on ylireuna vililla [0, 1].
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Pohdintaa

Muotoilu 1

Muotoilu 2

Esimerkki 3.E1
Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3
Esimerkki 3.H1

Esimerkki 3.H2
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Esimerkki 3.H3

g skenta Néin ollen A = {(z,y) € [0,1] x [0,1] | 2* <y < \/y}.
Maaratty Integraali saadaan nain ollen iteroituna integraalina

integraali yli
moniulotteisen

vilin 1 NLZ
Integraalin / (]_ — x2) dgj dy — / / (1 — [E2) dy d:U
A Y

laskemisest
askemisesta =0 —12

Integraali yli
yleisemman

JT

(1—2%)y | dx

1
joukon _/
Fubinin lause

= — 2
yleisemmaéssa 7=0 y=r
joukossa

Muotoilu 1

Muotoilu 2

Esimerkki 3.E1
Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1 2 1

1
Esimerkki 3.F2 3 7 3 + 5 105

Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3
Esimerkki 3.H1

1
Pohdintaa — / (x1/2 _ ZC5/2 _ ZU2 + 334) dﬂ?
x=0
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Esimerkki 3.H4

S o vorilaskenta Lopputarkasteluna todetaan, ettd alueen A pinta-ala on
Maaréitty m(A) = fol(\/f — 2%)dx = 1/3. Oheisen kuvan perusteella
integraali yli . .

moniulotteisen tuntuu uskottavalta, ettd funktion f(z,y) =1 — 22

valin . TRTR .

Ia'teg — keskiméardinen arvo alueessa A on noin 3/4. Néin ollen
laskemisesta kappaleen tilavuus olisi noin 1/4 ~ 26/105. OK!

Integraali yli

yleisemmaén

joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Pohdintaa
Muotoilu 1
Muotoilu 2
Esimerkki 3.E1
Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3 71 / 91
Esimerkki 3.H1




Mutkikkaampi alue (1/4)

yeltorilaskenta Tehtava: Miten lasketaan integraali yli oheisen kuvan

Masritty harmaan alueen A, jonka keskelld on reika?
integraali yli

moniulotteisen

valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Pohdintaa
Muotoilu 1
Muotoilu 2 Q f i1
Esimerkki 3.E1
Esimerkki 3.E2
Esimerkki 3.E3
Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3 72 /91
Esimerkki 3.H1




Mutkikkaampi alue (2/4)

S o vorilaskenta Ratkaisu: Kuvan perusteella (tdmé olisi osa ko. alueen
Masrétty tarkkaa madarittelyd) sen ylareunan muodostaa erddn funktion
integraali yli . . . ce o ee .
moniulotteisen y = di(x) kuvaaja (vihrea) valilld x € |a1, a4] ja alareunan
valin . . . o177 oo

. funktion y = c¢1(x) kuvaaja (punainen) samalla vélilla. Reién
Integraalin
s e e ylareuna (oranssi) on funktion y = ca(x) kuvaaja valilla
Integraali yli . . . . .
yleisemmén T € |ag, as] ja alareuna (sininen) funktion y = ds(x) kuvaaja
joukon e 177 oo

valilla |as, as].

Fubinin lause . [ 25 3] .. . . . .
yleisemmiissi Alue jakautuu siis neljadn osaan, jotka kaikki ovat kalvon
joukossa . ..
ol st Muotoilu 1 mukaisia:
Muotoilu 1 ) N
Muotoilu 2 m  Vasemmanpuoleinen osa vililld z € |a, as],
Esimerkki 3.E1 . . 7 o717 ee
D m reidn yldpuolinen osa valilla = € |ag, as],
Esimerkki 3.E3 m reidn alapuolinen osa valilld = € [a9, as] ja
Esimerkki 3.E4 . . 777 e
Eoimerkli 3 1 m oikeanpuoleinen osa valilla x € |ag, a4].

Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3 73 /91
Esimerkki 3.H1



Mutkikkaampi alue (3/4)

S o vorilaskenta Nama osa-alueet eivat mene lainkaan paallekkéin ja kattavat
Méarétty koko A:n, joten
integraali yli
moniulotteisen d ( )
1(x

valin
Integraalin / f / / f(xa y) dy daj
laskemisesta a1 JYyYy=ci (CU)

Int li yli

e e

joukon + f(:C, y) dy dCE
Fubinin lause r=az JY=c2\r

yleisemmassa as do (az

joukossa

Pohdintaa + / f(x7 y) dy dx
Muotoilu 1 r=a2 JYy=C1 (:U)

Muotoilu 2 a4 dq (90

Esimerkki 3.E1 —|— f(x, y) dy dLL'

Esimerkki 3.E3

Esimerkki 3.E4 . . . . . . . .
Esimerkki 3.F1 Tassa osa-alueiden yli lasketut integraalit tulivat edellisen

Esimerlkld 3.172 kalvon mukaisessa jarjestyksessa.

Esimerkki 3.F3

Esimerkki 3.F4

Esimerkki 3.F5

Esimerkki 3.G1

Esimerkki 3.G2

Bt 2.8 74 /91
Esimerkki 3.H1



Mutkikkaampi alue (4/4)

Yoxtortlaskenta Luennolla aiheesta esitettiin erittain hyva kysymys: Voiko
Masritty taman integraalin laskea myos siten, etta lasketaan integraali
integraali yli . . . v e T .o .
moniulotteisen yli koko alueen ja vahennetaan siita reian yli laskettu
valin . £
, integraali? Koska

Integraalin
laskemisesta
Integraali yli
yleisemmaén / f — / f —I_ f; (*)
joukon koko alue reikaleipa reika
Fubinin lause
T niin lahtokohtaisesti vastaus on kylla — siirretaan reidn yli
Pohdintaa laskettu integraali yhtalon (x) toiselle puolelle.
Muotoilu 1 . . . . v . . ..
et % Varoitus: Tilanne on joskus sellainen, etta integraali yli reian
Es?mertt? gg; ei ole olemassa. Esimerkiksi f voi kasvaa rajatta reian

simer 1 0
Esimerkki 3.E3 keskella. Talloin tata kikkaa ei voida kayttaa, koska yhtalon

Esimerkki 3.E4
Esimerkki 3.F1
Esimerkki 3.F2
Esimerkki 3.F3
Esimerkki 3.F4
Esimerkki 3.F5
Esimerkki 3.G1
Esimerkki 3.G2
Esimerkki 3.G3 75 /91
Esimerkki 3.H1

(%) termeista kahta ei ole mééaritelty.



Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

ulottuvuudessa
Esimerkki 3.11
Esimerkki 3.12
Esimerkki 3.13
Esimerkki 3.14
Esimerkki 3.1I5
Esimerkki 3.16
Esimerkki 3.J1
Esimerkki 3.J2
Esimerkki 3.J3
Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1
Esimerkki 3.K2
Esimerkki 3.K3
Fsimerkk: R K4

Fubini kolmessa ulottuvuudessa
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Fubini kolmessa
ulottuvuudessa

Esimerkki 3.12
Esimerkki 3.13
Esimerkki 3.14
Esimerkki 3.1I5
Esimerkki 3.16
Esimerkki 3.J1
Esimerkki 3.J2
Esimerkki 3.J3
Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1
Esimerkki 3.K2
Esimerkki 3.K3
Fasimerkki 2 K4

Esimerkki 3.11

Tehtéva: Laske funktion f(z,y,2) = £+ 2y + 3z integraali [¢ f
yli avaruuden R? osajoukon S, jota rajaavat koordinaattitasot
r=0,y=0]jaz=0seka tasox +y+ 2z =1.

Taso x + y + z = 1 leikkaa koordinaattiakselit pisteissa
(1,0,0), (0,1,0) ja (0,0,1), ja muut mainitut tasot pitkin
naita yhdistavia janoja, joten se on muodoltaan kuvan
4-tahokas.
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Esimerkki 3.12

S o vorilaskenta Ratkaisu: Paatetaan, etta ensin integroidaan yli y:n sitten yli
Sy x:n ja lopuksi yli z:n (jarjestykselld ei ole vélia lopputuloksen
B kannalta). Kun kiinnitimme x:lle ja z:lle jotkin arvot, niin
IVi:;raann integrointimuuttujaa y rajaavat epayhtalot 0 <y (joukko S
laskemisesta kuvan perusteella tason y = 0 positiivisella puolella) ja
el epayhtélo y < 1 —x — z (joukko S kuvan perusteella tason
joukon

silld puolella, jolla z + y + z < 1). Sisin integraali on siis
Fubinin lause
yleisemmaéssa

joukossa l—xz—2z
Fubini kolmessa / (QE‘ —|_ Zy —l_ 32) dy
ulottuvuudessa y=0

Esimerkki 3.11 l—p—2

9
Esimerkki 3.13 - (ZUy —I_ Yy —i_ SZy)
Esimerkki 3.14
Esimerkki 3.1I5
Esimerkki 3.16 — :U(]. — X — Z) —I_ (]- — L — Z)2 _i_ 32(1 — X — Z) - 0
Esimerkki 3.J1 2

Esimerkki 3.J2 — ]. — X —|— Z — ZCUZ — 22 .

Esimerkki 3.J3

Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1

Esimerkki 3.K2

Esimerkki 3.K3

Fsimerkk: R K4

y=0
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Esimerkki 3.13

yeltorilaskenta Kiintedlle (x, z)-parille sisin integraali laskee yhden

Maaratty muuttujan funktion integraalin yli janan. Oheisessa kuvassa
integraali yli

e - ko. jana alueen S osana, kun (z, z) = (0,3;0,2).

valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Fubini kolmessa
ulottuvuudessa

Esimerkki 3.11
Esimerkki 3.12
Esimerkki 3.14
Esimerkki 3.1I5
Esimerkki 3.16
Esimerkki 3.J1
Esimerkki 3.J2
Esimerkki 3.J3
Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1
Esimerkki 3.K2
Esimerkki 3.K3
Faimerkki 2 K4
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Esimerkki 3.14

yoktorilasienta Muuttuja y on tehtdviansid tehnyt eikéa endd esiinny.

Madrstty Seuraavaksi integroimme yli x : n. Kun jaljelle jaavalle
integraali yli

moniulotteisen muuttujalle z annetaan jokin kiinted arvo, niin x > 0 (kaikilla
Ivi:;raahn joukon S pisteilld > 0) ja < 1 — z (seuraavan kalvon

laskemisesta kolmion reunalla z = 1 — z). Téassé vaiheessa saamme siis

Integraali yli
yleisemmaéan

joukon 1—z2 l—x—2z
Fubinin lause f dy dZC
yleisemmaéssa =0 y=0

joukossa 1— 2

Fubini kolmessa = (1 — T+ z— 202 — 2Z2) dx

ulottuvuudessa =0
Esimerkki 3.11

Esimerkki 3.12

Esimerkki 3.13 —
Esimerkki 3.1I5

Esimerkki 3.16 ]-
Esimerkki 3.J1 5
Esimerkki 3.J2

Esimerkki 3.J3

Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1

Esimerkki 3.K2

Esimerkki 3.K3

Fsimerkk: R K4

1—=2 £E‘2
(x — ) + zx — za? — 22%%)
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Esimerkki 3.1I5

yeltorilaskenta Kiintealle z:n arvolle kaksinkertainen sisaintegraali laskee

Maarstty funktion integraalin yli kolmion, jolla z on vakio, ja
integraali yli

moniulotteisen X 2 07 y 2 0 ja X —|_ y S 1 — Z. KUV&SS& Z = 072.

valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Fubini kolmessa
ulottuvuudessa

Esimerkki 3.11
Esimerkki 3.12
Esimerkki 3.13
Esimerkki 3.14
Esimerkki 3.16
Esimerkki 3.J1
Esimerkki 3.J2
Esimerkki 3.J3
Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1
Esimerkki 3.K2
Esimerkki 3.K3
Fasimerkki 2 K4
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Esimerkki 3.16

Yoxtortlaskenta Lopuksi annetaan sitten muuttujan z liikkua valilla |0, 1]

Maaratty jolloin kaikki edellisen kuvan mukaiset ‘kerrokset’ tulee
integraali yli . e Jee e e .o
moniulotteisen kaytya lapi joukon S osalta. Siis

valin

{ntﬁgraalin 1 1—=2 l—z—2
askemisesta
P I = . (/x:() (/y:() f(xa Y, Z) dy> diE‘) dz =

yleisemman

joukon 1 1 322
Fubinin lause — / (— — — 4+ 23) dZ

yleisemmaéssa
joukossa

Fubini kolmessa
ulottuvuudessa —

Esimerkki 3.11

Esimerkki 3.12 1

Esimerkki 3.13 —_— — .
Esimerkki 3.14 2 2 4 4
Esimerkki 3.1I5

Esimerkki 3.J1

Esimerkki 3.J2

Esimerkki 3.J3

Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1

Esimerkki 3.K2

Esimerkki 3.K3

Fsimerkk: R K4
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Esimerkki 3.J1

A Olkoon S yksikkopallo (tai kuula)

Mééréttf/ 1 2 5 5 5

integraali yli _

moniulotteisen S T {(x,y,Z) S R ‘ T+ Y + 2 S ]‘}

valin

Integraalin . . - . . .

jeraatt Lasketaan vakiofunktion f(x,y,z) = 1 integraali yli pallon S.
Integraali yli Pienen pohdiskelun jalkeen vakuuttunet siita, etta

yleisemmaén . o )

joukon vastaukseksi pitaa tulla pallon S tilavuus.

Fubinin lause

yleisemméssa . s . . . .

joukossa Ratkaisu: Tehddan ensin z-integrointi. Joukon S

bl mcess madrittelystd seuraa z° <1 — a2 —y? eli |z] < /1 — 22 — 32,
ulottuvuudessa . ] i i

Esimerkki 3.I1 Nain ollen ensin lasketaan integraali

Esimerkki 3.12
Esimerkki 3.13

Esimerkki 3.14 1_$2_y2
Esimerkki 3.1I5 / ]. dZ — 2\/]. - :UQ - y2
Esimerkki 3.16 z=—y/1—x2—y?

Esimerkki 3.J2
Esimerkki 3.J3
Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1
Esimerkki 3.K2
Esimerkki 3.K3
F<simerkk: F K4
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Fubini kolmessa
ulottuvuudessa

Esimerkki 3.11
Esimerkki 3.12
Esimerkki 3.13
Esimerkki 3.14
Esimerkki 3.1I5
Esimerkki 3.16
Esimerkki 3.J1
Esimerkki 3.J3
Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1
Esimerkki 3.K2
Esimerkki 3.K3
F<simerkk: R K4

Esimerkki 3.J2

Integroidaan seuraavaksi yli y:n. Tassa x on tunnettu, joten
pallopinta rajaa ym vaihteluviliksi [—v/1 — 22, V1 — 22].
Kaava-arkin, 10ytyy sivulta

https://intranet.utu.fi/fi/yksikot/sci/yksikot/mattil/oj

mukaan méairiaimaiton integraali (valitaan a? = 1 — 22 jolloin

a=+V1—x?)

1 —
/\/l—xz—dey:%\/l—xz—yQ—l—Txarcsin

Y
V1— 22
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Esimerkki 3.J3

Vektorilaskenta oo e
2020 Nain ollen

Maaratty

integraali yli 1—x2 2 5
moniulotteisen 2\/1 — 14 — d
/y 5 y-ay

valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli —
yleisemmaéan
joukon

Flbimn e —(1 — z%)(arcsin 1 — arcsin(—1)) = 7(1 — 2?).
joukossa

Fubini kolmessa Lopulliseksi vastaukseksi saadaan siis

ulottuvuudessa
Esimerkki 3.11

Esimerkki 3.12 1 2
e 31 1 = 7T(1 —x ) dr =
Esimerkki 3.14 S r=—1

Esimerkki 3.15

Esimerkki 3.16 . .

Beimerlki 3 71 kuten odotimmekin.

Esimerkki 3.J2

Esimerkki 3.J3

Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1
Esimerkki 3.K2
Esimerkki 3.K3
Fsimerkk: R K4

1
23 47
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Fubini kolmessa
ulottuvuudessa

Esimerkki 3.11
Esimerkki 3.12
Esimerkki 3.13
Esimerkki 3.14
Esimerkki 3.1I5
Esimerkki 3.16
Esimerkki 3.J1
Esimerkki 3.J2
Esimerkki 3.J3

Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1
Esimerkki 3.K2
Esimerkki 3.K3
F<simerkk: 2 K4

Huomioitavaa

[teroiduissa integraalissa sisemman muuttujan
integroimisrajat saavat riippua ulommista, mutta EI
KOSKAAN paéinvastoin.

n sisinta iteraatiokierrosta laskevat integraalin yli alueen
n-ulotteisen poikkileikkauksen.

n = 1: sisin integraali laskee integraalin yli jananpatkan.
n = 2: sisin kaksinkertainen integraali laskee integraalin
yli tasomaisen poikkileikkauksen.

2-ulotteisen poikkileikkauksen on oltava 1-ulotteisten
poikkileikkausten unioni.

2-ulotteisten poikkileikkausten unioni on saatava koko
kappale.

86 / 91



Esimerkki 3.K1

Vek il k .o .o o o o o .

A Tehtdvi: Ohessa on kuva sylinteripintojen 22 4+ y* =1 ja
Bty y? 4+ 22 = 1 yhdessi rajaamasta kappaleesta S. Lasketaan
integraali yli . . . . . . e e e

moniulotteisen integraali [¢ f iteroituna integraalina. Kirjoita sen

vilin . L o : : : :
el integroimisrajat, kun ensin integroidaan yli z:n sitten y:n ja
laskemisesta lopukSI 'n

Integraali yli

yleisemman

joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Fubini kolmessa
ulottuvuudessa

Esimerkki 3.11
Esimerkki 3.12
Esimerkki 3.13
Esimerkki 3.14
Esimerkki 3.1I5
Esimerkki 3.16
Esimerkki 3.J1
Esimerkki 3.J2
Esimerkki 3.J3
Huomioitavaa

Esimerkki 3.K2
Esimerkki 3.K3
Fasimerkki 2 K4
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Esimerkki 3.K2

Vektorilaskent . . e eee s .
S Haskenta Kuvassa pelkka kappale S ilman ymparoivia putkia.
Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Fubini kolmessa
ulottuvuudessa

Esimerkki 3.11
Esimerkki 3.12
Esimerkki 3.13
Esimerkki 3.14
Esimerkki 3.1I5
Esimerkki 3.16
Esimerkki 3.J1
Esimerkki 3.J2
Esimerkki 3.J3
Huomioitavaa

Esimerkki 3. K1

Esimerkki 3.K2

Esimerkki 3.K3
Fasimerkki 2 K4
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Esimerkki 3.K3

S o vorilaskenta Kun (z,y) on kiinnitetty, muuttujaa z rajaa ainoastaan
Maaratty epayhtald y? 4+ 22 < 1. Néin ollen z:mn vaihteluvili on
integraali yli . . .
- —v/1 —y? < z < /1 — y?. Vastaava jananpatké kuvassa.
valin

Integraalin

laskemisesta

Integraali yli
yleisemmaén
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Fubini kolmessa
ulottuvuudessa

Esimerkki 3.11
Esimerkki 3.12
Esimerkki 3.13
Esimerkki 3.14
Esimerkki 3.1I5
Esimerkki 3.16
Esimerkki 3.J1
Esimerkki 3.J2
Esimerkki 3.J3
Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1
Esimerkki 3.K2
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Esimerkki 3.K4

yeltorilaskenta Kun vain x on kiinnitetty, muuttujaa y rajoittaa myos
Madrstty epayhtalo 2 + y? < 1. Siis y:n vaihteluvili on

int 1i vli oo oo oo

moniulotteisen —v1— 22 <y <+1— 22 Kuvassa kiinteda z:n arvoa
o vastaava poikkileikkauskuvio, joka saadaan edellisen kalvon
ntegraalin

laskemisesta jananpitkien unionina, kun y € [—v/1 — 22, V1 — 22].
Integraali yli

yleisemmaén

joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Fubini kolmessa
ulottuvuudessa

Esimerkki 3.11
Esimerkki 3.12
Esimerkki 3.13
Esimerkki 3.14
Esimerkki 3.1I5
Esimerkki 3.16
Esimerkki 3.J1
Esimerkki 3.J2
Esimerkki 3.J3
Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1
Esimerkki 3.K2
Esimerkki 3.K3
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Vektorilaskenta
2020

Maaratty
integraali yli
moniulotteisen
valin

Integraalin
laskemisesta

Integraali yli
yleisemman
joukon

Fubinin lause
yleisemmaéssa
joukossa

Fubini kolmessa
ulottuvuudessa

Esimerkki 3.11
Esimerkki 3.12
Esimerkki 3.13
Esimerkki 3.14
Esimerkki 3.1I5
Esimerkki 3.16
Esimerkki 3.J1
Esimerkki 3.J2
Esimerkki 3.J3
Huomioitavaa

Esimerkki 3.K1
Esimerkki 3.K2
Esimerkki 3.K3
Fsimerkk: F K4

Esimerkki 3.K5

Koska muuttuja x saa arvoja vélilta |—1, 1], vastaukseksi
saadaan

1 V1—z2 1—12
/f:/ / / f(x,y,z)dzdydz.
S r=—1 Yy=— 1—22 Jz—=— 1_y2

Talla kertaa sisimmassa integraalissa rajat eivat riippuneet
muuttujasta x. Tama poikkeava tilanne selittyy silla, etta
kappaleen yla- ja alareunan korkeus pysyy vakiona z-akselin
suunnassa liikuttaessa.
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