Vektorilaskenta 2020
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Lineaarikuvaus ja mitta
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Alemmin maarittelimme mitan avaruuden R"™ valeille
yksinkertaisesti saannolla

m

X |an, bp]) = H(bz

1=1

m([al,bl] X [CLQ,bQ] Xoeee — ai).

Yleisemmin rajoitetun joukon A C R" mitta voidaan
maaritelld vakiofunktion 1 integraalina yli joukon A
(mikéli ko. integraali on olemassa), ks. Esimerkki 3.J.
Talloin itse asiassa joukkoa A approksimoidaan sen sisé-
ja ulkopuolilta vélien unioneilla (mieti, miten ndma
liittyvat funktion 14 yla- ja alasummiin).

Mitta- ja integrointiteorian kursseilla mittojen
kasitteeseen ja niiden ominaisuuksiin perehdytaan
laajemmin. Talld kurssilla riittdd ajatella avaruuden R?
mitan kertovan joukon A pinta-alan, ja avaruuden R?

mitta puolestaan kertoo osajoukon tilavuuden.
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Yleista

yektorilaskenta Olkoon T : R™ — R™ lineaarikuvaus ja A sen matriisi. Jatkoa
Lineaarikuvaus varten tarvitsemme tuloksen, jonka mukaan osajoukon

ja mitta . . .

it I C R™ mitta muuntuu lineaarikuvauksessa seuraavan
yksinkertaisen séannon mukaisesti:

Laatikko

Venytys

Venytys, 2 m(T(I)) = ‘ det(A)‘ . m(l)

Rivin lisddminen
toiseen

Rivien vaihto

m Approksimointi ja suppiloperiaate johtavat siihen, etta
riittaa perustella tama saanto kun I on vali.

Sijoitus
integraaliin

Napa- . . e . e e .
koordinaatit m  Koska kaikki matriisit saadaan alkeismatriisien tuloina,
Liséesimerkkejé niin riittaa perustella tama, kun A on alkeismatriisi.
Sylinteri-

koordinaatit

Pallokoordinaatit
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Laatikko

Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Mitta A

Yleista

Laatikko

Venytys

I
N

Venytys, 2

Rivin lisGadminen
toiseen

Rivien vaihto
Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

. Identiteettikuvaus tietenkin pitaa laatikon pinta-alan
ylinteri-

koordinaatit ennallaan. Tama referenssina.
Pallokoordinaatit
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-

Diagonaalimatriisi, jossa yksi kerroin ¢ # 1 venyttida alueen

c-kertaiseksi. Myos det A = c.
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On samantekevaa, minka akselin suuntaan venytys tehdaan.

Pinta-ala joka tapauksessa c-kertaistuu.
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Rivin lisaaminen toiseen

Alkeismatriisi, jossa yksi rivi on lisatty toiseen vakiolla

kerrottuna kuvaa suorakaiteen suunnikkaaksi, jolla on sama

kanta ja korkeus. Téassd det A = 1, joten pinta-alan pitikin
sailya.
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Rivien vaihto
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", Kahden koordinaatin roolien vaihtaminen ei tietenkaan muuta
ylinteri- . . . .

koordinaatit pinta-alaa. Geometrisesti kyse on peilauksesta det A = —1 on
Pallokoordinaatit  jtseisarvoltaan yksi.
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Yleista

Muunnetaan funktion f integraali yli joukon U integraaliksi
yli joukon V' tekemalld sijoitus x = ¢g(y), missd g : V — U on
bijektio (ainakin), kun se rajoitetaan funktioksi g : V° — U°.

Uudeksi integroitavaksi funktioksi tulee f o g, mutta...
lisaksi on otettava huomioon, etta sijoitus muuttaa joukon
V osavalien I mittoja.

m  Yhden muuttujan tapauksessa sijoitusfunktio ¢ muuttaa
pisteen y lahistolla olevan valin, pituus dy, valiksi jonka
pituus on |¢'(y)| dy. T&lléin

[ t@de= [ (£o9)w)lg'wldy
U V

m  Tésséd usein (lukio, Analyysi II) derivaatan ¢'(y)
mahdollinen negatiivisuus otetaan huomioon vaihtamalla
integroimisrajat keskenaan.
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Jacobin determinantti

i eata n e Jos tassa g onkin differentioituva kuvaua R™:n osajoukosta
2020
Lineaarikuvaus tOlseen, niins:
ja mitta
Sijoitus m 'Lokaalisti"g:n muutoksia voidaan arvioida sen lineaarisen
integraaliin d .
S erivaatan avulla.
m Nain ollen pisteen y ldhelld "pienen"alueen I mitta tulee
itta-alkio . . .
Tulos kerrottua lineaarisen derivaatan D(g)(y) determinantilla,
Napa- ns. Jacobin determinantilla:
koordinaatit 9 9 5
. g1 991 ... Y91
Lisdesimerkkeja gyl (Y) ng (Y) gyn (Y)
Sylinteri- g2 g2 L g2
koordinaatit o0y1 (y) 0y2 <Y) OYn (y)

Pallokoordinaatit

Ogn (v Ogn Ogn
e (y) Ely) 0 FE(Y)
Siita kaytetaan merkintaa

8(:61,2132, ce. ,xn)
a(y17y27 . 7yn)

Jg(}’) —

12 / 55



]

Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin
Yleista

Jacobi

Tulos

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit

p e
PN

Mitta-alkio

Kun tehdéan sijoitus x = ¢(y), niin ldhtéavaruuden pieni véli
I = [y1,y1 +dy1] X [y2,y2 + dy2] X - X [Yn, Yn + dyn],
mitaltaan m([l) = dy; dys - - - dy, kuvautuu hieman
vadristyneeksi joukoksi g(7). Kun vélin mittasuhteet ovat
kaikki pienia, niin kuvajoukkoa voidaan approksimoida
n-sarmiolla, jonka reunoina ovat vektorit

Dg(y)(dy;e;), i =1,2,...,n. Taman laatikon, ns.
tilavuusalkion mitta on siten m(g(1)) = |J4(y)|m(I).

Naita vastaavat kuvat helpottavat (ainakin Jyrkin mielesté)
muistamista, vaikka jattavatkin epatasmallisen vaikutelman.
Esittelen naita alla usein vastaan tulevissa yhteyksissa.
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Tulos

Lause: (Sijoitus integraaliin). Oletetaan, ettd B, A C R" ja
g : B — A on differentioituva funktio (joka on nollajoukon
ulkopuolelle bijektio). Oletetaan, ettd f: A — R on
integroituva funktio. Talloin

[ £ dorday-doy = [ Flg()Iy(y)]dysdya - dy.
A B

Todistus: Sivuutetaan. Idea on etta ala- ja ylasummien
pylvaiden korkeudet eivat muutu, mutta niiden pohjien mitat
skaalataan Jacobin determinantilla. Oletus funktion g
bijektiivisyydesta tarvitaan, jotta x kay lapi alueen A tasan
yhden kerran kun y kay lapi alueen B. Sallimme
bijektiivisyyden sarkyvan nollajoukossa, koska nollajoukon
jattaminen huomiotta ei muuta integraalin arvoa.
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Napakoordinaatit

Usein esiintyvéat sijoitukset ovat koordinaatistomuunnoksia.
Tasossa on luontevaa kayttaa usein napakoordinaatteja,
jolloin & = rcos ¢, y = rsin ¢. Talloin 22 + y? = r?, ja

tan ¢ = y/x.

Osittaisderivoimalla saadaan koordinaatistonvaihtofunktion
g(r,®) = (rcos ¢, rsin ¢) Jacobin matriisiksi

[ cos¢ —rsing
Dyg(r,¢) = sing 1 cos ¢

mista laskemalla saadaan Jacobin determinantiksi

A(z,y)/0(r,¢) =T
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Pinta-alkio

dA

Kateva saanto Jacobin determinantin muistamiseksi on
kayttad ns. pinta-alkioita. Kapeiden pylvaiden pohjien ala dA,
mika karteesisissa koordinaateissa on dA = dx dy, saa nyt

muodon dA = rdr d¢. Oheisen kuvan dA on (pinkki)

‘suorakaide’, jonka toinen sivu on dr ja toinen r do.
17 / 55



Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Polaari
Pinta-alkio
Esimerkki 3.L2
Esimerkki 3.L3
Esimerkki 3.1L4
Esimerkki 3.L5
Esimerkki 3.M1
Esimerkki 3.M2
Esimerkki 3.M3

Lisdesimerkkeja

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit

Esimerkki 3.L1

Uskon vahvistamiseksi lasketaan R-sateisen puolipallon
tilavuus napakoordinaatti-integraalin avulla.
Origokeskisen pallon yhtilo on 22 + y? + 22 = R?. Tésta
ratkaisemme

2= fla,y) = B2 = (2% +32).

Puolipallon tilavuus saadaan siis integraalista

% :/ VR — (a2 + y2) dz dy,
A

missd A on R-sdteinen origokeskinen ympyra.
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Esimerkki 3.L2

Kuva integroimisalueesta A
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Esimerkki 3.L3

Tehdaan napakoordinaattisijoitus

X = T COS @,

Yy = rsin ¢,
22+ =2

drdy = rdrdo.

Tassa sijoituksessa r¢-tason vali
B={(¢,r)|0<7<RO<¢<2r)

kuvautuu alkuperaiseksi integroimisalueeksi A.
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Esimerkki 3.L4

Kuva uudesta integroimisalueesta B

r
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Esimerkki 3.L5

Napakoordinaateissa integroimisalue on siis vali, joten iteroitu

integraali on suoraviivainen

V:/ rv R2 —r2drdg
B
21 R
:/ / T(RQ—T2)1/2CZ7“ do
[0 r

=0 =0
2T
/qbzo o\ 2 3/2 ?

21 R3
— / = d
$=0
2R3
3

R 1 (R2 - r2)3/2

Tama on tietenkin koulusta tuttu puolipallon tilavuus.
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Esimerkki 3.M1

yektorilaskenta Olkoon A ympyralevy, jonka sdde on 1 ja keskipiste

Lineaarikuvaus (x0,y0) = (0,1). Lasketaan integraali

ja mitta

Sijoitus

integraaliin I :/ y3 dZU dy
A

Napa-
koordinaatit

Polaari

Pinta-alkio

Esimerkki 3.L1

Esimerkki 3.L2 Ratkaisu: Demotehtévéssa I11/1 ndimme, ettd A:n reunakayra

Esimerkki 3.L3 . . e oo . .
Eoirmerkli 314 saadaan napakoordinaattiyhtalosta r = 2sin¢,0 < ¢ < 7.

Esimerkki 3.L5 Levyn A pisteet kaydaan siis lapi, kun napakoordinaatit

Esimerkki 3.M2 kayvat lapi joukon

Esimerkki 3.M3

Lisdesimerkkeji B p— {(¢7 ’]“) ‘ O S ¢ S T, O S T S 281H ¢}
Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit
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Esimerkki 3.M2

yeltorilaskenta Kuva uudesta integroimisalueesta B. Edelleen ¢

Lineaarikuvaus vaaka-akselilla ja r pystyakselilla

ja mitta

Sijoitus r
integraaliin

20l
Napa- [
koordinaatit

Polaari 15]-
Pinta-alkio '
Esimerkki 3.L1
Esimerkki 3.L2
Esimerkki 3.L3 L
Esimerkki 3.4 050
Esimerkki 3.L5 I
Esimerkki 3.M1

Esimerkki 3.M2 i

Esimerkki 3.M3

1.0

Lisiesi kkeii . . . N .
E— Koska y? = r3sin? ¢, kysytty integraali saadaan siis iteroituna

Sylinteri- . .

koordinaatit integraalina

Pallokoordinaatit

= /7T /TQSin¢(r3 sin® ¢)r dr | d¢

»=0 —0
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Esimerkki 3.M3

Vektorilaskenta 92 qi
2020 T4 sin ¢ 4
Lineaarikuvaus I — S1n ¢ r d/r. d¢
ja mitta Cb:O r=0
'Si:];oitus » T 5 2sin ¢ ,',.5
integraaliin .

— sin — | d
Napa- ¢_0 ¢ 5 ¢
koordinaatit _ r=0
Polaari T 32
Pinta-alkio = / —_— Sln8 ¢ d¢
Esimerkki 3.L1 ¢o=0 5
Esimerkki 3.L2 9
Esimerkki 3.1.3 64 7T/ . 8
Esimerkki 3.1L.4 — E S111 ¢ d¢
Esimerkki 3.L5 »=0
Esimerkki 3.M1 64 1 3 5 7 T
Esimerkki 3.M2 — . . e == —_
5 2 4 6 8 2
Lisdesimerkkeja — 77‘(‘/4
Sylinteri-
Lo e Lopussa kiytimme sinin symmetriaa (sin ¢ = sin(w — ¢)) ja
Pallokoordinaatit

kaava-arkin kaavaa integraalille [ /2 8in8 x da.
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Esimerkki 3.N4
Esimerkki 3.01
Esimerkki 3.02
Esimerkki 3.03
Esimerkki 3.04
Esimerkki 3.05
Esimerkki 3.06
Esimerkki 3.P1
Esimerkki 3.P2
Esimerkki 3.P3
Esimerkki 3.P4
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Esimerkki 3.N1

==

yektorilaskenta Selitéd, miksi napakoordinaattiyhtélo r(¢) = sin 2¢ vastaa

Lineaarikuvaus oheisen kuvan neliapilaa. Laske neliapilan yhden teralehden

ja mitta

. pinta-ala.
Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja
Esimerkki 3.N2
Esimerkki 3.N3
Esimerkki 3.N4
Esimerkki 3.01
Esimerkki 3.02
Esimerkki 3.03
Esimerkki 3.04
Esimerkki 3.05
Esimerkki 3.06
Esimerkki 3.P1
Esimerkki 3.P2
Esimerkki 3.P3
Esimerkki 3.P4

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit
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Esimerkki 3.N1

Esimerkki 3.N2

Esimerkki 3.N3
Esimerkki 3.N4
Esimerkki 3.01
Esimerkki 3.02
Esimerkki 3.03
Esimerkki 3.04
Esimerkki 3.05
Esimerkki 3.06
Esimerkki 3.P1
Esimerkki 3.P2
Esimerkki 3.P3
Esimerkki 3.P4

Sylinteri-
koordinaatit
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Esimerkki 3.N2

Kyseisen kayréin pisteitd (x,y) saadaan sijoittamalla
suuntakulman ¢ arvoja yhtaloihin

X = 1 Ccos¢@ = sin2¢ cos ¢

Yy = rsin ¢ = sin 2¢ sin ¢.

Kun tassd ¢ kasvaa 0 — /4, niin sin 2¢ kasvaa 0 — 1, eli
sektorissa ¢ € [0, w/4] kdyra véihitellen etdantyy origosta
etaisyydelle 1. Kun ¢ edelleen kasvaa 7/4 — /2, niin sin 2¢
vahenee 1 — 0. Sektorissa ¢ € [7/4,7/2] kiyra siis palaa
takaisin origoon kuvan mukaisesti.

Kun ¢ € |n/2, 7] funktio sin 2¢p muuttuu 0 — —1 — 0.
Erityisesti sen arvot ovat talla valilla negatiivisia. Yo. kaavat
tuottavatkin sitten 4. neljanneksessia muodoltaan samanlaisen
lehden. Kun ¢ kay léapi valin [0, 27| saadaan koko neliapila.
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Esimerkki 3.N3

;/gggor“%kema Olkoon L ensimmaisen neljanneksen teralehti. Sen koko
[ — reunakayréd saadaan, kun ¢ € [0, 7/2], ja joukossa L
ja mitta . . . . TR T . .
— 0 <r <sin2¢. Tama onkin raataloity Fubinin lauseen
ijoitus B . . .
integraaliin kayttoa varten napakoordinaateissa! Alueen L pinta-ala
S e saadaan siis integraalista.
oordinaatit
Lisdesimerkkeja .
Esimerkki 3.N1 77/2 Sin 2¢
Esimerkki 3.N2 ]. — T d?ﬂ d¢
L »=0 r=0
Esimerkki 3.N4 .
Esimerkki 3.01 77/2 st 2¢ 7’2
Esimerkki 3.02 — E— d¢
Esimerkki 3.03 »=0 |,—0
S 1
silmer 1 . .
Esimerkki 3.06 _ / 5 S111 2¢ d¢
Esimerkki 3.P1 gb:O

Esimerkki 3.P2
Esimerkki 3.P3
Esimerkki 3.P4

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit
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Esimerkki 3.N4

V kt 1 k t .o oo oo . _ . s b bR
Vektorilaskenta Kaytetaan kaavaa sin 2¢ = 2sin ¢ cos ¢. Integroitavaksi jaa

Lineaarikuvaus
ja mitta 1

5 sin? 2¢ = 2sin? ¢ cos® ¢ = 2sin’ ¢ — 2sin* ¢.

Sijoitus
integraaliin

Napa—' ' . 7'('/2 92 .
koordinaatit Kaava—arkln mUkaan fO S111™ U dSE‘ — 7T/4 Ja

Lisdesimerkkeja
Esimerkki 3.N1
Esimerkki 3.N2

foﬁ/ “sintx dx = 37 /16, joten vastaukseksi saadaan

Esimerkki 3.N3 T 37T T
AL)=2-— =2 — = —.
Esimerkki 3.01 4 ].6 8

Esimerkki 3.02
Esimerkki 3.03
Esimerkki 3.04
Esimerkki 3.05
Esimerkki 3.06
Esimerkki 3.P1
Esimerkki 3.P2
Esimerkki 3.P3
Esimerkki 3.P4

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit
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Esimerkki 3.01

Vektorilaskenta

Jout Tehtdva: Kuvasta ndemme (tai harjoitustehtdvana), etta
Lineaarikuvaus ellipsilld 2 + zy + y? = 3

ja mitta

Sijoitus L
integraaliin I

Napa- of
koordinaatit I

Lisdesimerkkeja N
Esimerkki 3.N1
Esimerkki 3.N2 ol
Esimerkki 3.N3
Esimerkki 3.N4
Esimerkki 3.02
Esimerkki 3.03
Esimerkki 3.04 i
Esimerkki 3.05 SBh
Esimerkki 3.06

Esimerkki 3.P1

2+

Esimerkki 3.P2 molemmat koordinaatit on rajattu vélille x,y € [—2, 2]. Néiin

Esimerkki 3.P3 . . e vt . 2

Dl 2 ollen ellipsin sisélla ja reunalla funktio z = z(x,y) =4 — x

Sylinteri- saa vain ei-negatiivisia arvoja, joten sen kuvaaja ellipsin
oordinaatl

R L sisaalueen paalla rajaa eraan kappaleen. Laske sen tilavuus.
allokoordinaatit
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Esimerkki 3.02

Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja
Esimerkki 3.N1
Esimerkki 3.N2
Esimerkki 3.N3
Esimerkki 3.N4
Esimerkki 3.01
Esimerkki 3.03
Esimerkki 3.04
Esimerkki 3.05
Esimerkki 3.06
Esimerkki 3.P1
Esimerkki 3.P2
Esimerkki 3.P3
Esimerkki 3.P4

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit
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Esimerkki 3.03

Yoxtortlaskenta Olkoon FE ellipsin sisdalue reunoineen. Kysytty tilavuus on

Lineaarikuvaus

ja mitta
V:/(4—:U2)da:dy.

Sijoitus E

integraaliin

Nz, . . . .

i On monta tapaa edetd. Yksi on yksinkertaistaa

Liséesimerkkeja integroimisalue helpommin kasiteltavaan muotoon.

Esi kki 3.N1 . . . . e 0o e .o .o .o

R Diagonalisoidaan ensin sen maarittelevd neliomuoto. Viime
simerkki 3.N2

Esimerkki 3.N3 viikolla nidimme, ettd muuttujien u = (z +y)/v/2 ja

Esimerkki 3.N4

Eeimerkki 3. 01 v = (x —y)/v2 avulla kirjoitettuna

Esimerkki 3.02

2 2 2 2
Esimerkki 3.04 £z —I_ ‘/’Uy —I_ y S 3 <~ 37,1/ —I_ v S 6
Esimerkki 3.05

Esimerkki 3.06 AR o . L o

Esimerkki 3.P1 Tassa L = (U/ —I_ /U)/\/§ Ja’ y T ('U; ,U)/\/ﬁ
Esimerkki 3.P2

Esimerkki 3.P3

Esimerkki 3.P4

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit
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Esimerkki 3.04

Vektorilaskenta oo e
2020 Nain ollen

Lineaarikuvaus
ja mitta a<$, y) _ det L ]_ ]_

SR N I
ir?czlgrlg,saliin (9(%, ’U) \/5 1 -1

Napa-
koordinaatit Jacobin determinantti on siis vakio —1, itseisarvoltaan 1. Jos

Lisdesimerkkeja . /. . . 2 2 o oo ..
R — merkitsemme E":lla ellipsin 3u® + v* = 6 sisaaluetta, niin

Esimerkki 3.N2 salmme

Esimerkki 3.N3 (u 1+ U)2
Esimerkki 3.N4 V — 4 -

Esimerkki 3.01 E 9
Esimerkki 3.02
Esimerkki 3.03

Skaalataan seuraavaksi ellipsi ympyraksi sijoituksella
Esimerkki 3.05 V3u = w. Tilléin u = w/v/3, joten du = dw/+/3, ja

Esimerkki 3.06
Esimerkki 3.P1

du dv.

Esimerkki 3.P2 1 w2 vWw '02

Esimerkki 3.P3 V — = 4 - — — — dw dv.
Esimerkki 3.P4 \/g ’U}2—|—’02§6 6 \/g 2

Sylinteri-

koordinaatit

Pallokoordinaatit
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L ﬁ-
"~ =« Esimerkki 3.05

Yoxtortlaskenta Lopuksi siirrytaan napakoordinaatteihin sijoituksella
Lineaarikuvaus = rcos¢, v = rsin ¢, v2 + w? = r2, jolloin

ja mitta . . . .
. O(v,w)/0(r, ¢) = r. Integroimisalue on vw-tason origokeskinen
1J01 us oo . . LX)

integraaliin ympyra, joten ¢ € [0, 27] muuttujan r arvosta riippumatta:
Napa-

koordinaatit

- .9 : 2
Lis‘élesime'rkkejél V — L /\/6 /2 4 _ 7/»2 w _|_ S ¢COS ¢ —|— S ¢ r d¢ d7
Esimerkki 3.N1 \/§ r—0 gb:O 2 \/g 6

Esimerkki 3.N2
Esimerkki 3.N3

Esimerkki 3.N4 Tassa sisaintegraaleina esiintyva trigonometriset integraalit
Esimerkki 3.01 .
Esimerkki 3.09 ovat tunnetusti

Esimerkki 3.03

Esimerkki 3.04 27 92 27 . 9 27 .

| costodo—n— [ sinods, [ singcosods =0,
Esimerkki 3.06 0 0 0

Esimerkki 3.P1

Esimerkki 3.P2

Esimerkki 3.P3

Esimerkki 3.P4

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit
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Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja
Esimerkki 3.N1
Esimerkki 3.N2
Esimerkki 3.N3
Esimerkki 3.N4
Esimerkki 3.01
Esimerkki 3.02
Esimerkki 3.03
Esimerkki 3.04
Esimerkki 3.05
Esimerkki 3.P1
Esimerkki 3.P2
Esimerkki 3.P3
Esimerkki 3.P4

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit

Esimerkki 3.06

Saadaan siis seuraava suoraviivainen ulompi integraali, joka
antaa vastaukseksi

1 Ve 273

V = — 7|8 — | dr = 6V3r.
\/g r=0 3

Jalkitarkastelu: Vaiheita oli useita, joten virheriskin
pienentamiseksi tehdaan lopuksi suuruusluokka-arvio. Ellipsin
puoliakselit olivat pituudeltaan a = v/6 ja b = /2, joten sen
ala on A = wab = w12 = 2v/3w. Jos siis sen pailla oleva
kappale olisikin lierio, jonka korkeus on A = 3, niin senkin
tilavuus olisi Vo = Ah = 6v/37. Kuvan perusteella on hyvin
uskottavaa, etta tarkasteltavan kappaleen “keskimaarainen
korkeus” on kolme. Saamamme vastaus on siis ainakin
jarkevaa suuruusluokkaa.
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Esimerkki 3.P1

S o vorilaskenta Perustellaan todennakoisyyslaskennassa usein tarvittava
Lineaarikuvaus epaoleellinen integraali

ja mitta

Sijoitus o0 5

integraaliin / e_m dr = ﬁ

Napa- — 00

koordinaatit

Liséesimerkkeja napakoordinaattien avulla.

Esimerkki 3.N1
Bsimerlld 3.N2 Ratkaisu: Olkoon M > 0 parametri (joka mychemmin — 00).
Esimerkki 3.N3

Esimerkki 3.N4 Merkltaan

Esimerkki 3.01

Esimerkki 3.02

Esimerkki 3.03 M / —x dr.

Esimerkki 3.04

Esimerkki 3.05

Esimerkki 3.06 Y(M)={(z,y) € R* | z° + y < MQ}
5
Esimerkki 3.P2 S(M) — {(Qj‘jy) - R ‘ ZC,y -~ [_M, M]}

Esimerkki 3.P3
Esimerkki 3.P4

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit
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Esimerkki 3.P2

Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus Vastaavasti S(M) on origokeskinen nelio, jonka sivun pituus

Téssa siis Y (M) on tason origokeskinen ympyrélevy, side M.

ja mitta

— on 2M.
Sijoitus

integraaliin Lahtokohtana on havainto, joka perustuu

Napa-
koordinaatit

‘vakion’siirtosaannon kayttoon ja Fubinin lauseeseen:

Lisdesimerkkeja

Esimerkki 3.N1 2 M —172 M 2
Esimerkki 3.N2 I(M) — € dflj € Y dy
Esimerkki 3.N3 rx=—M y=—M

Esimerkki 3.N4

Esimerkki 3.01 M — 2 M _y2

Esimerkki 3.02 — (& € dy dflj
Esimerkki 3.03 r=—M y:—M

Esimerkki 3.04
Esimerkki 3.05 M M —562 _y2

Esimerkki 3.06 — € (& dy dﬂ?
Esimerkki 3.P1 X M Y

Esimerkki 3.P2

. . (2 2
Es%merllzlli 2£i — / e (90 +y )dy dﬂ:‘
simerkki 3.

o (z,y)€S(M)
Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit
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Esimerkki 3.P3

L Koska funktio f(z,y) = e~ (@ +4%) 5 0 kaikkialla, ja
Pneaarikvans Y (M) C S(M) C Y(v/2M) saamme epiyhtaloketjun

Sijoitus B

integraaliin / f < / f < / f
oaselinaatit (2,y)€Y (M) (2,y) €S (M) (zy)€Y (VZM)
T Laskemme seuraavaksi napakoordinaattien avulla integraalin
Esimerkki 3.IN2 NQQ9 — _$2_y2 — —r? —

Esimerkki 3.N3 fY(M) f. Tassd f(SE‘, y) € € , dx dy = rdrdg. Alue

Eeimerkki 3.N4 Y (M) tulee kiytya lapi, kun 0 <r < M ja 0 < ¢ < 2. Siis

Esimerkki 3.01

Esimerkki 3.02 27T M 5

Esimerkki 3.03 / f _ / ,r.e_r d,r. d¢

Esimerkki 3.04

Esimerkki 3.05 Y(M) ¢=0Jr=0

Esimerkki 3.06 o | M 1 5

Esimerkki 3.P1 — <__€_r ) d¢

Esimerkki 3.P2 gb:O —0 2

5 "=

Esimerkki 3.P4 T 1 2 2
o —M o —M

Sylinteri- T / 5(]‘ — € ) d¢ _ ﬂ-(]‘ — € )

koordinaatit ¢:O

Pallokoordinaatit

39 / 55



Esimerkki 3.P4

Yoxtortlaskenta Tassa kaytimme maaraamatonta integraalia

Lineaarikuvaus 1

ja mitta —562 —332

Sijoitus /xe dx = _56 )

integraaliin

ot minké voi helposti tarkistaa derivoimalla ketjusddnnon avulla.
Lisiesimerkkeji Tuloksestamme seuraa, etta fy( ay S — ™ kun M — oo. Néin

Esimerkki 3.N1
Esimerkki 3.N2
Esimerkki 3.N3
Esimerkki 3.N4 lim I(M) — ﬁ
Esimerkki 3.01 M —o00

Esimerkki 3.02

Esimerkki 3.03

Esimerkki 3.04

Esimerkki 3.05

Esimerkki 3.06

Esimerkki 3.P1

Esimerkki 3.P2

Esimerkki 3.P3

Esimerkki 3.P4

Sylinteri-
koordinaatit

ollen Sandwich-periaatteen nojalla

Pallokoordinaatit
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Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

koordinaatit
Cylinder
Tilavuusalkio 1

Tilavuusalkio 2
Esimerkki 3.Q1
Esimerkki 3.Q2

Pallokoordinaatit

Sylinterikoordinaatit
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Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

Sylinteri-
koordinaatit

Tilavuusalkio 1

Tilavuusalkio 2
Esimerkki 3.Q1
Esimerkki 3.Q2

Pallokoordinaatit

Sylinterikoordinaatit

Sylinterikoordinaatteja (7, ¢, z) kiytettiessi avaruuden R?
pisteita parametrisoidaan siten, etta xy-koordinaatit
korvataan napakoordinaateilla, mutta z-koordinaatin
annetaan olla ennallaan. Koordinaatistonmuunnosfunktion

g(r,¢,z) = (rcos ¢, rsing, z)

Jacobin matriisiksi saadaan osittaisderivoimalla

cos¢ —rsing 0
Dg=| sing rcos¢p 0
0 0 1

Kehittamalla viimeisen vaakarivin mukaan saadaan Jacobin
determinantiksi 0(x,y, 2)/0(r, ¢, 2) =r
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Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

Sylinteri-
koordinaatit
Cylinder
Tilavuusalkio 2
Esimerkki 3.Q1
Esimerkki 3.Q2

Pallokoordinaatit

Tilavuusalkio 1

3-kertaisissa integraaleissa pinta-alkion Jacobin determinantin
visualisointina korvaa tilavuusalkio. Karteesisissa
koordinaateissa tilavuusalkio (=véli) on suorakulmainen
sarmio dV = dx dy dz, mika sylinterikoordinaateissa
korvautuu hieman vaaristyneella laatikolla, jonka sivut ovat
pituudeltaan dr,r do ja dz.

Demotehtéavéassa 111/3 ndimme, ettd napakoordinaatteja
kaytettaessa pinta-alkion sivut ovat toisiaan vastaan
kohtisuorassa. Sama patee siis sylinterikoordinaateille, joten
seuraavan kalvon tilavuusalkion mitta on

dV =rdrdodz.
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Tilavuusalkio 2

Vektorilaskenta
2020 Y

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

Sylinteri-
koordinaatit
Cylinder
Tilavuusalkio 1
Esimerkki 3.Q1
Esimerkki 3.Q2

Pallokoordinaatit X

44 / 55



]

Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

Sylinteri-
koordinaatit
Cylinder

Tilavuusalkio 1

Tilavuusalkio 2

Esimerkki 3.Q1

Esimerkki 3.Q2

Pallokoordinaatit

p e
PN

Esimerkki 3.Q1

Napa- tai sylinterikoordinaattien kaytto on usein indikoitu,
kun suure z? 4 y? esiintyy integroimisalueen méirittelyssa.

Tehtavéa: Laske funktion f(x,y,2) = y + 2 integraali yli alueen
A, jota rajaavat putkipinta z? 4+ y* = 1, taso z = 0 ja pinta
z =14 (2% +y?) /4

Ratkaisu: Kaytetaan sylinterikoordinaatteja. Selvasti
muuttujan z vaihteluvili on 0 < z < 1+ r?/4.
Kulmamuuttujaa ¢ ei rajaa mikaa, joten annetaan sen kayda
lapi véli [0, 27| (jotta koko alue A tulee kdytyéa lépi tarkalleen
kerran). Putki rajaa muuttujan r vaihteluvaliksi 0 < r < 1.
Integroitava funktio on sylinterikoordinaateissa

f(r,p,z) =y + 2z =z + rsin ¢.
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Esimerkki 3.Q2

Vektorilaskent ‘ : 1 ini ]
Yeltorilaskenta Kysytty integraali on siis Fubinin lauseen nojalla

Lineaarikuvaus

ja mitta 1—|—7“2/4
Sijoitus / f= / / / (z+ rsin¢)rdzdrdo
integraaliin o= r=0 Jz=

Napa—' ‘ 5 ]_
koordinaatit / / _|_ o _|_ - _|_ ,',.2 Sin ¢ + _,r4 Sin ¢) d,r. d¢
=0 Jr—0 2 4

Lisdesimerkkeja 32
Sylinteri- 23

koo?dinaatit / (— —|— S Sln ) d¢
=0

Cylinder 192 60

Tilavuusalkio 1
Tilavuusalkio 2 6].7T
Esimerkki 3.Q1 -

J6

Pallokoordinaatit
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Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

Pallokoordinaatit

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit

Pyoraysympyra
Pallo 1

Pallo 2
Tilavuusalkio
Esimerkki 3.R1
Esimerkki 3.R2
Esimerkki 3.R3
Esimerkki 3.R4

A7 / 55



Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit
Pallo 1

Pallo 2
Tilavuusalkio
Esimerkki 3.R1
Esimerkki 3.R2
Esimerkki 3.R3
Esimerkki 3.R4

Pyoraysympyra

Kun zz-tason piste (xg, z9), zg > 0, (tai 3-ulotteisessa
maailmassa ehké pikemminkin (xg, 0, z9)) pyorahtaa z-akselin
ympari, se piirtaa ympyran tasossa z = zg. Ympyralla ovat ne
pisteet, jotka ovat etaisyydella xg z-akselista. Jos ¢ on
kiertokulma, niin ko. pisteen koordinaatit ovat

(ZC, Y, Z) — (ZUO COS (/ba L0 sSin ¢7 ZO))

ja parametri ¢ € [0,27). Yhtd hyvin voidaan valita ¢ joltakin
muulta 27:n mittaiselta valilta, kuten napakoordinaattikulma
aina muulloinkin.
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Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit

Pyoraysympyra
Pallo 2
Tilavuusalkio
Esimerkki 3.R1
Esimerkki 3.R2
Esimerkki 3.R3
Esimerkki 3.R4

p e
PN

Pallokoordinaatit 1

Parametrisoitu kiyra z(0) = r sm@ ,2(0) =rcosf, 0 < Or
on rz-tason puoliympyria x? + 22 = 2, & > 0.

Kun 6 = 0 ollaan pohjoisnavalla (z, z) = (0,r), ja kun

0 = 7 ollaan eteldnavalla (z,z) = (O, —r).

Taman kayran pyorahtaessa z-akselin ympari syntyy
origokeskinen r-sateinen pallopinta, jolla

( .

xr = rsinfcoso,
{ y = rsinfsinog,
|z = rcosb.

Téssé ¢ on pallopinnan pituuspiiri (=meridiaani).
Pohjoiset pallonpuoliskolla 6 € [0, 7/2), paivantasaajalla

0 = /2, ja eteldisella pallonpuoliskolla 6 € (7 /2, 7).

Kun r € |0, 00), niin pallopinnat tayttavit koko avaruuden
R3.
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Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit

Pyoraysympyra
Pallo 1
Tilavuusalkio
Esimerkki 3.R1
Esimerkki 3.R2
Esimerkki 3.R3
Esimerkki 3.R4

Pallokoordinaatit 2

Kuvauksen (x,y, z) = g(r, 0, ¢) derivaatan matriisi on

sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing
sinfsin¢g rcosfsing  rsinfcosg
cos 6 —rsinf 0

Dg(r,0,¢) =

Kehittamalla tama alimman vaakarivin suhteen saadaan
Jacobin determinantiksi

a(x,y,z) 2
(0. 0) = r“sin6.

Pallokoordinaattien kaytto on jossain maarin indikoitu silloin,
kun suure

P2 — 22 42 4+ 22

ilmenee joko integroitavan funktion tai integroimisalueen
maarittelyssa.
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Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit

Pyoraysympyra
Pallo 1

Pallo 2

Esimerkki 3.R1
Esimerkki 3.R2
Esimerkki 3.R3
Esimerkki 3.R4

Tilavuusalkio

Pallokoordinaatiston tilavuusalkioksi tulee hieman vaaristynyt

suorakulmainen koppi, jonka sarmien pituudet ovat dr,

rsinfdo ja rdb.
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Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit

Pyoraysympyra
Pallo 1

Pallo 2
Tilavuusalkio
Esimerkki 3.R2
Esimerkki 3.R3
Esimerkki 3.R4

Esimerkki 3.R1

Tehtava: Erddn planeetan (pallomainen, side R) tiheys sen
pinnalla on pg. Planeetan painovoiman ansioista tiheampi
aines on painunut sen keskelle. Oletetaan, etta tiheys
planeetan sisalle mentaessa kasvaa lineaarisesti syvyyden
funktiona siten, etta planeetan keskipisteessa se on 3pg. Laske
planeetan massa.

Ratkaisu: Asetetaan origo planeetan keskipisteeseen.
Tehtavassa annettiin, etta tiheys riippuu vain etaisyydesta r

p=p(r)= A+ Br,

missd A, B ovat vakioita. Yhtéaloista p(0) = 3pg ja p(R) = pg
saadaan A = 3pg, B = —2p/R.
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Vektorilaskenta
2020

Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit

Pyoraysympyra
Pallo 1

Pallo 2
Tilavuusalkio
Esimerkki 3.R1
Esimerkki 3.R3
Esimerkki 3.R4

Esimerkki 3.R2

Keskipisteestd etiisyydelld r = /22 4+ y2 + 22 olevan
tilavuusalkion dV = dx dy dz massa on siten

2/ x2 + y? + 22

dm:p(\/x2—|—y2—|—22)dV:po(3— 7 ) dV.
Planeetan massa m saadaan laskemalla naméa yhteen
N 2 2
m:/ po(3 — Vaityttz )dx dy dz.
r2+y?+22<R? R

Tassa on ilmeistéa siirtya pallokoordinaatteihin, jolloin
Va2 +1y2+ 22 =rjadrdydz = r?sinfdrdfdo.
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Esimerkki 3.R3

Yektorilaskenta Nain ollen vastaukseksi saadaan

Lineaarikuvaus

;:Zlf: m = ,00/ / / (3 — —)fr sin 6 do df dr
i i r=0J60=0 J o=

integraaliin

Napa-
koordinaatit = 27 Pg / / (3 — —)7“ sin 6 df dr
r=0 J6=0

Lisdesimerkkeja
2r

Sylinteri-
koordinaatit =2 27T,00/ (3 — —)7“ dr
’]":0 R

Pallokoordinaatit

Pyoraysympyra R3 3
Pallo 1 =2-2mpo | — | = 27 R pg.
Pallo 2 2

Tilavuusalkio

Esimerkki 3.R1

Esimerkki 3.R2

Esimerkki 3.R3

Esimerkki 3.R4
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Lineaarikuvaus
ja mitta

Sijoitus
integraaliin

Napa-
koordinaatit

Lisdesimerkkeja

Sylinteri-
koordinaatit

Pallokoordinaatit

Pyoraysympyra
Pallo 1

Pallo 2
Tilavuusalkio
Esimerkki 3.R1
Esimerkki 3.R2
Esimerkki 3.R3

Esimerkki 3.R4

Esimerkki 3.R4

Jalkitarkastelu: Koska planeetan tilavuus on V = 47w R?/3,
niin sen keskiméaarainen tiheys on

m
Paverage — V — 3;00/2

Tamé on valilla (pg, 3pg), joten ainakin jossain maérin
jarkeva. Suuri osa planeetan tilavuudesta on lahella sen
pintaa, joten on luonnollista, etta tiheys pinnalla on
merkitsevampi kuin tiheys keskella.
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