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Yleista
Veltorilaskenta Sanotaan, ettd funktiolla f: A — R, A C R", on lokaali
i ——— minimi (vast. maksimi) pisteessd a = (a1, a9,...,a,) € A°, jos
—— 16ytyy sellainen r > 0, ettd f(a) < f(y) (vast. f(a) > f(y))
Befumerled 4 kaikille y € B(a,r),y # a. Oletetaan, ettd funktio f on

toinen dervaatia vihintddn luokkaa C# (eli kaikki sen toisen kertaluvun

Suunattu toinen  derivaatat ovat jatkuvia A:ssa).
derivaatta (2/2)
Tgaslliuia E1§ 2; m Tassa tapauksessa yhden muuttujan funktiolla
askuja (2/2
Esimerkki 4B.1 g; (SE‘Z) = f(al, ag, ..., Q5—1,Ljy Aj4+1, - - - ,an) on vastaava

Esimerkki 4B.2

, , lokaali dariarvo kohdassa x; = a,;. Lukiotietojen (tai
Esimerkki 4B.3

Nelibmmodoiata Analyysi I:n) perusteella talloin valttamétta derivaatta
Hessen muodon g;(az) = af/aajz (&) = 0.

lj.ytté . m  Sama paattely voidaan toistaa jokaisen koordinaatin
simerkkeji

ot osalta, eli voimme péételld, ettd V f(a) = (0,...,0).
diriarvoista Sanomme tallaista pistetta a funktion f kriittiseks:

pisteekst.
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Kertausta

Vektorilaskenta

Derivaatan (tai yleisemmin gradientin) havidminen pisteessa

Lokaaleista

dériarvoista ei takaa, etta kyseessa olisi lokaali aariarvokohta. Ehto on
valttamaton mutta ei riittava. Yhden muuttujan tapauksessa
Bsimerlii 44 kayttokelpoinen tyokalu lisatutkimuksiin saatiin kayttamalla
toinen derivaatta  toista derivaattaa:

(1/2)

o) m  Oletetaan, ettd (yhden muuttujan) funktion f(x)

EZiEEjZ 8; ;; derivaatta kohdassa = = x¢ havida, f'(xg) = 0. Talloin:
Esimerkki 4B.1 m Jos f’(xp) < 0, voimme péétella, ettd xy on lokaali
e B2 palsimikohta.

Nelibmmodoista m Jos f"(xp) > 0, voimme péétella, ettd xo on lokaali

E;;ffg muodon minimikohta.

I m Jos f’(zg) =0, emme voi paatelld mitdan.

Sidotuista Tavoitteenamme on yleistaa tama tyokalu usean muuttujan

aariarvoista

funktioille.
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Vektorilaskenta
Lokaaleista
aariarvoista
Yleista
Kertausta

Esimerkki 4A

Suunnattu
toinen derivaatta
(1/2)

Suunattu toinen
derivaatta (2/2)

Laskuja (1/2)
Laskuja (2/2)
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Esimerkki 4A

Tarkistetaan, ettd origo on funktion f(z,y) = 22 + 3zy + y?
kriittinen piste. Tutkitaan origon aariarvoluonnetta.

Ratkaisu: Osittaisderivoimalla naemme, etta

fz(z,y) =22+ 3y ja f,(x,y) = 3x + 2y molemmat havidvit
origossa. Nain ollen origo on kriittinen piste. Toinen
derivaatta f..(x,y) = 2 on positiivinen, joten funktiolla
g1(x) = f(x,0) on origossa lokaali minimi. Samoin toinen
derivaatta fyy(:n, y) = 2 on positiivinen origossa, joten myos
funktiolla go(y) = f(0,y) on origossa lokaali minimi.
Kuitenkin f(t, —t) = t2 — 3t? +t> = —t?, joten funktio f saa
mielivaltaisen lahella origoa myos negatiivisia arvoja. Suoralla
y = —x funktiolla f onkin origossa lokaali maksims. Nain
ollen origo ei ole lokaali minimikohta.
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. . Suunnattu toinen derivaatta (1/2)

Veltorilaskenta m Esimerkin 4A opetus on, ettei funktiolla f valttamatta ole
EE R lokaalia aariarvoa kriittisessa pisteessa a, vaikka kaikilla
e sellaisilla funktioilla, jotka saadaan rajoittamalla f a:n

4A kautta kulkevalle koordinaattiakselin suuntaiselle suoralle
E(fi/n;}n derivaatta olisikin lokaali aariarvo ko. kohdassa.

Suunattu toinen m  On nimittdin mahdollista, etta rajoittamalla f jollekin
ii;jjf:ta/(;/ 2 toiselle pisteen a kautta kulkevalle suoralle saadaankin
Ezf:;‘;i 15122 21 vastakkaisella tavalla kayttaytyva funktio.

Bl 4B 5 m Jos u=(up,us,...,uy,) on jokin nollasta eroava vektori,

LS B niin voimme rajoittaa funktion f u:n suuntaiselle suoralle:

Neliomuodoista

Hessen muodon

- g(t) = f(a+ tu),
Esimerkkeja
Sidotuista jolloin parametrin arvo t = 0 vastaa kriittista pistetta a.

aariarvoista

6 / 60



Suunattu toinen derivaatta (2/2)

Vektorilaskenta

m  Kutsumme derivattaa ¢”(t) funktion f suunnatuksi

Lokaaleista

adriarvoista toiseksi derivaataksi (vektorin u suuntaan) pisteessd a,
Yleista 2
Kertausta Duf(a)
Bsimerkki 4A m  Yhden muuttujan tapauksen kanssa analoginen tulos on
uunnattu
Eii/r;n derivaatta (todistus vaatii Taylorin sarjojen kayttoa, ja sivuutetaan
Suunattu toinen siksi): Oletetaan, ettd a on funktion f kriittinen piste.
derivaatta (2/2)
Laskuja (1/2) 0 Jos kaikki suunnatut toiset derivaatat D2 f(a), u # 0
Laskuja (2/2) o . o u ) )
Esimerkki 4B.1 ovat positiivisia, on a lokaali minimikohta.
Esimerkki 4B.2 . . . . 2
S 0 Jos kaikki suunnatut toiset derivaatat Dy f(a), u # 0,
Nieltneclefan ovat negatiivisia, on a lokaali maksimikohta.
Hleosen s [0 Jos suunnattujen toisten derivaattojen joukossa
ayttd . . Clee o .. e o
, esiintyy seka positiivisia etta negatiivisia, a on ns.
Esimerkkeja
S satulapiste, eika se talloin ole lainkaan lokaali

aariarvoista

aariarvokohta.

[0 Jos suunnattujen toisten derivaattojen on vain toista
etumerkkia ja lisiksi arvo nolla, emme voi sanoa
mitaan.
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Yleista
Kertausta

Esimerkki 4A
Suunnattu
toinen derivaatta
(1/2)

Suunattu toinen
derivaatta (2/2)

Laskuja (1/2)
Laskuja (2/2)
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Laskuja (1/2)

Johdetaan kaava suunnatulle toiselle derivaatalle kahden
muuttujan tapauksessa. Oletetaan, ettd f(x,y) on luokkaa
C?, ja ettd u = (u, us). Tilloin um suuntaan rajoitettu
funktio on

g(t) = f(wo + tur,yo + tug).

d
Koska %(SE‘O + tul) = u1 Ja %(yo -+ t’u,g) = U9, niin

ketjusaannon avulla saadaan

g (t) = folzo + tur, yo + tug)ur + fy(zo + tur, yo + tuz)us,

ja edellee ketjusaantoa viela kahdesti soveltaen
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Laskuja (2/2)

Vektorilaskenta

Lokaaleista

e G (1) = fea(mo + tur, yo + tus)u® + Jzy (0 + tur, yo + tug)uius
Yleista

Korausia + fya(zo + tur, yo + tug)ugur + fyy(wo + tur, yo + tuz)us.
Suunnattu

Eclﬁ/r;e)n derivaatta  Toiseksi suunnatuksi derivaataksi saadaan lopulta

Suunattu toinen
derivaatta (2/2)

2 2 2
Lot (1)2) Dy f(0,%0) = fea(To,y0)ul + 2 f2y(T0, Yo)uiuz + fyy (o, yo)us.
Laskuja (2/2)
Esimerkki 4B.1
Esimerkki 4B.2
Esimerkki 4B.3

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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Esimerkki 4B.1

Vektorilaskenta Maarataan funktion

Lokaaleista
aariarvoista

Yleista f(ajj y) p— ;(;‘3 —|— y3 — Baj‘y
Kertausta
Esimerkki 4A

Suunnattu kriittiset pisteet, ja selvitetddn niiden luonne (= lokaali

toinen derivaatta

(1/2) minimi/maksimi, satulapiste).
Suunattu toinen
derivaatta (2/2)

Laskuja (1/2)
Laskuja (2/2)
Esimerkki 4B.2 Vf(ib‘, y) — (3;52 — 3y, 3y2 — 3:13).

Esimerkki 4B.3

Ratkaisu: Osittaisderivoimalla saadaan

Neliomuodoista

Hosson o Kriittisissa pisteessa siis on voimassa yhtalot 2 = Y ja

kayttd y? = x. Sijoittamalla ensimméinen jilkimmiiseen saadaan

S yhtilo % = x, mistd ratkeaa z = 0 tai x = 1 (muut ratkaisut
Sidotuista . . . .
Aériarvoista eivit ole reaalisia).
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Yleista
Kertausta

Esimerkki 4A
Suunnattu
toinen derivaatta
(1/2)

Suunattu toinen
derivaatta (2/2)

Laskuja (1/2)
Laskuja (2/2)
Esimerkki 4B.1

Esimerkki 4B.2

Esimerkki 4B.3

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Esimerkki 4B.2

Kriittisiksi pisteiksi saadaan siis a; = (0,0) ja ag = (1, 1).
Tutkitaan suunnattuja toisia derivaattoja naissa pisteissa
tarkemmin. Olkoon u = (u1,u9) jokin nollasta eroava vektori.
Funktion f toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat

fazx — 6377 fazy — _37 fyy — 6y

Pisteessd a; = (0,0) saamme laskukaavamme perusteella
suunnatuksi toiseksi derivaataksi

D?f(0,0) =0 u® —2-3ujus + 0 - u5 = —6ujus.

Valinnalla u = (1/v/2,1/4/2) (normeerasin tdmén
yvksikkovektoriksi, mutta se ei ole vilttamétonta), saadaan
D2 f(a;) = —6(1/4/2)? = —3 < 0. Valinnalla

u = (1/v2, —1/v/2) puolestaan saadaan D2 f(a;) = 3 > 0.
Molemmat etumerki esiintyvat, joten a; on satulapiste.
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Esimerkki 4B.3

Vektorilaskenta

- Pisteessd ag = (1, 1) sitd vastoin fy,(a2) =6, fy(az) = —3 ja
okaaleista

diriarvoista fyy(az) = 6, joten suunnatuksi toiseksi derivaataksi tulee
Yleista
Kertausta
2 2 2
Esimerkki 4A D f(ag) = 6(u] — ugug + uj).
Suunnattu
toinen derivaatta

(1/2) Nelioksi taydentamalla

Suunattu toinen
derivaatta (2/2)

Laskuja (1/2) 9 2 2 1 1
Laskuja (2/2) U] —ULU2 + Uy = Uy — 2u1(_u2) +

Esimerkki 4B.1 2 4:
Esimerkki 4B.2 1 3 2

Z(u1—§u2) —|—4

3 ».

u%—i—4

Neliomuodoista

Hessen muodon

Naemme heti, ettd tama on aina > 0. Se on nolla sjvsk us = 0

kaytto
1
Esimerkkejé ja up — §u2 = 0, jolloin valttamatta (w1, us) on nollavektori.
Sidotuista
édiriarvoista Nain ollen D? f(a) > 0 kaikille u # (0,0). Voimme siis

paatella, etta piste as on lokaali minimikohta.
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Matriisiesitys 1

Matriisiesitys 2

Esimerkki 4C.1

Esimerkki 4D.1

Linista 1 . oo o
Esimerkki 4C.2 Neliomuodoista
Esimerkki 4C.3

Esimerkki 4D.2

Esimerkki 4D.3

Linista 2

Linista 3

Sylvester

Muistisdanto

Esimerkki 4C.4

Esimerkki 4D .4

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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Matriisiesitys 1

Vektorilaskenta Kuten lineaarialgebrassa neliomuoto
Lokaaleista
aariarvoista

n
Neliémuodoista Q(ZL‘ T T ) _ Z lii i T
1,2, -5 Tn ij i
Matriisiesitys 2 1,7=1
Esimerkki 4C.1
Esimerkki 4D.1
Linista 1
Esimerkki 4C.2
Esimerkki 4C.3 Q([L‘]J QL‘27 . 7:1;‘“) —
Esimerkki 4D.2

Esimerkki 4D.3 / a/ll a,12 a,ln \ / fljl \
a

Linists 2
Linists 3 21 a22 -+ Q2n )
Sylvester :(ZU]_, LYy . .. 7:677,)

Muistisaanto

Esimerkki 4C.4 K ) K )
il A10),d! nl1 Aan2 - 0ann Tn

Hessen muodon
kaytto

voidaan esittaa matriisikertolaskun avulla

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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Matriisiesitys 2

Vektorilaskent .o e .

ertoriiaskenta s Koska x;z; = x;z;, niin matriisit A, AT ja (4 + AT)/2
Lokaaleista . . ..
aériarvoista kaikki antavat saman neliomuodon.
Nelidmuodoista m Voidaan siis olettaa, ettd matriisi A on symmetrinen, eli
Matriisiesitys 1 T . 1 . ..
A= A" eli a;; = aj; kaikilla 7, j.

Esimerkki 4C.1

. m Lineaarialgebran tulosten perusteella tama on etu, silla

Linista 1 symmetristen reaalisten matriisien ominaisarvoteoria
Esimerkki 4C.2 d 11 . k co ee
Esimerkki 4C.3 saadaan talloin kayttoon.

Esimerkki 4D.2
Esimerkki 4D.3
Linista 2
Linista 3
Sylvester
Muistisdanto
Esimerkki 4C.4
Esimerkki 4D .4

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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Matriisiesitys 2

Vektorilaskent .o e .

ertoriiaskenta s Koska x;z; = x;z;, niin matriisit A, AT ja (4 + AT)/2
Lokaaleista . . ..
aériarvoista kaikki antavat saman neliomuodon.
Nelidmuodoista m Voidaan siis olettaa, ettd matriisi A on symmetrinen, eli
Matriisiesitys 1 T . 1 . ..
A= A" eli a;; = aj; kaikilla 7, j.

Esimerkki 4C.1

. m Lineaarialgebran tulosten perusteella tama on etu, silla

Linisté 1 symmetristen reaalisten matriisien ominaisarvoteoria
Esimerkki 4C.2 d H . k e ee

Hetheniie ACLS saadaan talloin kayttoon.

Esimertti 4D.2 m Algebran puhetapoja: Muoto = usean muuttujan

Esimerkki 4D.3 .. . . . )

Linisté 2 polynomi, jossa kaikkien termien kokonaisaste on sama.
Linista Nelibmuoto = muoto, jonka aste on kaksi.

Sylvester

Muistisaanto

Esimerkki 4C.4
Esimerkki 4D .4

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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Esimerkki 4C.1

Veltorilaskenta Tehtava: Esita neliomuoto

Lokaaleista

aariarvoista 9 9
Neliomuodoista Q(ZE, y) — 41‘ _|_ 4$y —l_ 4y

Matriisiesitys 1

Matriisiesitys 2 . ce e
symmetrisen 2 X 2-matriisin avulla.
Esimerkki 4D.1

Linistéa 1 )

Esimerkki 4C.2 Ratkaisu:

Esimerkki 4C.3

Esimerkki 4D.2

Eoimerkki 4D.3 Q) =(x o |+ 2 T,
Linisté 2 2 4
Linists 3

Sylvester v . .

Muistisiants mikéa voidaan tarkistaa suoraan laskemalla.
Esimerkki 4C.4

Esimerkki 4D .4

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Matriisiesitys 1
Matriisiesitys 2
Esimerkki 4C.1

Esimerkki 4D.1

Linista 1
Esimerkki 4C.2
Esimerkki 4C.3
Esimerkki 4D.2
Esimerkki 4D.3
Linista 2
Linista 3
Sylvester
Muistisdanto
Esimerkki 4C.4
Esimerkki 4D .4

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Esimerkki 4D.1

Samoin kolmen muuttujan neliomuoto
Q(z,y, 2) = z° + 3y* + 22° + 4oy + 2wz + dyz

saadaan matriisikertolaskusta

1 2 1 T
Q)= y 2| 23 2 ||y
1 2 2 z

Huomaa siis, ettd “sekatermit” (téssa 4xy, 2xz ja 4yz)

jaetaan kahtia symmetrisyyteen paasemiseksi. Tama on
EHDOTTOMAN VALTTAMATONTA.
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Matriisiesitys 1
Matriisiesitys 2
Esimerkki 4C.1
Esimerkki 4D.1

Esimerkki 4C.2
Esimerkki 4C.3
Esimerkki 4D.2
Esimerkki 4D.3
Linista 2
Linista 3
Sylvester
Muistisdanto
Esimerkki 4C.4
Esimerkki 4D .4

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Symmetrisista matriiseista 1

Oletetaan, ettd A on symmetrinen reaalinen n x n-matriisi.

Symmetrisen matriisin kaikki ominaisarvot A, Aa,. ...\,
ovat reaalisia.

Niiden joukossa voi olla monikertaisia ominaisarvoja,
mutta lineaarisesti riippumattomia ominaisvektoreita
l0ytyy aina riittava maara.

Symmetrinen matriisi on siis aina diagonalisoituva, eli on
olemassa sellainen matriisi P, ettd P~ AP on
diagonaalinen.

Lisaksi eri ominaisarvoihin kuuluvat ominaisvektorit ovat
aina ortogonaalisia, joten A:n ominaisvektoreista voidaan
muodostaa ortonormaali kanta.

Tama tarkoittaa sita, etta diagonalisoiva matriisi P

voidaan valita ortogonaaliseksi, eli sellaiseksi, jolle
p~t=pT
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Esimerkki 4C.2

Vektorilaskenta Maaraa matriisin

Lokaaleista
aariarvoista A - 4 2

Neliomuodoista 2 4
Matriisiesitys 1

gétriisliiéilyx ominaisarvot. Etsi vastaavat ominaisvektorit, ja muodosta
simer 1 .

Esimerkki 4D.1 niista R?:n ortonormaali kanta.

It St 1l

Ratkaisu: Ominaisarvopolynomi on
Esimerkki 4C.3

Esimerkki 4D.2

Esimerkki 4D.3 r— 4 —9
Linisté 2 det(zl — A) = 9 4
Linista 3 o L —
Sylvester

= (z—4)?—4=(z—6)(x—2).

Muistisdanto
Esimerkki 4C.4
Esimerkki 4D .4

Ominaisarvot ovat siis A\ = 6 ja Ay = 2.

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Matriisiesitys 1
Matriisiesitys 2
Esimerkki 4C.1
Esimerkki 4D.1
Linista 1

Esimerkki 4C.2

Esimerkki 4C.3

Esimerkki 4D.2
Esimerkki 4D.3
Linista 2
Linista 3
Sylvester
Muistisdanto
Esimerkki 4C.4
Esimerkki 4D .4

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Esimerkki 4C.3

Ominaisarvoon A\; = 6 kuuluvat ominaisvektorit ovat
yhtaloparin
4 2 T
—_g( 7
2 4 Yy Y
ratkaisut. Lineaarialgebran menetelmin nahdaan, etta tassa
tapauksessa ominaisvektorit ovat muotoa t(1,1), t € R
parametri. Yksikkovektori tasta saadaan, kun valitaan
= 1/+/2. Samoin nihdiin, etti ominaisarvoon Ay = 2

kuuluvat ominaisvektorit ovat muotoa ¢(1, —1).
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Esimerkki 4D.2

Vektorilaskenta Osoita, etta symmetrisen matriisin
Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista
Matriisiesitys 1 B -

Matriisiesitys 2
Esimerkki 4C.1
Esimerkki 4D.1
Linista 1 . . . . e . . . e ee e e
Hstanen i 455 ominaisarvoista yksi on negatiivinen ja kaksi positiivisia.
Esimerkki 4C.3

D A5 Ratkaisu: Talla kertaa ominaisarvopolynomiksi saadaan

Linista 2

mista 8 m(z) = det(x] — B) = 2° — 62% + 22 + 1.

Sylvester

L
DN W DN
N DN

Muistisaanto

Esimerkki 4C.4 Tassa m(—1) = -8 <0, m(0)=1>0,m(l) =—-2<0 ja

Esimerkki 4D .4

Hessen muodon m<6) — ].3 > 0,

kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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Esimerkki 4D.3

Vel;toj“aSkenta joten Bolzanon lauseen nojalla ominaisarvot A\; € (—1,0),
Lokaaleista . . .
iériarvoista Ao € (0,1) ja A3 € (1,6). Polynomin m(z) kuvaaja alla.
Neliomuodoista

Matriisiesitys 1
Matriisiesitys 2 B
Esimerkki 4C.1 sk
Esimerkki 4D.1

Linista 1 N
Esimerkki 4C.2

Esimerkki 4C.3

Esimerkki 4D.2

Linista 2

Linista 3

Sylvester

Muistisaanto
Esimerkki 4C.4
Esimerkki 4D .4

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

22 / 60



Symmetrisista matriiseista 2

Vielsionleslsontts Neliomuodon matriisin diagonalisointi selvittaa valittomasti,
Lokaaleista

sériarvoista onko kyseinen muoto positiividefiniitti, negatiividefiniitti,

Neliémuodoista semidefiniitti, indefiniitti.
Matriisiesitys 1

Matriisiesitys 2 m  Tehdaan muuttujanvaihto
Esimerkki 4C.1 /

[, T P

Esimerkki 4D.1 X = (xly ZCQ, s oo 73377,) — (5617 x27 e 7$n)P 9 missa P on
Linistd 1- diagonalisoiva matriisi.
Esimerkki 4C.2 .
Esimerkki 4C.3 m  Talloin

. . / /
Esimerkki 4D.2 Q(X) — XAXT — X PTA(X PT)T
Esimerkki 4D.3
— x'PT APX'T
Linista 3
Sylvester

= M + Aot o A,

Muistisaanto
Esimerkki 4C.4 T . . L . . .
Esimerkki 4D.4 koska P* AP on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot

Hessen muodon
Khoes ovat A1,..., \p.

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Matriisiesitys 1
Matriisiesitys 2
Esimerkki 4C.1
Esimerkki 4D.1
Linista 1
Esimerkki 4C.2
Esimerkki 4C.3
Esimerkki 4D.2
Esimerkki 4D.3
Linista 2
Sylvester
Muistisdanto
Esimerkki 4C.4
Esimerkki 4D .4

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Symmetrisista matriiseista 3

Tulos

Jos neliomuotoa vastaavan matriisin kaikki ominaisarvot
ovat positiivisia, niin muoto on positiividefiniitti.

Jos neliomuotoa vastaavan matriisin kaikki ominaisarvot
ovat negatiivisia, niin muoto on negatiividefiniitti.

Jos neliomuotoa vastaavan matriisin ominaisarvojen
merkit vaihtelevat, niin muoto on indefiniitti.

24 / 60



Sylvesterin kriteeri

Vektorilaskenta Ominaisarvojen madrdadminen (etenkin jos n > 2) on tyolasta,
Lokaaleista . . . . . .

aariarvoista joten tarvitaan yksinkertaisempi metodi.

Neliomuodoista

Matriisiesitys 1
Matriisiesitys 2

Esimerkki 4C.1 http://en.wikipedia.org/wiki/Sylvester’27s_criterion
Esimerkki 4D.1
Linista 1 Tulokset:

Esimerkki 4C.2
Esimerkki 4C.3

B D m  Matriisiin A liittyva neliomuoto on positiividefiniitti sjvsk

Esimerkki 4D.3 kaikki vasempaan ylanurkkaan rajautuvat k-riviset

Tt alideterminantit Ay, k = 1,2,...,n ovat positiivisia.

s Matriisiin A liittyvd nelibmuoto on negatiividefiniitti sjvsk
Esimerkki 4C.4 matriisin — A liittyva neliomuoto on positiividefiniitti.

Esimerkki 4D .4

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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)

=

p =

Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Matriisiesitys 1
Matriisiesitys 2
Esimerkki 4C.1
Esimerkki 4D.1
Linista 1

Esimerkki 4C.2
Esimerkki 4C.3
Esimerkki 4D.2
Esimerkki 4D.3
Linista 2

Linista 3

Sylvester

Esimerkki 4C.4
Esimerkki 4D .4

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Muistisaanto

Neliomuoto 2% + x5 + - - - + 22 on positiividefiniitti. Sité
vastaava matriisi on A = I. Identiteettimatriisin
vasemman ylakulman k£ X k-alideterminantit ovat kaikki
= +1.

Neliémuoto —xz% — x5 — - - - — 22 on negatiividefiniitti. Sité
vastaava matriisi on A = —1. Matriisin —/ vasemman
ylikulman k x k-alidetermiantti = (—1)F.
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Esimerkki 4C.4

Velshorilneliemin Aiemman perusteella neliomuoto

Lokaaleista

aariarvoista 9 9
Neliomuodoista Q(ZE, y) — 41‘ —|_ 4$y —l_ 4y

Matriisiesitys 1
Matriisiesitys 2 t . d ﬁ . tt . M tt .o
Esimerkki 4C.1 oIl positiividelniittl. auttujien

Esimerkki 4D.1

Linista 1 1 1 1

@)=l wb="gl wl g

Esimerkki 4D.2
Esimerkki 4D.3 r+7vy x— y)

Linistd 2 = ( ,
Linista 3 \/5 \/§

Sylvester

Muistisaanto

avulla kirjoitettuna se saa muodon Q’'(z',7’) = 62 + 2y'°.
Esimerkki 4D.4 Sylvesterin kriteeri antaa saman tuloksen, silla A1 =4 > 0 ja
phores eden Ay =12 > 0.

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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Esimerkki 4D .4

Vektorilaskenta NellomUOtO

Lokaaleista

aariarvoista 5 5 5

Neliomuodoista Q(SE‘, y? Z) — X _|_ 3y —l_ 2Z _|_ 4$y _|_ 2332 _|_ 4yZ

Matriisiesitys 1
Matriisiesitys 2

Eetmerkki AC 1 on indefiniitti, koska sen matriisilla on yksi negatiivinen ja
Benerled 0.1 kaksi positiivista ominaisarvoa. Sylvesterin kriteeri antaa
Linista 1

Esimerkki 4C.2 saman tuloksen. Ay =1>0, Ao =1-3—-2?=—1<0 (lukua

Esimerkki 4C.3
Esimerkki 4D.2
Esimerkki 4D.3
Linista 2
Linista 3
Sylvester

A3z ei edes tarvitse laskea).

Muistisaanto
Esimerkki 4C.4

Esimerkki 4D .4

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Hessen muoto

A&riarvokriteeri
Esimerkki 4E.1
Esimerkki 4E.2
Esimerkki 4E.3
Esimerkki 4E.4
Esimerkki 4E.5
Esimerkki 4E.6

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Hessen muodon kaytto
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

A&riarvokriteeri
Esimerkki 4E.1
Esimerkki 4E.2
Esimerkki 4E.3
Esimerkki 4E.4
Esimerkki 4E.5
Esimerkki 4E.6

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Hessen muoto

Oletetaan, etta A C R", f: A — R on toisen kertaluvun
derivaattoineen jatkuva, ja p € A° on funktion f kriittinen
piste. Neliomuotoa

H Z Z 8xzaxj )ajiajj

1=17=1

sanotaan funktion f Hessen muodoksi pisteessa p.
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Hessen muoto

Adariarvokriteeri

Esimerkki 4E.1
Esimerkki 4E.2
Esimerkki 4E.3
Esimerkki 4E.4
Esimerkki 4E.5
Esimerkki 4E.6

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Aariarvokriteeri

Edellisen kalvon tilanteessa:

Jos Hessen muoto H(f,p) on positiividefiniitti, niin p on
lokaali minimi.

Jos Hessen muoto H(f,p) on negatiividefiniitti, niin p on
lokaali maksimi.

Jos Hessen muoto on indefiniitti (molemmat etumerkit
esiintyvét), niin p on satulapiste.

Todistus vaatii sarjateorian/Taylorin polynomin alkeita, ja
kompaktisuustarkastelun. Sivuutetaan.

Heuristinen perustelu saadaan siita, ettd Hessen muodon
arvot ovat suunnattuja toisia derivaattoja. Jos ne ovat
kaikki positiivisia, meilla on syyta epailla l0ytaneemme
lokaalin minimin. Jos ne ovat kaikki negatiivisia,
lienemme lokaalissa maksimissa. Jos kumpikin etumerkki
esiintyy, olemme satulapisteessa
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Esimerkki 4E.1

Vektorilaskenta Maarataan funktion

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista f(ﬂ?, y) — 333 o 3‘/’6 o y2

Hessen muodon

kaytto oo . . . . .o e .o
S ——— kriittiset pisteet ja selvitetaan niiden luonne Hessen muotoa

Adriarvokriteeri tutkimalla. Funktion kuvaaja alla

Esimerkki 4E.2
Esimerkki 4E.3 N
Esimerkki 4E.4
Esimerkki 4E.5
Esimerkki 4E.6

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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p =

Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Hessen muoto

A&riarvokriteeri
Esimerkki 4E.1
Esimerkki 4E.3
Esimerkki 4E.4
Esimerkki 4E.5
Esimerkki 4E.6

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

_ .-.;: Esimerkki 4E.2

Ratkaisu: Gradientti

havidaa kriittisissa pisteissd p; = (1,0) ja p2 = (—1,0).
Katsotaan milta funktio f(x,y) ndyttda pisteen p; ldhistolla.
Olkoon x =1+ h jay =k, jolloin h = 0,k =~ 0. Nyt

f(14+h k)= -2+ (3R* — k*) + h°.

Téssd ensimmaéisen asteen termejé ei ndy (lineaarinen
derivaatta havida kriittisessa pisteesséd). Toisen asteen termit
3h? — k? vastaavat Hessen nelidmuotoa (ddriarvotarkastelussa
merkittdvid nyt kun lineaarisia termejé ei ole).
Korkeampiasteiset ovat pienta pihinaa.
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Hessen muoto

A&riarvokriteeri
Esimerkki 4E.1
Esimerkki 4E.2
Esimerkki 4E.4
Esimerkki 4E.5
Esimerkki 4E.6

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Esimerkki 4E.3

Osittaisderivaatat ovat fi; = 6x, fzy = 0, fy,y = —2, joten
Hessen matriisi pisteessa p; on

6 0
H(fapl): 0 —9 )

mista ottamalla huomioon tekija 2 saadaan juuri
laskemallakin saatu 3h? — k?. Seuraavalla kalvolla on funktion
kuvaaja seka sita pisteessa p; peesaavan toisen asteen
polynomin

gz, y) = =2+ 3(x —1)* — ¢

kuvaajat.
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Esimerkki 4E.4

V k 1 k . oo . . hig 5
cxrortiaskenta Muoto 3h? — k? on indefiniitti, joten kyseessd on satulapiste

Lokaaleista

aariarvoista

Neliomuodoista ’

Hessen muodon
kaytto

Hessen muoto

A&riarvokriteeri
Esimerkki 4E.1 z
Esimerkki 4E.2
Esimerkki 4E.3
Esimerkki 4E.5
Esimerkki 4E.6

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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Esimerkki 4E.5

Vektorilaskenta

Toisessa kriittisessé pisteessd po = (—1,0) sitd vastoin
Lokaaleista
dariarvoista Saalnlne

Neliomuodoista f(_l _|_ h) k.) - 2 o <3h2 _|_ k‘2) _|_ h3
Hessen muodon

kaytto
Hessen muoto

vastaten Hessen matriisia

A&riarvokriteeri

Esimerkki 4E.1 _6 O
Esimerkki 4E.2 H(f, p2) — ,
Esimerkki 4E.3 O _2
Esimerkki 4E.4

Esimerkki 4E.5

Esimerkki 4E.6

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista
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Esimerkki 4E.6

==

‘L/eitoj“_aikema Muoto —3h? — k? on negatiividefiniitti, joten py on lokaali
OKaalelsta

aariarvoista maksimi. Ohessa funktion ja toisen asteen polynomin
Neliomuodoista g(x7 y) — 9 — S(CU + ]_)2 — y2 kuvaajat.

Hessen muodon
kaytto

Hessen muoto

A&riarvokriteeri
Esimerkki 4E.1
Esimerkki 4E.2
Esimerkki 4E.3
Esimerkki 4E.4

/

SN
'8’;";‘,'4
XX
S
/i

¢

()
w.-

Y
i
b)

Esimerkki 4E.5 ‘Q/‘"A
Esimerkki 4E.6 1
Esimerkkeja

Sidotuista

aariarvoista
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Esimerkki 4F.1
Esimerkki 4F.2 ° oo
Esimerkki 4F.3 ESlmerkkeJa
Esimerkki 4G.1
Esimerkki 4G.2
Esimerkki 4G.3
Esimerkki 4G .4

Sidotuista
aariarvoista
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Esimerkki 4F.1

Vektorilask . 1a 1
Jestorusents Ohessa funktion f(z,y) = 2° +y° — 3zy kuvaaja ja
OKaalelsta
4iriarvoista vahvistettuna kayra, jossa se arvon nolla (Vrt. Esimerkki 6B).
Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Esimerkki 4F.2
Esimerkki 4F.3
Esimerkki 4G.1
Esimerkki 4G.2
Esimerkki 4G.3
Esimerkki 4G .4

Sidotuista
aariarvoista
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Esimerkki 4F.2

Vesionlieal e Esimerkissa 6B selvitimme funktion f kriittiset pisteet. Ne
Lokaaleista . .

Afiriarvoista ovat p1 = (0,0) ja po = (1,1). Toisen kertaluvun
Nelismuodoista derivaattojen avulla saadaan Hessen matriisiksi

Hessen muodon

kaytto

Esimerkkeji Hf(.flj, y) — f:ca: fxy _ 6r —3

smerkk 4F'.1 fyx fyy —3 6y

Esimerkki 4F.3

Esimerkki 4G.1 Pisteessa p; = (0,0) saadaan Ay = 0, Ay = —9. Hessen muoto
Esimerkki 4G.2 e e e . v e ce, . .

Esimerkki 4G.3 ei tassa pisteessa siis ole definiitti. Ominaisarvot

Esimerkldi 4G.4 A1 = 3, Ao = —3 kertovat, etta kyseessa on satulapiste.

Sidotuista
aariarvoista
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Esimerkki 4F.1
Esimerkki 4F.2
Esimerkki 4G.1
Esimerkki 4G.2
Esimerkki 4G.3
Esimerkki 4G .4

Sidotuista
aariarvoista

Esimerkki 4F.3

Pisteessa po = (1, 1) sitd vastoin

6 -3
Hp(1,1)={ S
Niin ollen tésséi pisteessd A; = 6 ja Ay = 62 — (—3)? = 27,
joten Hessen muoto on positiividefiniitti, ja kyseessa on
lokaali minimikohta.
Kuvaajan perusteella nollakohtakayran itseleikkauspisteen
lahistolla funktio saa kummankin merkkisia arvoja. Sita
vastoin piste p2 on silmukan rajaaman kuopan pohjalla.
Nama tukevat laskumme tuloksia.
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Esimerkki 4F.1
Esimerkki 4F.2
Esimerkki 4F.3
Esimerkki 4G.2
Esimerkki 4G.3
Esimerkki 4G .4

Sidotuista
aariarvoista

Esimerkki 4G.1

Tehtava: Etsi funktion
f(x) y’ z) — (ZC — y _I_ 2z)6_(x2+2y2+222)/7
kriittiset pisteet, ja selvita niiden luonne.

Ratkaisu: Funktion gradientti on

vf — 6—(:62—|—2y2—|—22:2)/7(1 L %x(x — 1+ 22:)7

4 4
—1——y(a:—y—l—Zz),Z—?z(x—y—l—Zz)).

7

Jos tassa esiintyva tekija u = x — y + 2z haviaa, niin
gradientti # 0.
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Esimerkki 4G.2

==

Veltorilaskenta Koska eksponenttifunktio # 0, niin saadaan siis x = 7/(2u),

Lokaaleista

dériarvoista y=—7/(4u) ja z =7/(2u), eli z = z ja y = —z/2. T&lléin
Nelismuodoista u =1z —y+ 2z = 7z/2. Niin saadaan

E;;:fél muodon 7 7 1

Esimerkkeja = = ——F = —,

Esimerkki 4F.1 27,[, 2(7Z/2) Z

Esimerkki 4F.2

Esi kki 4F.3 . coy g o . .o
B e josta ratkeaa z = 1. Kriittiset pisteet ovat siis

— _ - _(_ B
Esimerkki . P1 (1’ 1/2’ 1) Ja P2 ( L, 1/27 1)'
Esimerkki 4G .4

Sidotuista
aariarvoista
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Esimerkki 4G.3

Vektorilaskenta

Hessen matriisiksi pisteessé (x,y, z) saadaan

Lokaaleista
aariarvoista

e~ (22 +2y2+222)/7

Neliomuodoista

H =

Hessen muodon 49

kaytto

Esimerlkeji A3 — dyx? + 8zx? — 420 + 14y — 282
Esimerkki 4F.1 2 2

Boimerkh AF 2 Syx* — 8y“x + 16yzx + 14z — 28y
Esimerkki 4F.3 8zx2 + 162°%x — Syzx — 28x — 282
Esimerkki 4G.1

ikl 0.2 Syx? — 8y*x + 16yzx + 14z — 28y

T ——— T —169y3 + 16zy* + 322y> + 84y — 28z — 562
Sidotuista —162y? + 322°%y + 1622y — 56y + 282

aariarvoista

8zx° + 162°x — Syzx — 28x — 28%
—162y? + 322°%y + 1622y — 56y + 28%
3223 + 1622° — 16y22 — 168z — 28z + 28y
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Esimerkki 4F.1
Esimerkki 4F.2
Esimerkki 4F.3
Esimerkki 4G.1
Esimerkki 4G.2
Esimerkki 4G.3

Esimerkki 4G .4

Sidotuista
aariarvoista

Esimerkki 4G.4

Kriittisissa pisteissa saadaan

2 -9 2 —4
- 2 —16 4 | =—H(ps)
4 4 —22

H(p1) =

Unohdetaan positiivinen vakiotekija edesta, jolloin pisteessa
p2 saadaan A; =9 > 0, A2:9-16—22:140>0ja

Az = det(H (p2)) = 2744 > 0. Néin ollen Sylvesterin kriteetin
nojalla H(p2) on positiividefiniitti, ja po siis lokaali
minimikohta. Selvésti nyt H(p1) = —H (p2) on
negatiividefiniitti, ja p; siis lokaali maksimikohta.
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

aariarvoista
Tehtavatyyppi
Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Esimerkki 4H.1
Esimerkki 4H.2
Esimerkki 4H.3
Esimerkki 4H.4
Muunnelmia
Esimerkki 4I.1
Esimerkki 41.2
Esimerkki 4I1.3
Esimerkki 4.4
Esimerkki 41.5
Esimerkki 4I.6

Sidotuista

aarl

arvoista
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Tehtavatyyppi

Vektorilaskenta

m  Piste (z,y) sidottu saamaan arvoja R? osajoukosta IV,

Lokaaleista . r>1 .

dériarvoista joka muodostuu C"="-luokan funktion G(x,y)
Neliémuodoista nouakohdista.

H d . . . . .
s s Kysymys: Etsi suurin/pienin C"2!-luokan funktion
Esimerkkejé f: N — R (=tavoitefunktio) joukossa N saamista
Sidotuista arvoista

aariarvoista ’

m Piste p € N on sidottu (lokaali) aédriarvokohta, jos

Filosofiaa 1 . . . t t e ee 1 k 1_ . t t
P suurin/pienin arvo saavutetaan siinéd (lokaali= rajoitutaan

Esimerkki 4H.1 joukkoon N NU, missa U on p:n ympéristo).
Esimerkki 4H.2

Esimerkki 4H.3
Esimerkki 4H.4
Muunnelmia

Esimerkki 41.1
Esimerkki 41.2
Esimerkki 4I1.3
Esimerkki 4.4
Esimerkki 4I1.5
Esimerkki 4I1.6
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Tehtavatyyppi

Filosofiaa 1

Filosofiaa 2
Esimerkki 4H.1
Esimerkki 4H.2
Esimerkki 4H.3
Esimerkki 4H.4
Muunnelmia
Esimerkki 41.1
Esimerkki 41.2
Esimerkki 4I.3
Esimerkki 4.4
Esimerkki 4I1.5
Esimerkki 4I1.6

Filosofiaa 1

Jos p € NN, niin joukossa voidaan liikkua p:n lahella pitkin
G(z,y):n tasa-arvokayrad. Muistamme, ettd kun
gradientti VG (p) # (0,0), niin gradientti on kohtisuorassa
tasa-arvokayraa vastaan. Tarkempi todistus talle
edellyttaa implisiittifunktiolausetta, ja sivuutetaan.
Lokaalissa sidotussa aariarvokohdassa on suunnatun
derivaatan Dy f(p) havittava niissd suunnissa u joihin
joukossa N voidaan liikkua.

On siis oltava V f(p) L u kaikilla vektoreilla u 1. VG(p).
Kunhan VG(p) # (0,0) tdmaé tarkoittaa sité, etta
lokaalissa sidotussa aariarvokohdassa p on gradienttien
Vf(p) ja VG(p) oltava yhdensuuntaisia.
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Tehtavatyyppi
Filosofiaa 1

Filosofiaa 2

Esimerkki 4H.1
Esimerkki 4H.2
Esimerkki 4H.3
Esimerkki 4H.4
Muunnelmia

Esimerkki 4I.1
Esimerkki 41.2
Esimerkki 4I1.3
Esimerkki 4.4
Esimerkki 4I1.5
Esimerkki 4I.6

Filosofiaa 2

Gradienttien yhdensuuntaisuus ei takaa, etta kyseessa on
(lokaali) sidottu ddriarvo. Tilanne analoginen derivaatan
nollakohdan kanssa.

Tehtava voidaan kuitenkin ratkaista talla tekniikalla, jos
naemme etta joukko N on kompakti.

Jatkuvana funktiona f saavuttaa kompaktissa joukossa
suurimman ja pienimman arvonsa.

Edellisen kalvon tarkastelun perusteella suurin/pienin
arvo voidaan saavuttaa vain joko sellaisessa pisteessa p,
jolle VG(p) | V f(p) tai jolle VG(p) = (0,0) (tai pisteessa,
jossa f ei ole differentioituva).

Joten suunnitelmaksi tulee: 1) Maarda edellisessa
kohdasssa kuvaillut ns. kandidaattipisteet. Naita 1oytyy
tyypillisesti vain aérellisen monta. 2) Laske
tavoitefunktion f arvot néissa pisteissa ja etsi niiden
joukosta suurin ja pienin.
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Tehtavatyyppi
Filosofiaa 1
Filosofiaa 2

Esimerkki 4H.1

Esimerkki 4H.2
Esimerkki 4H.3
Esimerkki 4H.4
Muunnelmia

Esimerkki 41.1
Esimerkki 41.2
Esimerkki 4I1.3
Esimerkki 4.4
Esimerkki 4I1.5
Esimerkki 4I.6

Esimerkki 4H.1

Tehtava: Missa kayran
E = {(z,y) € R*| 22 + 52y + 5y* = 30}

pisteessa funktio f(x,y) = x + y saavuttaa suurimman
arvonsa?’

Ratkaisu: Koska voimme kirjoittaa kayran F yhtalon
muodossa 3

L2 2

— —z° = 30

)Tt ’

ndemme, ettd luvut |y + | ja || ovat kéyrélld rajoitettuja.
Téamén seurauksena sama koskee koordinaatteja |y| ja |z, ja
nain ollen E on rajoitettu joukko. Koska FE on suljettu, se on
kompakti. Nain ollen suurin arvo saavutetaan jossakin kayran
E pisteessa.

5(y +
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Esimerkki 4H.2

Velsoleslioue Tavotefunktion f gradientti on V f(z,y) = (1,1).

Lokaaleista

T Side-ehtofunktion G(z,y) = 22° + Sxy + 5y* — 30 gradientti
Nelismuodoista on VG(z,y) = (4x + by, 5x + 10y). Gradienttien

Hessen muodon

Ky 165 yhdensuuntaisuus tarkoittaa, etta vektoriyhtalo

Esimerkkeja

Sidotuista (]., ].) — )\(45(3 + 5y, Sx -+ ].O:g)

aariarvoista

Tehtavatyyppi . . . .
Filosofiaa. 1 toteutuu jollakin kertoimella A € R (ns. Lagrangen kerroin).

[rlosofian 2 Ratkaisemalla kummastakin komponentista luku 1/ saadaan
Esimerkki 4H.1

Esimerkki 4H.3 1

Esimerkki 4H.4 dxr 4+ by = — = d5x + 10y.
Muunnelmia )\

Esimerkki 41.1

Esimerkki 41.2 Nain ollen yhtalo 4x 4 5y = dx + 10y on voimassa. Tasta
Esimerkki 41.3 d tk . 11 L 5
Eeimerkli AT 4 saadaan ratkaisemalla z = —5y.

Esimerkki 41.5
Esimerkki 41.6
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" .+ Esimerkki 4H.3

Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Tehtavatyyppi
Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Esimerkki 4H.1
Esimerkki 4H.2

Esimerkki 4H.3

Esimerkki 4H.4
Muunnelmia

Esimerkki 41.1
Esimerkki 41.2
Esimerkki 4I.3
Esimerkki 4.4
Esimerkki 4I1.5
Esimerkki 4I1.6

Sijoittamalla tamé side-ehtoon saadaan
0 = G(—5y,y) = 50y? — 25y° + 5y — 30 = 30y” — 30,

josta ratkeaa y = +1. Kandidaatteja sidotuiksi
aariarvokohdiksi ovat siis pisteet P, = (5, —1) ja P, = (=5, 1).
Laskemalla saadaan f(P;) =4 ja f(FP») = —4, joten
vastaukseksi saadaan, etta funktio f saa suurimman arvonsa
kayralla F pisteessd (5, —1). Seuraavalla kalvolla on kuva
kdyrasta F sekd gradienttien VG (punainen) ja V f
vektorikentistd kéayralla E (edellinen lyhyemmaéksi
skaalattuna). Naemme, etta pisteistd P; ja Po ldhtevét
punainen ja musta vektori ovat yhdensuuntaisia.
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ﬁ Esimerkki 4H.4

Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Tehtavatyyppi
Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Esimerkki 4H.1
Esimerkki 4H.2
Esimerkki 4H.3
Muunnelmia
Esimerkki 4I.1
Esimerkki 41.2
Esimerkki 4I.3
Esimerkki 4.4
Esimerkki 4I1.5
Esimerkki 4I.6
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

p =

- = Muunnelmia

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Tehtavatyyppi
Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Esimerkki 4H.1
Esimerkki 4H.2
Esimerkki 4H.3
Esimerkki 4H.4

Muunnelmia

Esimerkki 4I.1
Esimerkki 41.2
Esimerkki 4I1.3
Esimerkki 4I1.4
Esimerkki 4I1.5
Esimerkki 4I.6

Yhden side-ehdon tapauksessa tekniikka on sama
useammassa dimensiossa jolloin N C R™, n > 2: lokaalissa
sidotussa aariarvokohdassa joko VG = 0 tai VG ja V f
ovat yhdensuuntaisia.

Usean side-ehdon tapauksessa Lagrangen kertoimia tulee
useita (ks. moniste).

Jos tehtdvini on etsii C'='-luokan funktion f suurin arvo
kompaktissa joukossa, jonka reuna voidaan kuvata
side-ehtojen avulla, niin tiedetaan, etta suurin ja pienin
arvo saavutetaan jossakin. Nain ollen riittaa etsia
kandidaattipisteet. Sisdosassa sellaisia ovat funktion f
kriittiset pisteet, reunalla taas sidottuun
aariarvo-ongelmaan liittyvat kandidaattipisteet.
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Esimerkki 41.1

Vektorilaskenta

R Olkoon S epayhtalon x > —1/2 origokeskisestéa V/2-séiteisesté
saulaelas ympyralevysta rajaama alue

Neliomuodoista

Hessen muodon S _ {(ZC,y) c R2 | T Z _1/2’1,2 + y2 S 2}

kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Tehtavatyyppi
Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Esimerkki 4H.1
Esimerkki 4H.2
Esimerkki 4H.3
Esimerkki 4H.4
Muunnelmia
Esimerkki 41.2
Esimerkki 4I1.3
Esimerkki 4.4
Esimerkki 41.5
Esimerkki 4I.6
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Tehtavatyyppi
Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Esimerkki 4H.1
Esimerkki 4H.2
Esimerkki 4H.3
Esimerkki 4H.4
Muunnelmia
Esimerkki 4I.1

Esimerkki 41.2

Esimerkki 4I1.3
Esimerkki 4.4
Esimerkki 41.5
Esimerkki 4I.6

Esimerkki 41.2

Tehtavi: Etsi funktion f(z,y) = 3 — (2 + zy + y*) joukossa S
saamista arvoista suurin ja pienin.

Ratkaisu: Joukko .S on selvasti kompakti, joten suurin ja
pienin arvo saavutetaan jossakin. Haetaan kandidaattipisteita.

Maarataan ensin funktion f mahdolliset kriittiset pisteet.
Osittaisderivaatat ovat f; = -2z —y ja f, = —x — 2y.
Helposti nahdaan, etta origo on ainoa piste, jossa f; = f, = 0.
Koska origo kuuluu joukkoon S, se on eras kandidaateista

Py = (0,0). Toteamme, etta f(P) = 3.
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Esimerkki 41.3

Veltorilaskenta Maksimi/minimi voidaan saavuttaa myos alueen S reunalla.
Lokaaleista ceqq oo o . . ceee o o e
dériarvoista Talloin ratkaistavanamme on sidottu aariarvotehtava.
Neliomuodoista

by eden Osa reunasta on suoralla C; : © = —1/2. Reunaa ovat suoran
T ja ympyré leikkauspisteiden (—1/2, 4+1/7/2) viliin jéévé osa.
Sidotuista

aariarvoista 211 . 2 2

R T —— Loput reunasta ovat ympyralla Cs : x° + y* = 2.

Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Esimerkki 4H.1
Esimerkki 4H.2
Esimerkki 4H.3
Esimerkki 4H.4
Muunnelmia
Esimerkki 4I.1
Esimerkki 41.2
Esimerkki 4.4
Esimerkki 41.5
Esimerkki 4I.6
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Esimerkki 41.4

Vektorilaskenta Suoralla (1 saa funktio arvoja
Lokaaleista
aariarvoista

Nelidmuodoista h(y) — f(ZU, y) — f<_1/27 y) — 11/4 T y/2 - 927

Hessen muodon
kaytto

mita on turha kasitella sidottuna aariarvotehtavana vaan

SZZTQ:J& pikemminkin suljetulla valilla jatkuvan yhden muuttujan
aériarvoista funktion aariarvotehtavana.

Tehtavatyyppi

Filosofiaa 1

Filosofiaa 2 Derivaatta dh/dy = 1/2 — 2y = 0 sjvsk y = 1/4. Saamme

Esimerkki 4H.1

Esimerkki 4H.2 kandidaattipisteen P, = (—1/2,1/4), jossa f(P>) = 45/16 < 3.
Fstmericict 413 Koska y € [—v/7/2,/7/2], saamme my6s kandidaattipisteet

Esimerkki 4H.4

Muunnelmia (vilin padtepisteet) Py = (—1/2, —/7/2) ja

pomend 2 Pa=(=1/2,v7/2). Niille f(P3) =1—/7/4 ja
Esimerkki 41.3 f(Py) =14 +/7/4. Toteamme, ettd 0 < f(P3) < 1 ja

Esimerkki 4I.5 ]- < f<P4) < 2

Esimerkki 41.6
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- = Esimerkki 41.5

Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Tehtavatyyppi
Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Esimerkki 4H.1
Esimerkki 4H.2
Esimerkki 4H.3
Esimerkki 4H.4
Muunnelmia
Esimerkki 4I.1
Esimerkki 41.2
Esimerkki 4I1.3
Esimerkki 4.4

Esimerkki 41.5

Esimerkki 41.6

Kayralla (5 ratkaisemme sidotun aariarvotehtavan, jossa
side-ehtona on ¢(x,y) = 22 +y* — 2 = 0. Nyt Vo = (27, 2y) ja
Vf=(-2x—y,—z — 2y). Nama gradientit ovat
yhdensuuntaisia sjvsk

—(2x +y)2y = —22(x + 2y) < z° = y°.

Ottamalla huomioon side-ehto z? + y? = 2, saadaan

r? = y? = 1. Téstéd saadaan kandidaattipisteet P5 = (1,1),
P6 = (1, —1), P7 — (—1, 1) ja Pg — (—1, —1). Naista P7 ja Pg
eiviat kuulu joukkoon S, joten riittdé laskea f(P5) =0 ja
f(Ps) = 2.

Vastaukseksi saamme, etta suurin joukossa S saaduista
arvoista on f(0,0) = 3 ja pienin on f(1,1) =0
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Vektorilaskenta

Lokaaleista
aariarvoista

Neliomuodoista

Hessen muodon
kaytto

Esimerkkeja

Sidotuista
aariarvoista

Tehtavatyyppi
Filosofiaa 1
Filosofiaa 2
Esimerkki 4H.1
Esimerkki 4H.2
Esimerkki 4H.3
Esimerkki 4H.4
Muunnelmia
Esimerkki 4I.1
Esimerkki 41.2
Esimerkki 4I1.3
Esimerkki 4.4
Esimerkki 4I.5

Esimerkki 41.6

Esimerkki 41.6
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