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Esimerkki 5A.4
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Kayrista
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p ‘=
. Jarkeva kayra

Veltorilaskenta Luennolla kohtaamistamme syista keskitymme kayriin

Kayrista o . n s co g ee  es

v =(V1,7%2,---,7n) : la,b] = R™ jotka ovat riittdvin

Tangentti (1/2) saannollisia, eli

Tangentti (2/2)

Beimerkdd 541 m Vili [a, b] voidaan jakaa &déarelliseen moneen osavéliin siten,
simer 1 .

Esimerkki 5A.3 etta funktiot v; ovat jatkuvasti derivoituvia osavéalien

Esimerkki 5A.4 L SR

Esimerkki 5A.5 sisapistelssa,

Esimerkki 5A.6 m ja niiden paatepisteissa on toispuoleiset derivaatat,

Esimerkki 5A.7 . . . / o / / v eeeae .

Betmerll B A 8 ja tangenttivektori v'(t) = (v1(t), ..., (t)) hivida vain

Kiyriintograali aarellisen monella ¢:n arvolla.

Greenin lause

Talloin kayralla v on tangentti aarellista poikkeuspisteiden
joukkoa lukuun ottamatta, ja se voidaan jakaa osiin, joista

Reika alueessa

Tasoalueen

Shl kullakin muut koordinaatit voidaan esittaa yhden jatkuvasti
reunan yli differentioituvana funktiona.

integroimalla
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Vektorilaskenta

Kayrista

Jarkeva kayra

Tangentti (1/2)

Tangentti (2/2)
Esimerkki 5A.1
Esimerkki 5A.2
Esimerkki 5A.3
Esimerkki 5A.4
Esimerkki 5A.5
Esimerkki 5A.6
Esimerkki 5A.7
Esimerkki 5A.8

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Tangentti (1/2)

Oletetaan, etta kayralla on parametrisointi
v(t) = (c1(t), ca(t), ..., cn(t)). Kun téssd t — tg, niin kayrin
kahden pisteen erotusvektori jaettuna parametrien erotuksella

Ait (v(to + At) — y(to))

((31 (to -+ At) — C1 (t()) Cz(to + At) — Cg(to) >
At ’ At e

lahestyy raja-arvonaan vektoria

¥ (to) = (¢1(to), c5(to), . - -, cnlto)),

jota kutsutaan kdyran tangentiksi pisteessa ~y(%g).
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Tangentti (2/2)

Veldorlaslenta Oheisessa kuvassa eraan kayran eraasseen pisteeseen piirretty
Kayrista

R —. tangentti (punainen) seké erotusosamaériavektorit (pinkit),

Tangentti (1/2) jotka saatiin valinnoilla At =1 ja At =1/2.
Esimerkki 5A.1
Esimerkki 5A.2
Esimerkki 5A.3
Esimerkki 5A.4
Esimerkki 5A.5
Esimerkki 5A.6
Esimerkki 5A.7
Esimerkki 5A.8

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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- = Esimerkki 5A.1

Vektorilaskenta Tutkitaan ns. logaritmista spiraalia (vrt. monisteen kuva

ETEEE— 5.5.). Napakoordinaatti ¢ € (—o0,00) parametrisoi ndmaé, kun

Tangentti (1/2) maarataan, etta toinen napakoordinaatti on kulman
Tangentti (2/2) . .
eksponenttifunktio:

Esimerkki 5A.2 r = ek¢
Esimerkki 5A.3

Esimerkki 5A.4

Kayrista

Y

I missa k on jokin vakio. Talloin saadaan tasokayra
Esimerkki 5A.6

Esimerkki 5A.7 k

Esimerkki 5A.8 r=ux(¢) =e ? cos o,
Kéyréintegraali y=y(¢p) = eF? sin Q.
Greenin lause

Reikd alueessa Koska kaikille kulman ¢ arvoille on voimassa
Tasoalueen

pinta-alan 2k

laskeminen —

reunan yli 7’<¢ —I_ 27T) © T(¢)7
integroimalla

timé kiyrd siirtyy joka kierroksella kertoimen e2~7

osoittaman matkan kauemmaksi origosta.
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=

= Esimerkki 5A.2

Vektorilaskenta Ohessa kuva erddsta logaritmisesta spiraalista (k= 1/10)

Kayrista

Jarkeva kayra

Tangentti (1/2)
Tangentti (2/2)
Esimerkki 5A.1
Esimerkki 5A.3
Esimerkki 5A.4
Esimerkki 5A.5
Esimerkki 5A.6
Esimerkki 5A.7
Esimerkki 5A.8

Kéayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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Esimerkki 5A.3

/L Ser ) Sl Johdetaan lauseke logaritmisen spiraalin pisteeseen
[E— (2(p),y(¢)) piirretylle tangentille.

Tangentti (1/2)
Tangentti (2/2) . . . . 1 . .
Y O Yleisemminkin napakoordinaattikayralle

Esimerkki 5A.2 v(¢) = r(¢)(cos ¢, sin ¢) saadaan derivoimalla ¢:n suhteen
Esimerkki 5A .4 / / ] ]

Esimerkki 5A.5 v (¢) = r'(d)(cos ¢, sin @) + r(¢p)(— sin ¢, cos @).
Esimerkki 5A.6

Esimerkki 5A.7

el A BAE Huomaamme, etta tassa esiintyva vektori

Kéayriintegraali

Greenin lause (—sin ¢, cos @) = (cos(¢p + 7/2),sin(¢p + 7/2))

Reika alueessa

Tasoalucen saadaan kiertdmaélla vektoria (cos ¢,sin ¢) 90 astetta
iil;eﬁirﬁin vastapaivaan. Nama kaksi vektoria ovat siis toisiaan vastaan
integroimalla kohtisuorassa.
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Vektorilaskenta

Kayrista

Jarkeva kayra

Tangentti (1/2)
Tangentti (2/2)
Esimerkki 5A.1
Esimerkki 5A.2
Esimerkki 5A.3

Esimerkki 5A .4

Esimerkki 5A.5
Esimerkki 5A.6
Esimerkki 5A.7
Esimerkki 5A.8

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Esimerkki 5A.4

Pythagoraan lauseen nojalla vektorin +'(¢) pituus on siis

1 (9)]] = \/7(6)2 + ()2

Logaritmiselle spiraalille r’(¢) = ke*?, joten sille

17 (9)]] = e*V1+ k2.

Usein halutaan normeerata tangenttivektori yksikkovektoriksi.
Tallainen normeerattu tangenttivektori logaritmiselle
spiraalille saadaan siis kaavasta

- 7' (¢) 1

"o) = VIR

TZel ((—sin ¢, cos @) + k(cos ¢,sin ¢)) .
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Esimerkki 5A.5

=
=

Nl sl Catie Oheisessa kuvassa eraita logaritmisen spiraalin normeerattuja
— tangentteja.

Jarkeva kayra

Tangentti (1/2)
Tangentti (2/2)
Esimerkki 5A.1
Esimerkki 5A.2
Esimerkki 5A.3
Esimerkki 5A.4
Esimerkki 5A.6
Esimerkki 5A.7
Esimerkki 5A.8

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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Esimerkki 5A.6

Vektorilaskenta Logaritmisen spiraalin karakterisoi seuraava ominaisuus. Sen
Kéayrista . o .. . . T .
PR — pisteeseen P = (z(¢), y(¢)) pilrretyn tangenttivektorin t(¢) ja
Tangentti (1/2) pisteen P paikkavektorin OP = (z(¢),y(¢)) vilinen kulma

Tangentti (2/2) . . . 1 .o . . .
R riippuu vain vakion k arvosta, eikd lainkaan pisteen P (eli

Egihgs el B2 kulman ¢) valinnasta.

Esimerkki 5A.3 .. L. . . . .
Esimerkki 5A.4 Seuraavassa kuvassa siis sinisen tangenttivektorin, ja punaisen
paikkavektorin suuntaisen vektorin valinen kulma on sama
Esimerkki 5A.7 kaikissa spiraalin pisteissa.

Esimerkki 5A.8 : . : : :
shmerkd Todistetaan tama Esimerkin lopuksi.

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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Esimerkki 5A.7

Vektorilaskenta

Kayrista

Jarkeva kayra

Tangentti (1/2)
Tangentti (2/2)
Esimerkki 5A.1
Esimerkki 5A.2
Esimerkki 5A.3
Esimerkki 5A.4
Esimerkki 5A.5
Esimerkki 5A.6

Esimerkki 5A.7

Esimerkki 5A.8

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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Vektorilaskenta

Kayrista

Jarkeva kayra

Tangentti (1/2)
Tangentti (2/2)
Esimerkki 5A.1
Esimerkki 5A.2
Esimerkki 5A.3
Esimerkki 5A.4
Esimerkki 5A.5
Esimerkki 5A.6
Esimerkki 5A.7

Esimerkki 5A.8

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Esimerkki 5A.8

Tama seuraa aiemmista laskuistamme helposti. Kiinnitetaan
piste P = v(¢) = e*®(cos ¢, sin ¢). Ortonormaalin kannan
{(cos ¢, sin ¢), (—sin ¢, cos ¢)} suhteen origosta ulospéin
suuntautuva side on vektori (1,0) ja normeerattu

tangenttivektori puolestaan kQ——i—1<k’ 1). Naiden vektorien

sisatulo = k/vk? + 1, miké ei riipu parametrista ¢. Vaite
seuraa tasta.

Voidaan sanoa tarkemmin, etta kyseinen vakiokulma

« = arccos(k/vk? + 1). Rajatapauksessa k = 0 logaritminen
spiraali muuttuu ympyraksi, ja tdlloin o = 7 /2. Vastaten sita,
etta ympyra tangentti ja sade ovat toisiaan vastaan
kohtisuorassa.
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Vektorilaskenta

Kayrista

Yleista
Laskeminen
Esimerkki 5B.1
Esimerkki 5B.2
Esimerkki 5B.3

Esimerkki 5B.4
Kéayrien summa
1
Kéayrien summa
2

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Kayr

alll

tegraali
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali
Laskeminen

Esimerkki 5B.1
Esimerkki 5B.2
Esimerkki 5B.3

Esimerkki 5B.4
Kéayrien summa
1
Kéayrien summa
2

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Yleista

Kehitetdan kasite: vektorikentan f = (f1, fo,. ..
integraali yli kidyran v = (v1,...,7n)-

Idea: Ynnaillaan sisatuloja lyhyista kayran patkista
vektorikentasta ko. patkaltd valitussa pisteessa (vrt.
Riemannin summa).

Toivomme, ettd jakoa tihentdmaélla (péatkat lyhenevit,
mutta niiden lukumaééra kasvaa) mainittujen sisdtulojen
summat lahestyvat jotakin raja-arvoa, joka maaritellaan
kayraintegraalin arvoksi:

 fn)

/f:/fl(X)dZUl‘|‘f2<X)dQE‘2—|-°'°—|-fn(X)d£E‘n.
v o

Toive toteutuu, jos kayra on paloittain derivoituva polku,
ja f on jatkuva.
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Kayraintegraalin laskeminen

Vektorilaskenta

Oletetaan, ettd v on derivoituva koko vélilla (yleisemmaéssé
tapauksessa lasketaan integraali paloittain). T&alloin

Kayraintegraali . . . . .

R parametrin ¢ infinitesimaalista muutosta dt vastaa:

kiyran patka v/ (t) dt = () (t)dt, ...~ (t) dt)

kentt F((1)) = (A1 (V(D)s So V(D) Fou(1(0)))
ndiden sisatulo (f(vy(t)),~'(t)) dt, ja

Esimerkki 5B.3
niiden summana saatava kayraintegraali

Kayrista

Esimerkki 5B.4
Kéayrien summa
1
Kéayrien summa
2

Greenin lause b n )
Reika alueessa /yf - /t:a [Z f'L (fy(t))f}/’L (t)] dt

1=1

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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Esimerkki 5B.1

Vektorilaskenta Tehtava: Totea, etta kayrat v : ¢t — (¢,0),t € [1,¢€] ja

R Yt — et/ (cost,sint), t € [0, 2n] kumpikin alkavat
Kayraintegraali . . ve e . .

pe— pisteestd (1,0) ja padttyvat pisteeseen (e, 0). Laske

Laskeminen . . o . oo . . .
Yektorlkentan f(z,y) = (x,y) kiyraintegraalit yli polkujen ~
Esimerkki 5B.2 Ja ’Qb

Esimerkki 5B.3

Bsimerkli 584 Ratkaisu: Sijoittamalla nahdésn, ettéd v(1) = (0) = (1,0), ja

Kéayrien summa

aorion cumma v(e) = ¥Y(2m) = (e,0), joten kdyrien alku- ja loppupisteet ovat
2 valtetyt.

Cirovnin I Kayralla v on 71 (t) = 1 ja v5(t) = 0, joten integroitavaksi
Reikd alueessa . .

— funktioksi saadaan

pinta-alan

(FO0), (1) = (0, 5 (B), (1,0)) = £ 1+ 0 = 1.
integroimalla
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali
Yleista
Laskeminen
Esimerkki 5B.1

Esimerkki 5B.2
Esimerkki 5B.3
Esimerkki 5B.4
Kéayrien summa
1

Kéayrien summa
2

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Esimerkki 5B.2

Nain ollen

L=

Kayralla 1) sita vastoin x = e

rdr 4+ ydy =

t/2m

edelleen (derivoimalla)

dx
dy

xdx + ydy

_ et/(Qﬂ.) ( cost

et/(Zﬂ-) ( sint

et/w<

t/m

—— —sint
27

- t
5 -+ cos

cos?t + sin?t
27

2

e 1
/ tdt = 5(62 —1).

t=1

cost, y = el/2™ gint ja

) dt,
) dt,

+ |[cost - (—sint) + sint cost])
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali
Yleista
Laskeminen
Esimerkki 5B.1
Esimerkki 5B.2

Esimerkki 5B.3
Esimerkki 5B.4
Kéayrien summa
1
Kéayrien summa
2

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Esimerkki 5B.3

Tama sieveni mukavasti, joten kayraintegraalin arvoksi tulee

2T et/W
/f:/ L ar
" t=0 2T

27 6t/ﬂ' 1

2 2

0

Integraalit [ f ja [, f ovat yhtd suuria. Pohdimme tété
kurssin lopuksi. Seuraavan kalvon kuvasta naemme, etta
vaikka 1) on paljon pidempi polku kuin 7, niin se kulkee
melkein kohtisuorassa kenttaa f vastaan. Nain ollen sisatulot
(f(¥(t)),1'(t)) ovat suhteellisen pienié, ja pidemmaélta
matkalta kertyy sama lopputulos.

19 / 59



Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali
Yleista
Laskeminen
Esimerkki 5B.1
Esimerkki 5B.2
Esimerkki 5B.3

Esimerkki 5B.4

Kéayrien summa
1
Kéayrien summa
2

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Kuvassa kentta f muodostuu sinisista nuolista, kayra ~ on
punainen jana, ja kayra 1) on vihrea spiraali.
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Yleista
Laskeminen
Esimerkki 5B.1
Esimerkki 5B.2
Esimerkki 5B.3

Esimerkki 5B.4
Ké&yrien summa
1
Kéayrien summa
2

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Kayrien summa 1

Jos kayrat v : [a,b] — R™ ja ¢ : [a’,b'] = R™ toteuttavat
ehdon v(b) = v¥(a’) voidaan muodostaa yhdistetty kdyra v + 1
kulkemalla ensin kéyré + (sininen) ja sitten kéyra 1 (oranssi)

A
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Kayrien summa 2

e Yhdistetylle kayralle nahdaan helposti laskusaanto
Kayrista

[ r=fr+fs
Y+ o (0

Laskeminen
Esimerkki 5B.1

simerkki . b b
pomeiiasns  Vertaa: [ f(z) de = [ f(x) do + [ f(x) dx.
O Edelleen vastakdyrdlle 7 (sama kéyra vastakkaiseen suuntaan

1

kuljettuna) on voimassa

2

Greenin lause

Reika alueessa f . = f
Y Y

Tasoalueen

pinta-alan 1

laskeminen ) o a
reunan yli Vertaa“ fa f - fb f
integroimalla

22 / 59



Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Greenin lause

Simppeli 1
Simppeli
x-suunta
x-suunta

y-suunta

N~ N =N

y-suunta
Summa

Esimerkki 5C.1
Esimerkki 5C.2
Esimerkki 5C.3
Laajennuksia

Esimerkki 5D.1
Esimerkki 5D.2
Esimerkki 5D.3
Esimerkki 5D.4

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

(GGreenin lause
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Greenin lause

Vektorilaskenta m  Pyrimme kuvaamaan ns. Greenin lauseen, joka sitoo
Kayrista

integraalin yli tasoalueen kayraintegraaliin yli kyseisen

Kayraintegraali

alueen reunan.

Greenin lause

Of g

Simppeli 1 —— — = )dxdy = gdx + fdy.

Simppeli 2 A ax ay oA

x-suunta 1

x-suunta 2

y-suunta 1 e e i

y-suunta 2 m  Kiinnitamme erityista huomiota reunan suunnastukseen.
oumma Etenemme vaiheittain. Ensin kasitelladn yksinkertainen
Esimerkki 5C.1

Esimerkki 5C.2 alueiden tyyppi, ja siita edetaan monimutkaisempiin.
Esimerkki 5C.3 . e . . . . o e .
R Mutta yleisin mahdollinen muotoilu jaa hamaraksi.
Esimerkki 5D.1 m  Suunnastuksiin liittyvilta ja muilta ongelmilta voi valttya
Esimerkki 5D.2 . . . . .
Esimerkki 5D.3 muotoilemalla tuloksen ns. singulaaristen 2-kuutioiden

Bsimerkki 5D.4 avulla (vrt. Kari Ylisen UMF-moniste). Téasméllisyydessé

voittava lahestymistapa kuitenkin haviaa

Reika alueessa

Tasoalueen . .
pinta-alan havainnollisuudessa.
laskeminen

reunan yli

integroimalla
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Greenin lause
Simppeli 2
x-suunta 1
x-suunta 2
y-suunta 1
y-suunta 2
Summa
Esimerkki 5C.1
Esimerkki 5C.2
Esimerkki 5C.3
Laajennuksia
Esimerkki 5D.1
Esimerkki 5D.2
Esimerkki 5D.3
Esimerkki 5D.4

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Y ksinkertainen aluel

Kasittelemme ensin sellaista tason osajoukkoa A, jonka
ylareuna, alareuna, vasen reuna ja oikea reuna ovat kaikki
derivoituvan funktion kuvaajia, eli

8
VAN

A={(z,y) € R*, x € [a,b],y(x)
= {(z,y) € R%,y € [¢, d], 21(y)

I

y2(x)}
r2(y)}

derivoituville funktioille y1, 42 : |a,b] = R, 21,22 : [c,d] — R.
Téassd y1 < yo, y1(a) = y2(a), y1(b) = y2(b) ja z1 < w9,

r1(c) = x2(c), x1(d) = x2(d) tarkasteluvileilld. Funktio y;(z)
madraa alueen alareunan, ys(x) ylareunan, x1(y) vasemman
reunan ja xs(y) oikean.

Y
X

VAN
I

Jokainen koordinaattiakselin suuntainen suora leikkaa A:n
reunaa yhdessa tai kahdessa pisteessa.
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Greenin lause
Simppeli 1
x-suunta 1
x-suunta 2
y-suunta 1
y-suunta 2
Summa
Esimerkki 5C.1
Esimerkki 5C.2
Esimerkki 5C.3
Laajennuksia
Esimerkki 5D.1
Esimerkki 5D.2
Esimerkki 5D.3
Esimerkki 5D.4

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Y ksinkertainen alue 2

—_
~—
S
~—
~—
|

Kuvassa siis P = (a,y

(
Q — (b7 y1<b)) — (b7 y?( )7
S = (z1(d), d) = (x2(d), d).

SH
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L
é dx-komponentti 1

Vektorilaskenta Y

Kayrista

Kayraintegraali /

Greenin lause

Greenin lause
Simppeli 1 P
Simppeli 2
x-suunta 2 /
y-suunta 1

y-suunta 2
Summa
Esimerkki 5C.1

Esimerkki 5C.2

EZ;T:;::L;? Lasketaan funktion —dg/0y integraali yli alueen A.

Esimerkki 5D.1 Kaytetaan ala- ja ylareunoista merkintoja:
Esimerkki 5D.2

Esimerkki 5D.3 7 ¢ a, b] — R2a71 (t) = (¢, y1(2)),
ESl.rnferkkl 5D.4 Yo : [—b, —a] — RQ,Vl (t) = (—t,y2(—1)).
Helkd alucessn Kummallakin reunalla ¢ kasvaa nuolen suuntaan.

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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dx-komponentti 2

Vektorilaskenta
O b v2(z) 9
Kéayrista / (——g) dgj dy — / — / —g dy dflj
Kiyriintegraali A ay T=a y=y1(z) ay
Greenin lause b Y2 (x)

Greenin lause — / — g(ﬁU) y) de
xr

Simppeli 1 _
Simppeli 2 — y=un (x)

x-suunta 1 b
= | (g@n(@) - 9@, 2(@)) do

y-suunta 1

y-suunta 2 b
Summa

Esimerkki 5C.1 = / g(v1(t)) dt + / g(v2(t)) dt
Esimerkki 5C.2 t=a

Esimerkki 5C.3

Laajennuksia — / g(CU, y) dflj + 9(377 y) dx
Esimerkki 5D.1 Y1

Esimerkki 5D.2

Esimerkki 5D.3

Esimerkki 5D .4

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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p ‘=
| dy-komponentti 1

Vektorilaskenta Y

Kayrista

Kayraintegraali \

Greenin lause

Greenin lause
Simppeli 1
Simppeli 2
x-suunta 1
x-suunta 2 \
y-suunta 2
Summa
Esimerkki 5C.1

Esimerkki 5C.2

f;;?:;:ii:zs Lasketaan funktion 0f/0z integraali yli alueen A. Kaytetdéin

Esimerkki 5D.1 oikeasta ja vasemmasta reunasta merkintoja:
Esimerkki 5D.2

Esimerkki 5D.3 73 . [Cy d] — R27 ’YS(t) — (562 (t)7 t)?
Esimerkki 5D.4 Va [—d, —C] — RQ, ,M(t) - (:Ul(—t), —t).

Reika alueessa

Kummallakin reunalla ¢t kasvaa nuolen suuntaan.

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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==

Vektorilaskenta d 2 (y)
Kiyristi af dx dy = (/ af ) dy
- , (9:6‘ y=c \Jr=1(y) O

Kayraintegraali

Greenin lause d L2 (y)
Greenin lause _
Simppeli 1 N / (/ f<$’ y)> dy
y=¢ \/z=z1(y)
/y

dy-komponentti 2

Simppeli 2
x-suunta 1
x-suunta 2 —

y-suunta 1

-
Summa
e 501 _ /t Fos)di+ [ Flult)dt

Esimerkki 5C.2 =c t=—d
Esimerkki 5C.3

Laajennuksia — / f(:lj7 y) dy —|— f(:lj7 y) dy
Esimerkki 5D.1 3 Y4

Esimerkki 5D.2

Esimerkki 5D.3

Esimerkki 5D .4

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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= Summa

Vektonilagkenta m  Polkusummat v9 + 1 ja 4 + 3 muodostavat kumpikin
Kéyrista alueen reunakdyran (sulkeutuval!) positiiviseen
kiertosuuntaan — toinen alkaen ja paattyen pisteesta P,

Kayraintegraali

Greenin lause

Greenin lause toinen alkaen ja paattyen pisteesta R.
:Eiigi ; m  Kéyraintegraalin arvo yli suljetun kayréan ei riipu
x-suunta 1 alku(=loppu)pisteen valinnasta.

x-suunta 2

m  Nain ollen laskemalla yhteen edellisten kalvojen integraalit

y-suunta 1

y-suunta 2 saadaan Greenin lause yksinkertaisille alueille

Esimerkki 5C.1

Esimerkki 5C.2 af (39 dr du — q d
Esimerkki 5C.3 ) a_x - a_y rdy= [ gdx+ fdy.
Laajennuksia Y

Esimerkki 5D.1

Esimerkki 5D.2

Esimerkki 5D.3
Esimerkki 5D .4

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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L
é Esimerkki 5C.1

Vektorilaskenta Tehtava: Tarkista Greenin lauseen voimassaolo, kun
Lo f(z,y) = 2% + 2y +y° g(z,y) =2 +y, ja

Kayraintegraali

Greenin lause A:{(x,y)ERQ ‘OSZCS]-;:EzSny}

Greenin lause

Simppeli 1
Simppeli

X-suunta
X-suunta

y-suunta

N = N =N

y-suunta "l

Summa

Esimerkki 5C.2 I

Esimerkki 5C.3 '
Laajennuksia l
Esimerkki 5D.1 ’
Esimerkki 5D.2
Esimerkki 5D.3

gl BI04 | /
0.0*‘ ; . ) h . . ) |

Reika alueessa

02

TS S R
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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L~
é Esimerkki 5C.2

Vektorilaskenta Nyt

e of dg

Kayraintegraali ax a

Greenin lause

Greenin lause jOten
Simppeli 1

Simppeli 2

: af ag> 1 T
x-suunta 1 Yy d d — / 2 —]_ d d
ﬁﬁiiﬁif /A<0:c Oy B 0Jy 2( oy Ddydr

/x
y-suunta 2 1
Summa —

xr

Esimerkki 5C.1

Bfirmer AR 50,3 1 72 3 x4
Laajennuksia / (—flj + — — 2r° — —) d:U
Esimerkki 5D.1 x=0 2 2
Esimerkki 5D.2 1

Esimerkki 5D.3 = —,

Esimerkki 5D.4 15

(2zy + y°/2 — y) da

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Greenin lause
Simppeli 1
Simppeli 2
x-suunta 1
x-suunta 2
y-suunta 1
y-suunta 2
Summa
Esimerkki 5C.1
Esimerkki 5C.2

Esimerkki 5C.3

Laajennuksia

Esimerkki 5D.1
Esimerkki 5D.2
Esimerkki 5D.3
Esimerkki 5D.4

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Esimerkki 5C.3

Alareunalla 1 (t) = (¢,t?), do = dt, dy = 2t dt,
FOon(8) =8+ 1% +1* ja g(n(t)) =t + 7, joten

1
/ gda:+fdy=/ ([t+t2) -1+ [t2 + 2 + 1] - 2t) dt
71 t=0

1
— / (2t° + 2t* + 2% + 2 + t) dt = 31/15.
t=0
ja ylireunalla 75 (t) = (t,t), do = dy = dt, f = 3t%, g = 2, ja
1
/ gdr + fdy = —/ (3t2+2t)dt: —2.
V2 t=0
Siis myos

31 |
/ﬁ T+ fdy =1z 15
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Vektorilaskenta

Kayrista

¥

= Laajennuksia

Kayraintegraali

Greenin lause

Greenin lause
Simppeli 1
Simppeli 2
x-suunta 1
x-suunta 2
y-suunta 1
y-suunta 2
Summa
Esimerkki 5C.1
Esimerkki 5C.2
Esimerkki 5C.3
Laajennuksia
Esimerkki 5D.1
Esimerkki 5D.2
Esimerkki 5D.3
Esimerkki 5D.4

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Toistamalla ylla tehdyt laskut nahdaan, ettei haittaa
vaikka jollakin reunan osalla olisikin x tai y-koordinaatti
vakio. Se muuttaa hieman laskun yksityiskohtia: joko

Y1, Yo tai x1, xo -pari eivat saa jommassa kummassa
reunapisteessa samoja arvoja, mutta tama ei haittaa,
koska vaakasuoralla (vast. pystysuoralla) osuudella dy = 0
(vast. dz = 0).

Monimutkaisemmat alueet voidaan kasitella jakamalla ne
yksinkertaisiin osiin, joille Greenin lause on jo todistettu.
Talloin lisataan valiaikaisesti reunakayraan ylimaaraisia
osia, jotka kuljetaan kahdesti, kerran kumpaankin
suuntaan, jolloin naiden ylimaaraisten osien vaikutus
kayraintegraaliin kumoutuu.
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Esimerkki 5D.1

Vektorilaskenta Tehtava: Selita, miksi Greenin lause on voimassa myos kuvan
Kayrista

alueelle U, vaikka sen reuna ei jakaudukaan vasempaan ja

Kayraintegraali

oikeaan reunaan kuten ylla.

Greenin lause

Greenin lause
Simppeli 1

Simppeli
x-suunta
x-suunta

y-suunta

N~ N =N

y-suunta
Summa
Esimerkki 5C.1
Esimerkki 5C.2
Esimerkki 5C.3
Laajennuksia

X
Esimerkki 5D.2

Esimerkki 5D.3

Esimerkki 5D.4

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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¥
é Esimerkki 5D.2

Velstorilaskenta Ratkaisu: Halkaistaan alue janalla L(A, B) kahteen osaan U
Kayrista .
ja Us

Kayraintegraali

Greenin lause

Greenin lause
Simppeli 1

Simppeli
x-suunta
x-suunta

y-suunta

N = N =N

/

y-suunta
Summa

Esimerkki 5C.1 /]
Esimerkki 5C.2
Esimerkki 5C.3
Laajennuksia

Esimerkki 5D.1

Tassa Uy ja Uy molemmat ovat ‘yksinkertaisia’

Esimerkki 5D.3
Esimerkki 5D .4

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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x4
ﬁ

Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Greenin lause
Simppeli 1
Simppeli 2
x-suunta 1
x-suunta 2
y-suunta 1
y-suunta 2
Summa
Esimerkki 5C.1
Esimerkki 5C.2
Esimerkki 5C.3
Laajennuksia
Esimerkki 5D.1
Esimerkki 5D.2

Esimerkki 5D.3

Esimerkki 5D .4

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Esimerkki 5D.3

Merkitaan: kaari A — B = v, kaari B — A = 75, jana

BA = ~3. Talloin yhdistetty polku 3 + 1 on alueen Us
reuna. Vastaavasti ’<}/_3 +~9 on alueen U reuna (positiiviseen
kiertosuuntaan).

Lyhennetaén h = 9f/0x — 0g/0y ja w = gdx + f dy. Greenin
lauseen yksinkertaista aluetta koskevan version mukaan

foh= [ ]
Us Y1 VY3
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L
é Esimerkki 5D .4

Vektorilaskenta Naln Quen
Kayrista

Kayraintegraali / h
Greenin lause U

Greenin lause

|
S
<
_I_
S
=

Simppeli 1

Simppeli 2
x-suunta 1

x-suunta 2

&

HE
_|_
q\\é\
&
|
I
&
+
T

y-suunta 1
y-suunta 2
Summa
Esimerkki 5C.1
Esimerkki 5C.2
Esimerkki 5C.3
Laajennuksia

. Tassa yhdistetty polku 5 + 1 on alueen U reuna

Esimerkki 5D.2 positiiviseen suuntaan kierrettyna.
Esimerkki 5D.3

Esimerkki 5D .4

Reika alueessa

I

ST T
&
_|_

Ww.
2+71

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Esimerkki 5E.1
Esimerkki 5E.2
Esimerkki 5E.3
Esimerkki 5E.4

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Reika alueessa
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa
Esimerkki 5E.2
Esimerkki 5E.3
Esimerkki 5E.4

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Esimerkki 5E.1

Tehtava: Selvita millaisen muodon Greenin lause saa oheisen

kuvan alueelle U?
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Esimerkki 5E.2

Velstorilz sz Kaytetaan useampia halkaisevia janoja:
Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause A

Reika alueessa
Esimerkki 5E.1

Esimerkki 5E.2

Esimerkki 5E.3
Esimerkki 5E.4

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla [)
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~ Esimerkki 5E.3

Vektorilaskenta Merkitaan reunakayrien osia ja lisajanoja seuraavasti.
Kayrista
e Tt Sl v1 = Usz:n reunakaari D — A

Greenin lause

V5 = Us:n reunakaari B — C

Reika alueessa

Zetiead ISR 050 ~v3 = Uyp:n reunakaari A — D
Esimerkki 5E.2

~v4 = Up:n reunakaari C' — B

Esimerkki 5E.4
Tasoalueen /}/5 = jana A —> B

pinta-alan

laskeminen 76 — jana C — D
reunan yli

integroimalla

Nyt yhdistetty polku vg + v2 + 75 + 1 on alueen Us reunaa
positiiviseen suuntaan kiertava Jordanin kayra. Vastaavasti

polku 3+ <W_5 +Y4+ <W_6 on Jordanin kayra joka rajaa alueen
Ui.
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Esimerkki 5E.4

Vektorilaskenta

Nain ollen (h ja w kuten aiemmin)
Kayrista

Kayraintegraali / h / h h
Greenin lause — —|_

U U1 Us
Reika alueessa
Esimerkki 5E.1 — W _I_ ) _I_ W _l_ w_l_
Esimerkki 5E.2 Y1 V5 2 6
Esimerkki 5E.3

_/w+ w—/+w/w
Y1 Y4 Y5 3

Tasoalueen
pinta-alan

laskeminen

reunan yli —

integroimalla w + W
Y1+73 Y2+Y4

Huomaamme, etta 1 4+ v3 on ulkoreuna vastapaivaan
kierrettyna, ja 2 + 74 on sisdreuna (=reidn ympérys)
myotapdaivaan kierrettyna. Reika kasitellaan siis siten, etta
sita vastaava reunan osa saa vastakkaisen suunnastuksen.
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan

laskeminen Tasoalueen pinta-alan laskeminen reunan

reunan yli
integroimalla

yli integroimalla

Pinta-ala
Mukavia
valintoja

Esimerkki 5F.1
Esimerkki 5F.2
Esimerkki 5F.3
Polar 1

Polar 2

Polar 3
Esimerkki 5G.1
Esimerkki 5G.2
Esimerkki 5G.3
Potentiaali 1
Potentiaali 2
Independence
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Mukavia
valintoja

Esimerkki 5F.1
Esimerkki 5F.2
Esimerkki 5F.3
Polar 1

Polar 2

Polar 3
Esimerkki 5G.1
Esimerkki 5G.2
Esimerkki 5G.3
Potentiaali 1
Potentiaali 2
Independence

Pinta-ala

Havainto: Jos funktiot f(x,y) ja g(x,y) toteuttavat ehdon

of B dg !
or Oy
koko tasossa, niin tilloin alueen A C R? pinta-ala saadaan
integraalista
Jaf g
A) = — dx d
) /A <8:c 8y> B

=/ 9(z,y)dx + f(x,y) dy,
0A

kunhan reunan 0A osat suunnastetaan Greenin lauseen
edellyttamalla tavalla.
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Pinta-ala

Mukavia
valintoja

Esimerkki 5F.1
Esimerkki 5F.2
Esimerkki 5F.3
Polar 1

Polar 2

Polar 3
Esimerkki 5G.1
Esimerkki 5G.2
Esimerkki 5G.3
Potentiaali 1
Potentiaali 2
Independence

Mukavia valintoja

m  Valinta f(z,y) =0, g(x,y) = —y johtaa mm. koulusta
tuttuun tasoalueen pinta-alan kaavaan.

m  Valinta f(z,y) =z, g(x,y) = 0 johtaa esim. kaavaan
missa integrointi tapahtuukin y:n suhteen.

m  Symmetrisempi valinta f(z,y) = z/2, g(z,y) = —y/2
johtaa kaavaan

m(A) =+

= xdy —yd.
2 Joa
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Pinta-ala
Mukavia
valintoja

Esimerkki 5F.2
Esimerkki 5F.3
Polar 1

Polar 2

Polar 3
Esimerkki 5G.1
Esimerkki 5G.2
Esimerkki 5G.3
Potentiaali 1
Potentiaali 2
Independence

Esimerkki 5F.1

Tehtava: Pitkin x-akselia vieriva R-sateinen ympyra piirtaa
sykloidiksi kutsutun kayran. Jos merkitaan t:114 ympyran
pyorahtamaa kulmaa, niin sykloidin parametrisoinniksi

v(t) = (x(t), y(t)) saadaan
x(t) = R(t —sint), y(t) = R(1 — cost).

Sykloidi koskettaa x-akselia pisteissa (0,0) ja (2R, 0)
vastaten parametrin vaihteluvalid ¢ € |0, 27]. Laske sykloidin
talla valilla olevan kaaren ja x-akselin rajaaman alueen
pinta-ala.
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Pinta-ala
Mukavia
valintoja

Esimerkki 5F.1
Esimerkki 5F.3
Polar 1

Polar 2

Polar 3
Esimerkki 5G.1
Esimerkki 5G.2
Esimerkki 5G.3
Potentiaali 1
Potentiaali 2
Independence

Esimerkki 5F.2

|
x in :
2 Tt 2 4

Kuvasta (siella R = 1) ndhdaén, ettad laskettavan alueen reuna
muodostuu kahdesta osasta. Palanen x-akselia origosta
pisteeseen (2R, 0) ja sen jalkeen palataan sykloidin kaarta
oikealta vasemmalle. Vaakasuoralla patkalla y = 0, joten
kannattaa kayttaa vaihtoehtoa

m(A) = /(M(—y) dr = Lyda:.
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Esimerkki 5F.3

Vektorilaskenta Koska dx = R(1 — cost) dt vastaukseksi saadaan
Kayrista

Kayraintegraali
Greenin lause m(A) — ~ y dx

Reika alueessa 2

Tasoalueen — R2 (1 — COS t)2 dt

pinta-alan
laskeminen t=0
reunan yli 21

integrolina e = R*(1 —2cost +cos*t)dt = R*(2r — 0 + 7)

Pinta-ala
Mukavia t=0

valintoja - 2
Esimerkki 5F.1 = 3R
Esimerkki 5F.2

Polar 1

Polar 2

Polar 3

Esimerkki 5G.1

Esimerkki 5G.2

Esimerkki 5G.3

Potentiaali 1

Potentiaali 2

Independence
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Pinta-ala
Mukavia
valintoja

Esimerkki 5F.1
Esimerkki 5F.2
Esimerkki 5F.3
Polar 2

Polar 3
Esimerkki 5G.1
Esimerkki 5G.2
Esimerkki 5G.3
Potentiaali 1
Potentiaali 2
Independence

Napakoordinaatit 1

Kun napakoordinaateilla asetetaan yhteys r = r(¢), niin téata
vastaa parametrisoitu kayra

x =r1cos¢ =r(¢p)cosao, y = rsing = r(¢) sin ¢.
Talloin symmetrisempi differentiaalimuoto

1 1
§(ajdy —ydz) = §[r2 cos® ¢ + rr' cos ¢ sin ¢

— (rsin@)r(—sin ¢) — rr' sin ¢ cos ¢| do

= %T2<COS2 ¢ + sin® ¢) do

= §T2 d¢
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Pinta-ala
Mukavia
valintoja

Esimerkki 5F.1
Esimerkki 5F.2
Esimerkki 5F.3
Polar 1

Polar 3
Esimerkki 5G.1
Esimerkki 5G.2
Esimerkki 5G.3
Potentiaali 1
Potentiaali 2
Independence

Napakoordinaatit 2

Differentiaalimuodolla (x dy — y dx)/2 on lisaksi se
ominaisuus, etta origosta lahtevalla sateella x = t cos o,
y =tsina, t > 0, o kiintea, se haviaa:

rdy —ydr = (tcosasina — tsinacosa) dt = 0.
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Napakoordinaatit 3

Vektorilaskenta Nain ollen aluetta A rajaavat kulmia « ja § vastaavat sateet
e (punaisia) ja kiayrd r = r(¢) > 0 (musta), joka valilla

¢ € |a, B] saa ei-negatiivisia arvoja. Greenin lauseen nojalla
sen pinta-alaksi saadaan

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen 1

pinta-alan
JAE——— m(A) = = / xdy —ydx
reunan yli 2 0A

integroimalla 1 1 1

Pinta-ala + _|_

Mukavia — 5 .
valintoja sade o=«

Esimerkki 5F.1 1 6

Esimerkki 5F.2 2
Esimerkki 5F.3 =5/ T (@) do.
Polar 1 gb_a

Polar 2

Esimerkki 5G.1

Esimerkki 5G.2

Esimerkki 5G.3

Potentiaali 1

Potentiaali 2
Independence

2 Juiyra r=r(¢)a<é<p 2 Jsade= ¢=p
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Esimerkki 5G.1

Veisoriles i Selita, miksi napakoordinaattiyhtalo » = 6 4+ sin 6¢ rajaa
Kayrista

oheisen kuvan mukaisen piparinmuotoisen alueen ja laske sen

Kayraintegraali

pinta-ala.

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Pinta-ala
Mukavia
valintoja

Esimerkki 5F.1
Esimerkki 5F.2
Esimerkki 5F.3
Polar 1

Polar 2

Polar 3
Esimerkki 5G.2
Esimerkki 5G.3
Potentiaali 1
Potentiaali 2
Independence
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Esimerkki 5G.2

Vektorilaskenta Funktion r = 6 + sin 6¢ kuvaaja ¢r-tasossa olisi normaali
Bl sinikdyré, joka heilahtelee valilla r € |5, 7].

Kayraintegraali

Greenin lause T

7 =
Reika alueessa r

6
Tasoalueen ;
pinta-alan sE

laskeminen
reunan yli 4r
integroimalla

Pinta-ala i
Mukavia 2f
valintoja i
Esimerkki 5F.1 i
Esimerkki 5F.2 L
Esimerkki 5F.3

Polar 1

Lo Nain ollen vastaava napakoordinaattikéyra heilahtelee

Esimerkki 5C.1 etaisyydelld r € |5, 7] origosta. Koska 27 on funktion sin 6¢

N — eras jakso, napakoordinaattikayra alkaa toistaa itseaan

Potentiaali 1 tayden kierroksen jalkeen.
Potentiaali 2

Independence
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Esimerkki 5G.3

Vektorilaskenta Piparin alaksi tulee nain
Kayrista
Kayraintegraali ]_ 2m
_ . 2
Greenin lause m(P) T 5 ¢_0(6 + S1I 6¢) d¢
Reikd alueessa 1 2_71'
Tasoalueen . . . 2
pinta-alan T 5 / (36 —|_ ]‘2 S11 6¢ —|_ S111 6¢) d¢
laskeminen 0
reunan yli 1 737-‘-
integroimalla — —
Pinta-ala 9 (727‘- + O —|_ ﬂ-) )
Mukavia
valimioE ., . .. : : .. .
Esimerkki 5F.1 6-sateisen ympyran ala olisi 367. Pipari on siis aavistuksen

Esimerkki 5F.2
Esimerkki 5F.3
Polar 1

Polar 2

Polar 3
Esimerkki 5G.1
Esimerkki 5G.2
Potentiaali 1
Potentiaali 2
Independence

verran isompi.
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Potentiaali 1

Vektorilaskenta

Oletetaan, ettd U C R™ on avoin ja yhtendinen (topologinen
kiisite, johon emme ehdi paneutua). C?-luokan funktiota
F : U — R sanotaan vektorikentan f : U — R" potentiaaliksi

Reika alueessa JOUkOSS& U7 JOS
Tasoalueen VF — f

pinta-alan
laskeminen

reunan yli m  Jos kentalla f — (fl) f2, Cee fn) on potentiaali, niin

integroimalla

Pinta-ala sekaderivaattojen yhtasuuruuden vuoksi on oltava

Mukavia
valintoja

Esimerkki 5F.1 a ( ) o a ( )
X)) = X
Esimerkki 5F.2 J f”b Zf]
Esimerkki 5F.3

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Polar 1 kaikille x € U.

Polar 2 . , . .

Polar 3 m ns. Poincarén lemman nojalla sama tulos on voimassa
Feimerid 56 kaantéden, jos alueessa U ei ole reikia. Todistus ja
Esimerkki 5G.2

Esimerkki 5G.3 reiattomyyden tarkempi kuvaus sivuutetaan.

Potentiaali 1

Potentiaali 2
Independence
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Potentiaali 2

Veltorilaskenta Oletetaan, etta U C R" on alue, ja F': U — R on

e vektorikentdn f potentiaali. Oletetaan lisaksi, etta

v : la,b] — U on paloittain differentioituva polku. T&ll6in
ketjusaannon nojalla

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen

pinta-alan d n aF

laskeminen _F t) = t / t
?eunan.yli dt (f}/( ) Z axz (f}/( ))fy’L( )
integroimalla 1=

Pinta-ala n

Mukavia

valintoja — Z f’L (7(t))/y’1{<t)
Esimerkki 5F.1 .

Esimerkki 5F.2

Esimerkki 5F.3

Polar 1 Nain ollen Analyysin peruslauseen nojalla
Polar 2

Polar 3

Esimerkki 5G.1 F(v(b)) — F(v(a)) = / fidry + fodxg + -+ f,, do,.
Esimerkki 5G.2 Y

Esimerkki 5G.3

Potentiaali 1

Potentiaali 2

Independence
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Vektorilaskenta

Kayrista

Kayraintegraali

Greenin lause

Reika alueessa

Tasoalueen
pinta-alan
laskeminen
reunan yli
integroimalla

Pinta-ala
Mukavia
valintoja

Esimerkki 5F.1
Esimerkki 5F.2
Esimerkki 5F.3
Polar 1

Polar 2

Polar 3
Esimerkki 5G.1
Esimerkki 5G.2
Esimerkki 5G.3
Potentiaali 1
Potentiaali 2
Independence

Riippumattomuus tiesta

Sanotaan, ettd vektorikentan f kayraintegraalit avoimessa
joukossa U ovat riippumattomia tiestd, jos f7 f riippuu vain
~v:n alku- ja loppupisteista, mutta ei kayrasta .

Edellisen kalvon havainnon seurauksena kentan
kayraintegraalit ovat riippumattomia tiesta, jos kentalla f on
potentiaali joukossa U.

Sama pitee myos kadntden (vaikka joukossa U olisikin reikia).
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