0.1 Yksinkertaisista trigonometrisista integraaleista

Seuraava integraali esiintyy sangen usein, ja monet integraalit palautuvat tatd tyyppié olevaan integraaliin
trigonometrisen sijoituksen jalkeen.

Esimerkki 0.1. Olkoon n € N luonnollinen luku. Johda kaava maaratylle integraalille
/2
I, = / sin” z dz.
0

Ratkaisu. Sovelletaan osittaisintegrointia. Oletetaan ensin, ettd n > 2, ja valitaan u = sin” ! z ja v’ = sin x.
Tallsin v/ = (n — 1) coswsin™ 22 ja v = — cos, joten osittaisintegrointi antaa yht&lon
/2 /2
I, = (—coszsin® ' 2) + (n — 1)/ sin™ "2 x cos® x dur.
0 0

Selvisti ensimméinen termi (sijoitus) on nolla. Kiytetiin jilkimméisessi integraalissa identiteettiéi cos® x =
1 — sin® z. Askeinen yht#ls saa silloin muodon

I,=(n—-1)1I—2— (n—1)I,,
jonka ratkaisuna saamme paloutuskaavan

1
L="""0 5 n=23.4,...
n

Toisaalta saamme helposti, ettd Iy = 077/2 l=n/2jal; = fOW/Q sinzdr = 1. Palautuskaavan avulla

niistd saadaan yleiset tulokset (todistus harjoitustehtéviné induktiolla)

/2 135 2%—1

Esimerkki 0.2. Miaritelladan lukujono ag, k € N, kaavalla

224466 2%k-2 2%k-2 2
1335 5 7 2%k—3 2%k—1 2k—1

Todistetaan ns. Wallisin kaava, joka sanoo, ettd timéa jono suppenee, ja

. T
lim a, = —.
k—o0 2

Ratkaisu. Esimerkin [0.7] tulokset voidaan kirjoittaa muodossa (k > 0)

Iok—1 _ 2ay
]ék ™ '

Toisaalta kaikille = € [0,7/2] on voimassa sinz € [0, 1] ja sen seurauksena

0< sin?F 1 < sin?* 2 < sin?* =1 g



Integraalin monotonisuuden seurauksena saadaan epdyhtiloketju 0 < Iogy1 < Iop < Iox—1. Jakamalla tdmé
puolittain luvulla I5;_; saadaan palautuskaava huomioon ottaen

2 _
Bl
2k+1 = Iy —
kaikille kokonaisluvuille £k > 0. T&ssd vasemmanpuoleisimpien lukujen muodostama jono l&hestyy raja-
arvonaan lukua 1, joten sandwich-lauseen nojalla limg_, o0 (Iog—1/T2k) = 1 = (2/7) limg 00 ag. Viite seuraa.

Esimerkki 0.3. Osoita, ettd kaikilla eksponentin n € N arvoilla on voimassa

w/2 /2
/ cos" xdx = / sin” z dz.
0 0

Siis Esimerkin [0.1] tulokset ovat voimassa myos kosinin potenssien méaratyille integraaleille.

Ratkaisu. Kiytetasn sijoitusta z = g(t) = w/2 — t. Talldin cosg(t) = sint, ¢'(t) = —1, g(7/2) = 0, ja
g(0) = /2, joten a = w/2, B =0.

/2 G/ 0 /2
/ cos™ zdg " L/ t/ (—1)sin™tdt = / sin” ¢ dt.
0 /2 0

Esimerkki 0.4. Laske madritty integraali
2
1= / 22 (4 — 2%)°/% da.
0

Ratkaisu. Kéytetdin sijoitusta x = g(t) = 2sint, jolloin g(0) = 0, g(w/2) = 2, V4 — 22 = 2cost ja
dx = 2costdt:

/2
1= / 28 sin? ¢ cos® ¢ dt sin?t =1 — cos®t
0
w/2
= 256/ (cos®t — cos® t) dt Esimerkki [0.3]
0

/2
= 256/ (sin® ¢ — sin®t) dt Esimerkki [0.TF Is = (7/8) ¢
0

w/2
= 256 <1£) / sin® ¢ dt Esimerkki [ILT]
0
1 3 5 =«
732.5'1'6'575W

Tarkastellaan seuraavaksi integroitavaan funktioon liittyvien symmetrioiden kiytt6d madrittyjen inte-
graalien laskemisessa. Palautetaan mieleen, ettd koko reaalisuoralla méiriteltyd funktiota f sanotaan pa-
rilliseksi, jos f(—xz) = f(z) kaikilla muuttujan = arvoilla. Vastaavasti sanotaan, ettd funktio f on pariton,
jos f(—x) = — f(x) kaikilla muuttujan x arvoilla. Useimmat funktiot eivit ole parillisia eiviitkd parittomia.
Tosin jokainen funktio voidaan esittdé parillisen ja parittoman funktion summana seuraavasti:

fla) = T A

missé selvésti ensimmaéinen yhteenlaskettava on parillinen ja jalkimméinen pariton. Kahden parillisen funk-
tion tulo on niin ikd#n parillinen, samoin kahden parittoman funktion. Parillisen ja parittoman funktion tulo
sen sijaan on pariton, silld jos f(—x) = — f(x) ja g(—z) = g(x), niin (fg)(—z) = f(—2)g(—x) = — f(x)g(x) =
—(fg)(x). N&itd merkkisd&nt6ji yleistden ndhdaan heti, ettd parittoman funktion f potenssi f™ on parillinen
tai pariton sen mukaan, onko eksponentti n € N parillinen vai pariton.

Jos integrandi on parillinen tai pariton, ja integroimisvéli on symmetrinen origon suhteen, eli muotoa
[—a, a], niin integroimista voidaan tilloin yksinkertaistaa seuraavasti.




Lause 0.5. Oletetaan, etti funktio f on integroituva vililli [—a,a],a > 0. Jos f on parillinen, niin
a a
f=2 [+
—a 0

f=0.

Jos taas f on pariton, niin

Todistus. Verrataan integraaleja yli osavélien [—a, 0] ja [0, a]. Tekemalla sijoitus t = —a saadaan
0 0 a
f@yde= [ (-Dr-at= [ f-tan
—a a 0
Néiin ollen

fayds = [ (1@ + f(-a)) de

Viite seuraa téstd, silld viimeisessd muodossa integrandina on 2f(z) tai O riippuen siitd, oliko kyseessi
parillinen vai pariton tapaus. |

Esimerkki 0.6.

1 1
/ (:E4+:E3+7:c+1)d:£:2/ (z* 4+ 1)dx =2
0

-1

1<z5 > 6 12
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silld funktio f(x) = 2™,n € N on pariton, kun n on pariton, ja parillinen, kun n on parillinen.

s
/ 23 coszdr =0,

—T

Esimerkki 0.7.

silld integrandi on selvésti pariton.
Esimerkki 0.8. Kaikilla luonnollisen luvun k£ € N arvoilla
/2 w/2 /2
/ sin?** gz dz =0 ja / sin?* z dx = 2/ sin?* z da.
—7)2 —/2 0

Toinen integrandin symmetriaominaisuus, joka usein helpottaa integraalien laskemista on sen jaksollisuus.
Sanotaan, ettd reaalifunktiolla f on jakso w, tai ettd se on w-jaksollinen, jos kaikilla muuttujan z € R arvoilla

f(2) = fla+w).

N&hdasn helposti induktiolla muuttujan |k| suhteen, etti aina, kun k € Z, ja f on w-jaksollinen, on voimassa

fla+ ko) = f(a).

Lause 0.9. Jos f on w-jaksollinen integroituva funktio, niin ¥V k € Z ja kaikille a,b € R on voimassa

b b+kw
L=l
a a+kw
Todistus. Sijoitus x = t — kw muuttaa vasemmanpuoleisen integraalin oikeanpuoleiseksi. O

Trigonometriset funktiot ovat tietenkin tutuin esimerkki jaksollisista funktioista. Sinilld ja kosinilla on
jakso 27, ja niiden parillisilla potensseilla on jaksona 7. Yleisemmin funktioilla sinax ja cosax on jaksona
27 /a. Téssd a > 0 on jokin vakio.



Esimerkki 0.10.

57/2 /2
/ sin® z dz = / sin® zdx = 0,
37/2 —7/2

missd viimeinen yhtilo seuraa integroimisvéilin symmetrisyydesté ja integrandin parittomuudesta.
Seuraavassa esimerkissi tavallaan kombinoidaan parittomuus ja jaksollisuusargumentit.

Esimerkki 0.11. Jos n = 2k + 1 on pariton, niin osoita, etté

27 27
/ sin” xdx = / cos" xdxr = 0.
0 0

Ratkaisu. Sini- ja kosinifunktio molemmat toteuttavat yhtalon f(x+m) = —f(z), ja néin ollen sama relaatio
on voimassa my0s silloin, kun funktiona f on jommankumman pariton potenssi. Tdmén relaation toteuttavan
funktion integraali jakson yli hiviii, silla

2m ™ 2m
f(z)dx = / f(z)de + f(z) dx sijoitetaan jalkimméiseen x =t + m, dx = dt
0 0 ™
= / f(z)dz + / fe+m)dt vaihdetaan muuttuja takaisin x:ksi
0 0
:/ f(:n)d:nJr/ flx+7)dx
0 0
— [ U@+ s+ ) do=o,
0
koska viimeisen integraalin integrandi haviaa koko integroimisvélilla relaation f(z+m) = — f(x) seurauksena.

Sinin ja kosinin parillisen potenssin tapauksessa voidaan puolestaan todeta, ettd véli [0, /2] on jo ‘edus-
tava’ siind mieless ettd integraalit yli vilin, jonka pituus on luvun 7/2 kokonaislukumonikerta palautuvat
tunnettuihin Esimerkkien [I.T] ja 3] tuloksiin.

Esimerkki 0.12. Olkoon f(z) joko sin®* z tai cos?* z, k € N. Seliti, miksi tlléin

/wa2/07r/2f ja 027rf4/07r/2f-

Ratkaisu. Koska funktiolla f on jaksona 7, niin f:/Q f= f—OTI'/Q f. Néin ollen ensimméinen yhtilo seuraa
siitd, ettd kyseinen funktio on parillinen.
Jalkimméinen yhtild seuraa ensimmiisesti ja m-jaksollisuudesta, silld f:w f=Jr

Esimerkki 0.13. Laske madritty integraali

2m
/ (1 + cosz)* d.
0

Ratkaisu. Binomikaavan ja kahden edellisen esimerkin ja Esimerkin nojalla
2T 2m )
/ (1+ cosz)* de = / (1 +4cosz + 6cos? x4 4 cos® z + cos® x) da
0 0

2m
= / (14 6cos® x + cos* x) dx
0

/2
:4(/ (1+6(:os2x+cos4x)dx>
0



Kun laskettavana on muotoa foﬂ/ % 8in™ z cos™ z dx oleva integraali, voidaan sellainen palauttaa jo kési-
teltyyn muotoon, jos jompikumpi luvuista m tai n on parillinen. Riittid kiyttid kaavaa sin® z 4+ cos? z = 1.

Esimerkki 0.14. Laske madritty integraali
w/2
I = / sin® x cos* z dz.
0

Ratkaisu. Tassa 4 2 N2 2 .2
cos” x = (COS x) = (1 — sin $)
=1—2sin?z + sin* z.

Naiin ollen

0
) 8+16_ 2
15 35 35

:/ (sin® 2 — 2sin® 2 4 sin” z) dz
2
3

Paritonta eksponenttia voidaan hyddyntda samalla tavalla, kun muistetaan ettd etumerkkié vaille sini ja
kosini ovat toistensa derivaattoja, joten kaavan

pe= 1 n
[ 1

seurauksena
/ N ) 1 san+1
coszsin” xdx = sin x
n+1
ja
/ : n 1 n+1
sinx cos" x dx = — cos x.
n+1
Esimerkki 0.15. Laske integraali
w/2
= / sin® z cos® z dx.
0

Ratkaisu.
1= / sinz(1 — cos?) cos® x dx

(=)

/ (sin x cos® x — sin 2 cos” x) dx
0

( cos® . — 8 cos® 1)

8
1 1
8
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