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Luku 1

Avaruus R" ja jatkuvat funktiot

1.1 Avaruuden R" metriikka

Jos n on jokin positiivinen kokonaisluku, niin avaruudella R™ tarkoitetaan reaaliluvuista muodostettujen

n-tuplien eli vektorien joukkoa
R" = {(z1,22,..., %) | 1,22,...,2, € R}.

Talla on vektoriavaruuden rakenne, eli voimme muodostaa kahden vektorin summan tai kertoa vektorin
skalaarilla luonnolliseen tapaan komponenteittain.
Avaruudella R™ on luonnollinen kanta, jonka muodostavat vektorit e; = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0),
., en = (0,...,0,1). Talla kurssilla hyvin usein (etenkin kuviin tukeuduttaessa) n = 2 tai n = 3, jolloin
kaytossd ovat myos koulusta tutut merkinnét i =eq, j = e2 ja k = es.
Avaruudessa R™ on my6s médritelty kahden vektorin vélinen sisdtulo. Jos x = (x1,22,...,2,) jay =

(y1,Y2, - - -, Yn) Ovat jotkin kaksi vektoria, niin niiden vélinen sisitulo (x,y) on kaavan

n
(%,y) =21y1 + T2y2 + -+ Tnyn = inyi
i=1

médrddmé reaaliluku. Sisdtulon asemesta puhutaan my6s pistetulosta tai skalaaritulosta, ja kyseessd on

lukiokursseilta tutun 2- ja 3-ulotteisen pistetulon n-ulotteinen yleistys. Silld on seuraavat ominaisuudet:
o Kaikille vektoreille x,y € R™ on voimassa saanto
(x,y) = (y,%).
o Kaikille vektoreille x,y € R™ ja skalaareille A € R on voimassa sdanto
(Ax,y) = A(x,y) = (x, Ay).
e Kaikille vektoreille x,y,z € R™ on voimassa yhteenlaskusaénto

(x+y,2) = (x,2) + (y,2).



Naihin laskusdéantoihin viitataan lyhyesti sisdtulon bilineaarisuutena.
Sisdtulon avulla saadaan avaruuteen R™ vektorin pituuden ja kahden pisteen vélisen etdisyyden kisitteet.

Vektorin x pituus eli normi saadaan Pythagoraan lausetta n-ulotteisesti mukaillen kaavasta

x| = V(%) =

Helposti ndemme, ettd normilla on seuraavat ominaisuudet:

e Kaikille x € R™ on voimassa (x,x) > 0 (joten nelicjuuren ottaminen ylla oli mahdollista). Selvésti
(x,x) = 0 vain, jos x =0 := (0,0,...,0) on nollavektori. Néin ollen ||x|| > 0, ja tédssd on yhtdsuuruus
sjvsk. x = 0.

e Kaikille A € R ja x € R™ on voimassa

[IAx[| = [A[[]xI],
eli kerrottaessa vektori skalaarilla, sen pituus tulee kerrottua kyseisen skalaarin itseisarvolla.

Seuraavat sisdtulon ja normin ominaisuudet esiintyvét usein.

Lause 1.1. Olkoot x = (x1,x2,...,2,) jay = (y1,Y2,-.-,Yyn) avaruuden R™ mielivaltaisia vektoreita.

Talloin on voimassa seuraavat epdyhtdalot
(i) |(x,¥)] < ||x[||ly|| (Cauchyn-Schwarzin epayhtéls),
(ii) |lx +yll < [[[| + |[yl| (kolmioepéyht&ld).

Todistus. Todistetaan ensin Cauchyn—Schwarzin epdyhtialé. Jos y = 0, niin viite-epdyhtdlon molemmat
puolet ovat = 0. Muussa tapauksessa sitten ||y|| > 0. Olkoon ¢ = —(x,y)/(y,y). Tutkitaan vektoria u =

X + ty. Saamme epdyhtdlon
0<(u,u) = (x+ty,x+1ty)

= (x,x) + t(x,y) + t(y,x) + *(y.y)
= |[x||* + 2t(x,y) + £*||y[|?

= [IxII* = 26, ¥)*/II¥11* + (%, )?/lly|”
=] llyl” - (x,¥)?

lyl? '
Viite seuraa siité, ettd tassid on osoittajan oltava ei-negatiivinen.

Kolmioepéyhtéld puolestaan seuraa Cauchyn—Schwarzin epdyhtéloéd seuraavan laskun kolmannella rivilla

kayttaen:
Ix+yl?=x+y.x+y)=(xx)+xy) +¥.x)+y.y)

= |Ix[1* + 2(x, y) + [ly]I*
< [l + 21| [|y[] + [ly?

= (%[ + [lyl)?,



ottamalla puolittain neligjuuret. O

Néiden seurauksena saadaan muun muassa seuraavat arviot:
Seuraus 1.2. Olkoon x = (21,2, ...,2,) € R™. Tdlldin
(i) Kaikille i on voimassa |z;| < ||x]||.
(i) maxi<i<n |zi| < |x]].
(iti) ||x|| < [z1] 4 [w2] + -+ + |za] < nmaxicicp |24l
(i) |w1] + |2 + -+ + [on] < V/nllx]].
Todistus. Harjoitustehtava. O

Cauchyn—Schwarzin epayhtélon seurauksena voidaan myos mééritelld vektorien x,y € R™ vilinen kulma,
jos kumpikaan vektoreista ei ole nollavektori. Ndemme nimittéin, etta
e Yy
— Iyl

joten on olemassa yksikésitteinen sellainen kulma « € [0, 7], jolle

(x,y) = [Ix[[[lyl| cos av.

Maaritellddn <(x,y) = . Kun n = 2, tdmi vastaa lukiotietojen perusteella tason vektorien vilista kulmaa.
Yleisempi tilanne palautuu tahén, kun rajoitamme tarkastelun sopivaan tasoon joka sisdltdd kummatkin
vektorit (jos x ja y ovat lineaarisesti riippumattomia, niin kyseinen taso mééraytyy yksikésitteisesti niiden
virittamaksi aliavaruudeksi).

Korkeampiulotteisissa avaruuksissa geometrinen intuitio kahden vektorin vélisestd kulmasta on ymmar-
rettévésti hieman alikehittynyt, sen yleisempi kdytto onkin harvinaisempaa. Térkedn poikkeuksen muodos-
taa vektorien kohtisuoruuden kisite. Ndemme nimittéin heti, ettd tdssd o = 7/2 silloin ja vain silloin, kun
(x,y) = 0. Tasta usein esiintyvasta tilanteesta kdytdmme merkintdd x 1 y.

Kéaytamme samaa vektorimerkintdd x = (1, x2, .. ., T, ) myos avaruuden R™ pisteen P = (21, za, ..., 2,)
identifioimiseen. T&lloin on luonnollista mééritelld pisteiden x ja y véliseksi etdisyydeksi d(x,y) niide ero-

tusvektorin pituus

dx,y) = |lx -yl =

Talla etaisyysfunktiolla on seuraavat ominaisuudet:
(i) Kaikilla x,y € R™ on voimassa d(x,y) > 0 ja d(x,y) = 0 silloin ja vain silloin kun x = y.

(ii) Kaikilla x,y € R"™ on voimassa d(x,y) = d(y,x).



Kuva 1.1: Pisteestéd (1,2, 3) etdisyydelld 1 olevien pisteiden muodostama pallopinta

(iii) Kaikilla x,y,z € R™ on voimassa kolmioepayhtalé (todistus harjoitustehtavind)
d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).

Myo6hemmilla kursseila (Metriset avaruudet, Topologian perusteet) nimé ominaisuudet méaarittelevit ns.

metriikan.

Esimerkki 1.3. Tadmén kurssin materiaalissa on paljon 2- tai 3-ulotteisia olioita esittdvid kuvia. Ne on
piirretty Mathematica-ohjelmistolla. Sen 3-ulotteiset kuvat ovat ehkd hieman odotuksista poikkeavia sikali,
etta tyypillisesti kuvat on piirretty laatikon sisdén, ja pisteiden koordinaattien arvot ovat luettavissa laatikon
sarmille piirretyilta asteikoilta. Naméa "akselit" eivéit tdlloin kulje totutusti origon kautta. Kuvan [L] pallon
keskipiste on siis Py = (1,2, 3), ja sen side on yksi. Sen piste P = (x, y, ) toteuttaa siis yhtélon d(P, Py) = 1,

miké voidaan koordinaattien avulla kirjoittaa muodossa
(x -1+ (y—2)2+(z-3)2*=1.

Vastaavasti Kuvassa on niiden pisteiden joukko, joiden (kohtisuoraan mitattu) etdisyys z-akselista on
2. Pistettd (z,y,z) ldhimpéand oleva z-akselin piste on tietenkin (x,0,0), joten kyseinen etiisyys on siis

VY2 + 22, ja saadun putken pisteet ovat tarkalleen yhtilon

v 422 =22 =4



Kuva 1.2: z-akselista etéisyydelld 2 olevien pisteiden muodostama lieriopinta

ratkaisut.

Palauta mieleen myos lineaarikuvauksen kasite kurssilta Lineaarialgebra. Jos T : R™ — R™ on lineaari-

kuvaus, niin sitd esittda yksikésitteinen matriisi M, eli se m x n, jolle

Z1
Z2
Tx)=M . ,
Tn
misséd x = (x1,x9,...,x,) on mielivaltainen vektori. Muutamissa kohdissa kurssia tarvitsemme seuraavaa

tulosta, joka kertoo, ettei vektorin pituus lineaarikuvauksessa voi kasvaa mielivaltaisesti.

Lause 1.4. Oletetaan, ettd T : R™ — R™ on lineaarikuvaus, ja M = (aij)mxn Sen matriisi (luonnollisten

kantojen suhteen). On olemassa sellainen vakio N > 0, ettd ||T(x)|| < N - ||x]|| kaikille x € R™.

Todistus. Merkitdin y = (y1,...,ym) = T(x). Talloin Cauchyn—Schwarzin epayhtilon nojalla

lyi| = lainzr + apzo + -+ - + amxn| = |((ai1, @iz, - - . ain), x)| < ||x]]

Tésté seuraa, etté

m m
Ivl1P =D wf < (D> ai | I
i=1 3



Néin ollen viite seuraa, kun asetamme

1.2 Avaruuden R" topologian peruskisitteita

Topologia on matematiikan haara, jossa tutkitaan esim. mitkd kappaleiden ominaisuudet siilyvét tehtéessa
niihin ‘jatkuvia muutoksia’ sekd erimuotoisten kappaleiden luokittelua. Talld kurssilla tarvitsemme muu-
taman topologisen peruskésitteen, 1ahinné tulosten muotoilemiseen ja niiden muistamisen helpottamiseksi.
Kéaydéaan ne kursorisesti lapi seuraavaksi. Tarkemmin niihin perehdytaan kursseilla Topologian perusteet ja

Lebesguen mitta ja integraali.
Maaritelma 1.5, (i) Jos x € R™ ja r > 0, niin joukkoa
B(x,r) ={y e R" | d(x,y) < r}
kutsutaan pisteen x (avoimeksi) r-sdteiseksi palloympdristoksi.
(i) Piste x € R™ on joukon A C R™ sisdpiste, jos on olemassa sellainen luku r > 0, jolle B(x,7) C A.

(iii) Piste x € R™ on joukon A C R™ ulkopiste, jos se on joukon R™\ A sisépiste. Yhtapitavisti: on olemassa

sellainen luku 7 > 0, jolle B(x,r) N A = (.

(iv) Piste x € R™ on joukon A C R" reunapiste, jos se ei ole joukon A sisipiste eikd ulkopiste. Yhtapitavisti

talloin kaikilla » > 0 leikkaukset B(x,r) N A ja B(x,r) N (R™\ A) ovat molemmat epéatyhjia.
(v) Joukko A C R™ on awoin, jos sen jokainen piste x € A on sen sisdpiste.

(vi) Joukko A C R™ on suljettu, jos sen komplementti R” \ A on avoin.

Kuva 1.3: Kun pisteen P jokin ympéristo sisiltyy kokonaisuudessaan joukkoon A, niin P on A:n sisdpiste
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Kuva 1.4: Kun pisteen P jokin ympéristd6 on kokonaisuudessaan joukon A ulkopuolella, niin P on A:n

ulkopiste

s

T T T U
L L L L g
-2 -1 0 1 2 3 4

Kuva 1.5: Kun pisteen P jokainen ymparisto sisiltdé pisteitd joukosta A ja sen ulkopuolelta, niin P on A:n
reunapiste

Huomautus 1.6. Kysymys siitd, onko annettu piste x annetun joukon A C R™ sisé-, ulko-, vai reunapiste
voidaan selvittdd seuraavasti. Jos 10ytyy jokin sellainen luku r > 0, ettd palloympéristé B(x,r) on kokonai-
suudessaan joukossa A, niin x on sisdpiste. Jos taas l6ytyy jokin sellainen luku r > 0, ettd palloympéristod
B(x,r) on kokonaisuudessaan joukon A ulkopuolella (eli ei lainkaan leikkaa sen kanssa), niin x on A:n ul-
kopiste. Jos kumpikaan néisté ehdoista ei toteudu millén luvun r > 0 valinnalla, niin x on A:n reunapiste.
Télloin jokainen palloista B(x,r) sisdltdéd seké joukon A pisteitd ettd sithen kuulumattomia pisteita.

Naméi kolme vaihtoehtoa ovat toisensa poissulkevia, eli jokainen piste x on joko joukon A siséipiste,
eunapiste tai ulkopiste.

Joukon A sisépisteiden joukosta kaytetdén merkintdd A°. Joukon A reunapisteiden joukosta eli joukon

A reunasta kiytetdan merkintdd 0A.

Esimerkki 1.7. Olkoon A tason neli6 [0,2] x [0,2] = {(z,y) € R? | 2,y € [0,2]}. Selitd, miksi P = (1,1) on
A sisépiste, @ = (—1, —1) ulkopiste, ja R = (0,0) reunapiste.

Ratkaisu. Muista, ettd joukko U osoitetaan toisen joukon V osajoukoksi tarkistamalla, ettd mielivaltainen

joukon U alkio on my0s joukon V' alkio.

10



Pallo B(P,1/2) on kokonaisuudessaan nelitssd A. Jos nimittéin (x,y) on etdisyydella < 1/2 pisteestd P,
niin t&lléin | — 1| < 1/2 ja |y — 1| < 1/2. Néin ollen z ja y ovat molemmat valilla (1/2.3/2), joten (z,y) € A.
Koska téssa (z,y) oli pallon B(P,1/2) mielivaltainen piste, niin olemme perustelleet, miksi B(P,1/2) C A.
Téassa pallon side r = 1/2 > 0, joten P tayttdd sisdpisteen vaatimukset.

Pallo B(Q,1/2) puolestaan on kokonaan nelién A ulkopuolella. Jos (z,y) on etdisyydelld < 1/2 pisteesta
@, niin 7 ja y ovat molemmat negatiivisia. Néin ollen (z,y) ¢ A. Téstd seuraa, ettd B(Q,1/2)NA =0, ja
Q tayttaa ulkopisteen vaatimukset.

Sité vastoin, olipa r > 0 kuinka pieni tahansa, niin pisteet x; = (r/2,7/2) ja x3 = (—r/2, —r/2) kumpikin
ovat etdisyydelld \/(r/2)2 + (r/2)2 < r origosta R. Niistd x; € A ja x2 ¢ A. Niin ollen pallossa B(R,7)
on sekd A:han kuuluvia, ettd A:han kuulumattomia pisteitd valittiinpa r miten tahansa. Téstd syystd R on

nelion A reunapiste.

Esimerkki 1.8. Olkoot x € R™ ja R > 0 mielivaltaisia. Osoitetaan, ettd avoin pallo B(x, R) € R™ on avoin

joukko.

Kuva 1.6: Jos piste on etdisyydelld d < R pallon keskipisteestd, niin sen r = (R — d)/2-séteinen ympéristo
siséltyy palloon

Ratkaisu. Tehtdvina on osoittaa, ettd jokaista joukon B(x, R) pistetta P kohti 1oytyy r > 0, jolle B(P,r) C
B(x, R). Kiinnitetdén mielivaltainen piste P € B(x, R). Talloin d(P,x) = d < R. Sen seurauksena luku
r = (R —d)/2 > 0. Kuvan [L.6l perusteella on ilmeistd, ettd B(P,r) C B(x, R). Tarkempi perustelu saadaan
kolmioepéyhtélosta. Jos y € B(P,r) on mielivaltainen, niin talloin d(y, P) < r. Kolmioepayhtilon nojalla

2 _
d(x,y) <d(x,P)+d(Py) <d+r= d+(§ d) _ R;—d'

Koska d < R, niin téssé (R + d)/2 < R. Néin ollen y € B(x, R). Koska y oli pienemmén pallon B(P,r)

mielivaltainen piste, niin olemme osoittaneet, etti B(P,r) C B(x, R).
Lemma 1.9. Avoimien joukkojen leikkauksille ja unioneille on voimassa seuraavat sadnndt.
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(i) Jos joukot U C R™ ja V C R™ ovat molemmat avoimia, niin niiden leikkaus U NV on sekin avoin.

(i) Jos T on jokin indeksijoukko, ja U; CR™ on avoin joukko kaikille i € I, niin unioni U := ;.7 U; on

sekin avoin.

Todistus. Ensimmaisen véaitteen todistamiseksi tarkastellaan leikkausjoukon U NV mielivaltaista pistetta
x. Koska x € U ja U on avoin, on olemassa sellainen luku r; > 0, ettd B(x,r1) C U. Koska myos x € V
ja V on avoin, on olemassa sellainen luku 7o > 0, ettd B(x,r2) C V. Olkoon r pienempi luvuista r1 ja ro.
Talloin B(x,r) C B(x,r1) C U ja B(x,r) C B(x,72) C V. Néin ollen B(x,r) CU NV, ja x on siis joukon
U NV sisapiste. Koska x oli joukon U NV mielivaltainen piste, on leikkausjoukko nahty avoimeksi.

Jalkimmaéinen véite on helpompi. Jos x € U on mielivaltainen, niin 16ytyy indeksi ¢ jolle x € U;. Koska
U; on avoin, niin on olemassa r > 0, jolle B(x,r) C U;. Koska U; C U, niin B(x,r) C U. Néin ollen x on

unionin U sisdpiste. Koska x € U oli mielivaltainen, on U avoin. O

Huomautus 1.10. Esimerkiksi induktiolla ndhddén (harjoitustehtiavi), etta adrellisen monen avoimen jou-
kon leikkaus on avoin. Asken niimme, ettd mielivaltaisen monen (=éirellisen monen, numeroituvasti déret-
tomén monen, ylinumeroituvan . ..) avoimen joukon unioni on avoin. Sitd vastoin ddrttomdn monen avoimen
joukon leikkaus ei vilttdmittd ole avoin. Harjoitustehtdvind voit osoittaa, ettd (), B(0,1/n) = {0}, ja

ettd tdmé joukko ei ole avoin.

Esimerkki 1.11. Osoitetaan, etti n-ulotteisen avaruuden pallokuori (ns. yksikképallo S™~1)
St ={xeR"[||x]| =1}
on suljettu.

Ratkaisu. Tehtdviind on osoittaa, ettd komplementtijoukko R™ \ S"~! = {z € R" | ||x|| # 1} on avoin.
Olkoon R = d(x,0). Jos R < 1, niin kuten Esimerkissd [[8 ndemme, ettd joukko B(x, (1 — R)/2) sisdltyy
palloon B(0,1), eiki niin leikkaa pallopintaa S™~1. Jos taas R > 1, niin tilléin 7 = (R — 1)/2 > 0 toimii,
koska jokainen piste y € B(x,r) toteuttaa epayhtdlon ||y|| > 1. Jos nimittdin olisikin d(0,y) < 1, niin
kolmioepayhtédlon nojalla

2+(R-1) 1+R
2 o2

R=4d(0,x) <d(0,y) +d(y,x) <1l+r=
Koska R > 1, tdmé on ristiriita.
Lemma 1.12. Suljettujen joukkojen leikkauksille ja unioneille on voimassa seuraavat saannot.

(i) Jos joukot Fy CR™ ja F» CR™ ovat molemmat suljettuja, niin niiden unioni Fy UFy on sekin suljettu.

(ii) Jos T on jokin indeksijoukko, ja F; CR™ on suljettu joukko kaikille i € I, niin leikkaus F := (\;c7 F;

on sekin suljettu.

12



Todistus. Seuraa de Morganin kaavoista (AN B)¢ = A°U B¢ ja | J; A = (), Ai)°. Yksityiskohdat jitetdin
harjoitustehtavaksi. O

Huomautus 1.13. Suhteellisen helposti ndhdéén, ettd avaruuden R™ osajoukko on suljettu, jos kaikki sen
reunapisteet kuuluvat siihen. Vastaavasti joukko on avoin, jos se ei sisédlld ainuttakaan reunapisteistadn.

Kaytannossé joukot usein kuvaillaan niiden reunan avulla, joten tdma on hyvin kéyttokelpoinen havainto.

1.3 Vektorit ja funktiot

Kurssilla késitelladn paljon vektorimuuttujan funktioita eli usean muuttujan funktioita. Nama ovat funktioita
f:A— R, missi A CR" on funktion f ldhtéjoukko. Kun kirjoitetaan f(x), missid x = (x1,x2,...,2,) € A
niin on luontevaa puhua vektorimuuttujan funktiosta. Kéytettdessd merkintda f(z1,x2,...,2,) on usein
luontevampaa ajatella muuttujia xq,xs,...,z, riippumattomina muuttujina, ja puhua usean muuttujan

funktiosta. Puhetavan valinta riippuu asiayhteydesta.

Esimerkki 1.14. Ideaalikaasulaki sanoo, ettd jos ainemééra n kaasua on lampétilassa T ja vaatii tilavuuden

V', niin sen paine p saadaan kaavasta
nRT

p= v
missé R on ns. kaasuvakio. Voimme téssé ajatella, ettd p = p(n, V,T') on kolmen muuttujan, n, V, T, funktio,
joka on maéadéritelty ehdoilla n > 0,V > 0,7 > 0, tai vaihtoehtoisesti voimme ajatella sitd vektorin x =
(n,V,T) € R? funktiona. Koska aineméiéri, tilavuus ja limpétila ovat luonteiltaan tiysin erilaisia suureita,
téssd yhteydessd niiden niputtaminen yhdeksi vektorimuuttujaksi tuntuu keinotekoiselta, vaikka mitdan

matemaattista estettd ei vektorimuuttujan x kéytolle ole. Siirtyminen yhdestd merkintdtavasta toiseen on

suoraviivaista, joten kiaytdmme aina kuhunkin tilanteeseen sopivaa merkintda ja puhetapaa.

Kuva 1.7: Kaavan f(z,y) = cos(z? + y?) miirittelemin funktion f :[-2,2] x [-2,2] — R kuvaaja

13



Kun n =1 (kurssien Analyysi I-1II tilanne), niin usein hydédynsimme funktion kuvaajaa, eli joukkoa
Cy 1= {(w, f(x) € R? | & € A}.

Kun n > 1, niin kuvaajan kédyttdminen on vihemmaén havainnollista paperin 2-ulotteisuuden vuoksi. Kun

n = 2 voimme edelleen yrittadd hahmotella kuvaajaa

Cr =A{(z,y, f(z,y)) € R | (z,y) € A}

3-ulotteisessa avaruudessa vaikka sen projisoiminen paperille, liitutaululle tai ndytolle antaakin vihemmaén
taydellisen kuvan.

Niinpa Kuvassa [T asteikkoja lukemalla ndhdédén, ettd laatikon pohja on tasolla z = —1, kansi tasolla
z = 1, oikealla edessé alanurkassa on piste (z,y, 2) = (2, —2, —1) jne. Jos 1ldhtojoukko A ei ole suorakaide, niin
pyrin lisddméan kuvaan muita elementteja kuten reuna-alueiden lapindkyvia varjostuksia, jotka toivottavasti

helpottavat hahmottamista. Kuvassa [[L.8 on ldhtéjoukkona
A={(z,y) eR* |z >0,y > 0,2 +y° <1}

yvksikkéympyran ensimmaéisesséd neljanneksessa rajaama alue.

Kuva 1.8: Erdan kahden muuttujan polynomin kuvaaja neljannesympyréssa

Kun lahtojoukko on n-ulotteisen avaruuden osajoukko, n > 3, niin kuvaaja on vaistamattd vahintdan
4-ulotteinen, ja sen piirtdminen havainnollisesti on liian vaikeaa.
Talla kurssilla kéasitellddn myos vektoriarvoisia funktioita f: A — R™ m > 1, A C R™. Télloin funktion

kuvatkin ovat vektoreita. Usein ne esitetdin komponenteittain

f() = (f1(x), fa(x), -, fm (X)),

missd x = (x1,x2,...,x,) € A. Niidenkin kuvaajien piirtdminen on mahdotonta, koska talloin yleensé

m+mn > 4. Jos n = m on 2 (tai 3), voidaan funktiota yrittda hahmotella valitsemalla joukko ldhtdjoukon
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pisteitd P; = (z;,y:),i = 1,..., N, ja piirtdd kuvaan nuolia siten, ettd pisteesti P; alkava nuoli kertoo
jotakin funktion arvona saatavasta vektorista f(P;) € R?. Kiyttdméini piirto-ohjelma piirtéé vektorien f(F;)
suunnat oikein, mutta skaalaa niiden pituudet jollakin logiikalla valitulla kertoimella. Yleensé ko. kerroin on
< 1, jotta nuolista ei tulisi lifan pitkid jolloin nuolen f(FP;) yhteys alkupisteeseen P; haméartyisi. Kuvat ovat
hyvin samanlaisia kuin ne, joilla (lukion) fysiikan kursseilla hahmoteltiin voimakenttii. Usein puhutaankin

vektorikentastéa f.

A ]
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0-67’+~,)l/x/#+§\\\\\7
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Kuva 1.9: Vektorikenttd f = (y — x,xy) joukossa (z,y) € [0, 1] x [0,1]

Kuvassa[L9 on esitetty kenttd f(z,y) = (f1(z,y), f2(x,y)) = (y — x, xy) talla tavoin. Tassa siis f(0,0) =
(0,0) ja kuvassa onkin pisteestd (0,0) piirretty alkamaan nollavektori. Sitd vastoin pisteestd (1,1) alkava
vektori on selvésti lyhyempi kuin f(1,1) = (0,1). Huomaat kuitenkin, ettd pisteestd (1, 1) alkava nuoli on
pystysuora kuten myos f(1,1). Tekemélla lisdd vastaavia laskuja 1dhtojoukon A = [0,1] x [0, 1] eri pisteissa

huomaat, ettd suunta on aina oikein, ja nuolien pituuksien suhteet ovat kuvassa oikein.

1.4 Jatkuvuus

Funktion jatkuvuus pisteessd maaritelladn melkein analogisesti kurssin Analyysi I maaritelmén kanssa. Tutut

e- ja o-valit korvataan palloympérist6illd. Lisiksi otamme huomioon 1dht6joukon.

Maaritelma 1.15. Oletetaan, ettd A CR” x € A ja f: A — R™. Sanotaan, ettd f on jatkuva pisteessé x,
jos jokaista e > 0 kohti 16ytyy sellainen ¢ > 0, etta f(y) € B(f(x),¢) aina, kun y € B(x,0) N A. Sanotaan,

ettd funktio f on jatkuva, jos se on jatkuva kaikissa pisteissd x € A.

Esimerkki 1.16. Osoita, ettd funktio f : R? = R, f(z,y) = 2x + y* on jatkuva pisteessi P = (2,1).
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Ratkaisu. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Olkoon (z,y) jokin (P:t& lihelld oleva) piste. Selvésti f(P) = 5,

joten haluamme verrata lukuja f(x,y) ja 5.
|[f(x,y) = 5] = |22 +y* - 5]
=12z -4+ (* -] < 22— 4]+ [y* — 1]

=2z =2+ ]y + 1]y - 1.

Normaalit arviointitekniikat toimivat tissi. Koska d((z,y),P) = /(z —2)2 + (y — 1)2, niin |z — 2| <
d((z,y), P) ja |y — 1| < d((x,y), P). Jos oletamme, ettd |y — 1| < 1, niin t&lloin |y + 1| = |(y — 1) + 2| < 3.
Laskumme osoittaa, ettd jos |z — 2| < /4 ja |y — 1| < €/6, niin seki 2|z — 2| < /2 ettd 3|y — 1] < /2.
Valinta 6 = min{1,e/6} takaa sen, ettd kaikki vaaditut epdyhtdlot ovat tosia, kun d((x,y), (2,1)) < 0.

Seuraavaksi palautetaan vektoriarvoisen funktion jatkuvuus komponenttifunktioiden jatkuvuuteen.

Lause 1.17. Oletetaan, ettd A C R™ Vektoriarvoinen funktio f = (f1, fo, ..., fm) : A = R™ on jatkuva, jos

ja vain jos jokainen komponenttifunktio fi, fo,..., fm : A = R on jatkuva.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd f on jatkuva, ja osoitetaan, ettd talloin komponenttifunktiot f; ovat vélt-
tdmatta nekin jatkuvia. Kaikille indekseille ¢ = 1,2, ..., m ja pisteille x,y € A saadaan joko suoraan méari-

telmista tai Cauchyn—Schwarzin epayhtélosta arvio

[fi(x) = fi(y)| = [(f(x) = f(y) el < [F (%) = FOI - leal| = (1 (x) = FD)II-

Jos siis || f(x) — f(y)|] < € aina, kun ||x —y|| < § & y € B(x,4), niin samoin edellytyksin myos |f;(x) —
fi(y)| < e. Néin ollen f; on jatkuva.
Oletetaan sitten, ettd funktiot f;,i = 1,2,...,m, ovat kaikki jatkuvia, ja ettdi x € A ja e > 0 ovat

mielivaltaisia. Funktion f; jatkuvuuden perusteella 16ytyy vakio d; > 0, jolle
|fi(x) — fily)| < e/m aina, kun y € B(x, ;). (%)

Valitaan sitten § = min;—1,2, ., ;. Talldin ¢ > 0 ja kaikkien epdyhtdlojen (x) ehdot toteutuvat kun y €

B(x, ). Kolmioepéayhtilon nojalla
176 = F@ < P2 1£:60) = Fily)| < m— =
i=1

aina, kun ||x — y|| < d. Viite seuraa. O

Kahden jatkuvan funktion yhdistettynéd funktiona muodostettu funktio nahdaéan jatkuvaksi kuten Ana-

lyysi I:n tilanteessakin.

Lause 1.18. Olkoot A C R", B C R™. Oletetaan, etti funktiot f : A — B ja g : B — R’ ovat jatkuvia.
Téllgin yhdistetty funktio go f : A — R on sekin jatkuva.
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Todistus. Olkoot x € A ja € > 0 mielivaltaisia. Merkitdén y = f(x) € B ja z = g(y) = (g o f)(x). Koska
g on jatkuva pisteessd y, 10ytyy sellainen 6; > 0 jolle g(y’) € B(z,¢) aina, kun y’ € BN B(y, d1). Koska
f on jatkuva pisteessi x 1oytyy sellainen 65 > 0, ettd f(x') € B(y,d1) aina, kun x’ € B(x,d3) N A. Koska
f:A— B, niin myés f(x') € B aina, kun x’ € B(x,d2) N A. Yhdistelemélld kaikki ndmé havainnot voimme
paatelld, ettd (g o f)(x') € B(z,¢) aina, kun x’ € AN B(x,d2). Yhdistetyn funktion jatkuvuus pisteessd x

on nain perusteltu, ja viite seuraa. O

Kuten kurssilla Analyysi I ndhdééan, etté jatkuvien reaaliarvoisten funktioiden summa, erotus, tulo ja osa-
médrd ovat jatkuvia (kunhan véltetdin nollalla jakamista). Samoin muuttujien x1,xs,...,x, trigonomet-
riset funktiot, logaritmifunktiot, ndiden kédnteisfunktiot ja ylipddtadn kaikki alkeisfunktiot ovat jatkuvia
madrittelyjoukossaan.

Yhden reaalimuuttujan funktion jatkuvuutta tarkastettiin joskus tutkimalla toispuoleisia raja-arvoja.
Téssé suhteessa useamman muuttujan funktiot ovat mutkikkaampia. Voimme nimittiin vasemmalta/oikealta
vaihtoehtojen lisdksi korkeampiulotteisessa avaruudessa lahestyé pistettd ddrettoméan monesta eri suunnasta.

Seuraava esimerkki valaiskoon tétd ilmiota (tormiddmme samaan ilmioén ddriarvoja pohtiessamme).

Esimerkki 1.19. Osoita, ettd funktio f: R?\ {(0,0)} — R, f(z,y) = 2y/(2? + y?) saa kaikki arvot vililtd
[—1/2,1/2] kaikissa origon puhkaistuissa ympéaristoissa B((0,0),r) \ {(0,0)}.

Kuva 1.10: Funktio f(z,y) = zy/(z? + y?) kiyttiytyy oudosti origon lihelld

Ratkaisu. Kayttamalld napakoordinaatteja x = r cos ¢,y = rsin ¢ nahdadn

2 cos ¢ sin ¢
72(cos? ¢ + sin? ¢)

f(rcos¢,rsing) = =cos¢sing = %sin 2¢.

1
Néhdéadn, ettéd funktio saa siis vakioarvon 3 sin 2¢ siteelld ¢ = ¢g. Sinifunktion ominaisuuksien perusteella
tassé kaikki luvut valilla [—1/2, 1/2] esiintyvéit. Kuvasta [[LI0 ndet, ettéd piirto-ohjelmalla on epajatkuvuuden

vuoksi vaikeuksia origon lahistolla.
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Karakterisoidaan vield jatkuvuus avoimien joukkojen avulla. Topologian kurssilla tdmé otetaan jatku-

vuuden maéaritelméaksi.

Lause 1.20. Olkoon A CR"™ ja f : A — R™ jatkuva funktio. Tdlldin jokaista avointa joukkoa U C R™ kohti

on olemassa sellainen avoin joukko V C R"™, ettd alkukuva
U ={xc A| f(x) eU}=ANV.

Erityisesti jos A on itse avoin, niin f~1(U) on avoin — avoimen joukon alkukuva jatkuvassa kuvauksessa

on avoin.

Todistus. Olkoon x € f~1(U) mielivaltainen. T#llsin f(x) € U. Koska U on avoin, on olemassa luku ry > 0,
jolle B(f(x),rx) C U. Koska f on jatkuva pisteessé x, 16ytyy sellainen dx > 0, ettd f(x') € B(f(x),rx) aina,
kun x’ € B(x, dx) N A. Erityisesti siis B(x,dx) N A C f~1(U).

Asetetaan

V=] B(xd.

x€f~1(U)
Jokainen palloista B(x, dx) on avoin Esimerkin [[§ nojalla. Niin ollen joukko V' on avoin Lauseen [[9nojalla.
Koska x € B(x,dx), niin jokainen joukon f~1(U) piste kuuluu joukkoon V. Kidntéen, jos x' € V N A, niin
x' € ANB(x,6x) jollekin x € f~1(U). Tallsin luvun dx valinnan nojalla f(x') € B(f(x),7x) C U. Niin ollen
x' € f7Y(U). O

Lause 1.21. Olkoon A C R™ ja f : A — R™ jatkuva funktio. Talldin jokaista suljettua joukkoa C C R™

kohti on olemassa sellainen suljettu joukko D C R™, ettd alkukuva
fFHO)={xec A| f(x)eU}=AND.

Erityisesti jos A on itse suljettu, niin f~1(C) on suljettu — suljetun joukon alkukuva jatkuvassa kuvauksessa

on suljettu.

Todistus. Sovelletaan Lausetta funktioon f ja joukon C' komplementtiin U = R™ \ C, joka on avoin.
Yksityiskohdat jatetddn harjoitustehtaviksi. O

Esimerkki 1.22. Olkoot a < b ja ¢ < d reaalilukuja. Osoitetaan, ettéd laatikko
[a,8] x [e,d] = {(z,y) €R* |a <z < bc<y < d}
on suljettu.

Ratkaisu. Helposti nihdéin, etti kaavojen py(x,y) = = ja pa(x,y) = y médirittelemit funktiot p; : R? — R
ja pa : R? — R ovat jatkuvia. Edelleen vilit [a,b] C R ja [c,d] C R ovat suljettuja. Lauseen [[21] nojalla
joukot

Cr=py ([a,8]) = {(z,y) eR? [a <z < b}
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ja
Cy i=py ' (le.d]) = {(z,y) € R* | c <y < d}
ovat suljettuja. Tutkittava laatikko [a, ] X [¢,d] = C; N Cy on kahden suljetun joukon leikkauksena suljettu

Lauseen [L.I2 nojalla.

Helposti ndhdédéan, ettd Esimerkin [[.22] tuloksella on vastineensa my6s avaruuksissa R, n > 2. Samoin
helposti ndhddan avoimien vélien karteesisia tuloja koskeva vastine.
Jatkossa tarvitsemme joidenkin tilanteiden tédsmélliseen kuvaamiseen myds vektorimuuttujan funktion

raja-arvon késitetta.

Maiiritelméd 1.23. Olkoot A C R™ a € A°, f: A\ {a} — R, ja . Sanotaan, ettid luku a on funktion f

raja-arvo pisteessé a, jos jokaista lukua & > 0 kohti 16ytyy sellainen § > 0, jolle

|f(x) —al <e
aina, kun x € B(a, ), x # a. Kdytetddn tistd merkintdd

lim f(x) = a.

X—a

Kuten kurssilla Analyysi I voidaan sitten todistaa (harjoitustehtavi) tulos:
Funktio f : A — R on jatkuva pisteessi a € A° sjvsk limx_,4 f(x) = f(a).

Vektorimuuttujan funktion raja-arvoja koskevat samat yleiset tulokset ja laskusddnnot jotka kurssilla Ana-
lyysi I johdettiin reaalimuuttujan funktioiden raja-arvoille. Edelleen huomautan, ettd Esimerkin [[.T9 tarkas-

telun tuloksena ndhdéén, ettei kyseiselld funktiolla ole lainkaan raja-arvoa origossa (vrt. topologin sinikdyra).

1.5 Kompakteista joukoista

Esittelemme vield lyhyesti kompaktin joukon késitteen. Se on moniulotteinen vastine yhden muuttujan ta-
pauksessa kdyttokelpoisesta suljetusta rajoitetusta vélistd [a,b] C R. Topologiassa kompakti joukko méaari-
telladn toisin, joukon ns. avoimien peitteiden avulla. Jatdmme néin suurimman osan todistuksista sovinnolla

Topologian kursseille.

Maaritelma 1.24. Joukkoa K C R™ sanotaan rajoitetuksi, jos on olemmassa sellainen luku M, etta ||x|| <

M kaikille x € K. Joukkoa K sanotaan kompaktiksi, jos se on suljettu ja rajoitettu.

Lause 1.25. Oletetaan, ettc A CR™ ja etta f: A — R™ on jatkuva. Jos K C A on kompakti, niin tdlldin

myos kuvajoukko
JIK) ={fx) [x € K}

on kompakti — kompaktin joukon kuva jatkuvassa kuvauksessa on kompakti.
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Todistus. Sivuutetaan. O

Lause 1.26. Jos joukko K C R on kompakti ja epdtyhjd, niin silld on suurin ja pienin alkio.

Todistus. Joukko K on epidtyhji ja ylhdalta rajoitettu, joten reaalilukujen tdydellisyysaksiooman nojalla
silld on pienin ylaraja M = sup K. Osoitamme, ettd M € K, jolloin se ylidrajana on vilttdméattd joukon
K suurin alkio. Tehdédén vastaoletus, ettda M ¢ K. Koska K on suljettu, niin sen komplementti on avoin.
Loytyy siis sellainen r > 0, jolle ympéristéo B(M,r) = (M — r, M + r) on kokonaan joukon K ulkopuolella.
Erityisesti siis valilla [M — r/2, M] ei ole lainkaan joukon K alkioita. Koska M on joukon K yliraja, niin
voimme padtelld, ettd myos M — r/2 on joukon K ylaraja. Mutta tdmé on ristiriidassa sen kanssa, etta M
on joukon K yldrajoista pienin. Néin ollen vilttaméatta M € K.

Pienimmén alkion olemassaolo todistetaan vastaavasti (harjoitustehtavi). O

Seuraus 1.27. Jos K C R" on epdtyhji kompakti joukko ja f : K — R on jatkuva, niin f saavuttaa joukossa

K suurimman ja pienimmdn arvonsa.

Todistus. Lauseen [[2H nojalla kuvajoukko f(K) C R on kompakti. Lauseen [[20] nojalla siind on seké

suurin ettd pienin alkio. O

Edellinen todistus antaa meille myohemmin selkdnojan useisiin ddriarvotehtéviin. Se on kurssin Ana-
lyysi I tuloksen suljetulla vdlilld jatkuva funktio saa kyseiselld vdlilla suurimman ja pienimmdn arvonsa
moniulotteinen vastine.

Toinen kompaktisuuteen liittyvi tulos, jota mydhemmin tarvitsemme, liittyy funktioiden tasaiseen jat-

kuvuuteen.

Maaritelma 1.28. Olkoon A C R”. Sanotaan, ettd funktio f : A — R™ on tasaisesti jatkuva, jos jokaista

lukua & > 0 kohti l6ytyy sellainen § > 0, ettd || f(x) — f(¥)|| < € aina, kun x,y € C ja ||x — y|| <.

Ero jatkuvuuden ja tasaisen jatkuvuuden vélilld on siind, ettéd jatkuvuudessa muuttujan 0 valinta saa riip-
pua pisteestd x, mutta tasaisessa jatkuvuudessa vaaditaan, ettd jokin luvun § valinta toimii ‘tasaisesti’ kai-
kille 1ahtojoukon alkioille. Tasaisesti jatkuva funktio on selvésti jatkuva, mutta toiseen suuntaan implikaatio
ei aina ole voimassa (matemaatikkojen versiolla kurssista Analyysi I esiintyi esimerkkejé tésta). Kompaktissa

joukossa (erityisesti siis esimerkiksi suljetulla vélilld) jatkuvalle funktiolle néiin kuitenkin on.

Lause 1.29. Oletetaan, etti K C R™ on kompakti joukko. Jos f : K — R™ on jatkuva funktio, niin tdlléin

f on myds tasaisesti jatkuva.

Todistus. Sivuutetaan. Téhéan palataan Topologian kurssilla. O
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Luku 2

Usean muuttujan funktioiden
differentiaalilaskentaa

2.1 Osittaisderivaatoista

Yhden reaalimuuttujan funktiota tutkittaessa derivaatta osoittautui hyodylliseksi tyokaluksi, jolla esimer-
kiksi funktion kuvaaja voitiin (lokaalisti eli paikallisesti) ‘linearisoida’. Pyrimme tuottamaan vastaavanlaisen

tyokalun usean muuttujan funktiolle. Ensimmaéisena askeleena mééarittelemme funktion osittaisderivaatat.

Maaritelma 2.1. Olkoot A CR", f: A — R jax € A°. Jos raja-arvo

i X+ hes) = f(x)
h—0 h

on olemassa, sitd sanotaan funktion f osittaisderivaataksi j:nen muuttujan z; suhteen pisteessé x. Sille
kéytetadn merkintoja
of

%j(x)v ij(X)v Dzjf(x)v Djf(x)v 8Jf(x)

Oletus siitd, ettd x on joukon A sisdpiste tuli kdyttoon siind, ettd sen seurauksena piste x + he; on
funktion f méarittelyjoukossa aina, kun h on itseisarvoltaan tarpeeksi pieni. Kyseisessé erotusosamaérassa

siis ainoastaan muuttujan z; arvo muuttuu:

ﬁ(x) — lim f(l‘l, ce, X1, X F h,l‘j+1, c. ,,’En) — f(X)
(r“)SCj h—0 h

T&lla on se miellyttdavi seuraus, ettei meiddn tarvitse johtaa erikseen osittaisderivointisdantoja. Tavalliset
derivointisdannot riittavat, kunhan muistaa pitdd laskun aikana muita muuttujia x;,7 # j, vakioina. Eri-
tyisesti summan, tulon ja osaméaérin derivointikaavat toimivat myds osittaisderivaatoille. Ketjusdéntokin
toimii kurssilta Analyysi I tutulla tavalla kunhan tarkastelemme yhden (ei-vakioisen) muuttujan reaaliar-
voista funktiota. Usean muuttujan funktioiden yhdistettyyn funktioon liittyvéstd ketjusddnnostd enemman

my6hemmin tédssa luvussa.

Esimerkki 2.2. Maarataan funktion
f(z,y) =y° + zy — 2° + 2
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osittaisderivaatat f, ja fy.

Ratkaisu. Kun osittaisderivoimme muuttujan x suhteen, niin pidamme y:ti vakiona. Néin ollen myds y? on
vakio, joten D, (y?) = 0. Termi 2y on x:n suhteen ensimméisen asteen polynomi, joten sen osittaisderivaatta
on x:n kerroin, joka talld kertaa on D, (zy) = y, mutta voi riippua y:sta (tai toisessa tilanteessa muista las-
néolevista muuttujista) mutkikkaammallakin tavalla. Viimeiset kaksi termia riippuvat vain z:sté, ja voidaan
derivoida normaalisti. Saamme siis

fe=1vy— 32 + 2z.

Vastaavasti, kun osittaisderivoimme y:n suhteen, niin piddmme z:44 vakiona. Né&in ollen Dy(:lc3) = 0,
D, (zy) = x jne. Vastaukseksi saadaan

fy=2y+=x.

Yhden muuttujan funktion derivaatta annetussa pisteessd a tulkitaan usein sen kuvaajan tangentin kul-
makertoimeksi. Osittaisderivaatat voidaan tulkita samoin, kun rajoitetaan funktio a:n kautta kulkevalle
suoralle, jossa muilla koordinaateilla on vakioarvo. Kéytén téllaisessa tapauksessa usein kuvaa, jossa ku-
vaajapinnasta otetaan sopiva poikkileikkaus. Talloin on mielestdni havainnolistavaa jattdd kuvaan mukaan

poikkileikkauspinnan takana oleva kuvaajan osa. Seuraava esimerkki valottaa tata.

Esimerkki 2.3. Havainnollistetaan kuvaillulla tavalla polynomin

6 — 2?2 + xy — 29>
3

f(i[], y) =
osittaisderivaattoja pisteessi (zg, 7o) = (1, —1).

Ratkaisu. Suoraan laskemalla ndhdédn, ettd f(1,—1) = 2/3. Néin ollen piste P = (zo, Yo, f(20,%0)) =

(1,—1,2/3) on kuvaajalla, ja litkumme sen lahistoll4.

Kuva 2.1: Funktion f(z,y) = (6 — 22 + zy — 2y?)/3 kuvaaja pisteen P = (1,—1,2/3) lihistolld

Kuvassa [Z1] on funktion f(z,y) kuvaaja alueella (z,y) € [—2,2] x [—2, 2]. Osittaisderivoimalla ndemme,

ettd fo(z,y) = (—2z+y)/3ja fy(z,y) = (x — 4y)/3. Néin ollen f,(1,—-1) = -1 ja f,(1,—1) =5/3.
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Kuva 2.2: Funktion f(z,y) kuvaajan poikkileikkaus sen tason kanssa, joka kulkee pisteen P kautta ja, jolla
y-koordinaatti on vakio

Kuva 2.3: Funktion f(z,y) kuvaajan poikkileikkaus sen tason kanssa, joka kulkee pisteen P kautta ja, jolla
z-koordinaatti on vakio

Néamai nikyvat Kuvissa 22 ja23l Ensin mainitussa tason y = —1 antamalla poikkileikkauksella (vastaten
sitd, etta taté osittaisderivaattaa laskettaessa y:114 oli vakioarvo —1) "vapaan" muuttujan x funktion f(x, —1)
kuvaajan tangentin kulmakerroin on 1. Jalkimmaéisessa puolestaan poikkileikkaus muodostetaan tason x = 1
kanssa, ja funktion f(1,y) kuvaajan tangentilla on kulmakerroin 5/3. Tangenttisuorien kulmakertoimien
tulkinnassa on pidettdva mielessi, ettd oheisissa kuvissa x-koordinaatti kasvaa oikealle liikuttaessa, ja y-

koordinaatti katsojasta pois péin litkuttaessa (vrt. asteikot sarmilld).

Esimerkki 2.4. Avaruudessa R™ pisteen x = (21, x2,...,Z,) etdisyys origosta on

Tzr(xl,...,xn):\/x%—i—x%—i—---—i—x%.

Fysiikassa, etenkin kun n = 3, usea funktio (tai vektorikenttd) on ilmaistavissa rn funktiona, ja osittaisde-
rivaatat Or/0,,. Tulevat kiyttoon. Johdetaan kaava

or T;

axi T
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ja annetaan geometrinen selitys télle osittaisderivaatalle.

P A.Z'l Pl

Ar

Kuva 2.4: Etéisyyden osittaisderivaatta koordinaatin suhteen

Ratkaisu. Kéytetddn koordinaattien nelididen summasta merkintaéd

q(x) =2 a2+ + 22,

jolloin 7 on yhdistetty funktio r(x) = y/q(x). Selvisti dq/0x; = 2x; kaikilla ¢ = 1,2,...,n. Koska Dy/x =

—1/2

1
5:10 , niin Analyysi I'n ketjusddnnon nojalla

or

2171' €T,

1

ox; 2 q(x) o

Kuvassa [24] titd havainnollistetaan seuraavasti. Piste P = (x1,x2), ja P’ = (x1 + Az, 22) on piste, joka
saadaan kasvattamalla P 1. koordinaattia vihin. Kuvan piste A on origon ja P’:n yhdistivalld janalla,
etdisyydelld r» = |OP| origosta. Niin ollen etdisyyden muutos Ar = |AP’|. Kun muutos Az; on pieni, niin
ympyrin kaari PA on kiiytdnnossi suora jana, joka on kohtisuorassa janaa AP’ vastaan. Olkoon pisteen P
suuntakulma ¢. Kun Az; & 0, niin hyvalla tarkkuudella myos pisteen P’ suuntakulma on ¢. Nain ollen sen
kanssa samankohtainen kulma ZAP'P = ¢. Kuvaan on merkitty piste B = (z1,0). Suorakulmaiset kolmiot

AOPB ja AP'PA ovat (likimain) yhdenmuotoisia, joten vastinosien suhteet
ry OB N |PA|  Ar

r  |OP| " |PP| Az’

Kun Az; — 0, niin tehdyt approksimointivirheet ldhestyvét nollaa, ja raja-arvona saamme

T or

r Oxp

2.2  Vektorimuuttujan funktion differentioituvuus

Yhden reaalimuuttujan funktion tapauksessa derivoituvuus (pisteessé) takaa aina funktion jatkuvuuden (pis-

teessd). Kahden tai useamman muuttujan tapauksessa funktion osittaisderivaattojen olemassaolo ei takaa
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Kuva 2.5: Yhden muuttujan differentioituvan funktion kuvaaja ja sen yhteen pisteeseen piirretty tangentti
(punaisella). Oikealla osasuurennos, josta kiy ilmi miten zoomattaessa tangentti tulee lihemmaés ja lahemmés
kuvaajaa

jatkuvuutta. Helppo esimerkki tdstd on funktio f(z,y) joka saa arvon nolla molemmilla koordinaattiakseleilla
ja arvon yksi muualla. Téssa f,(0,0) = 0 = f,,(0,0), mutta selvésti f ei ole jatkuva origossa. Ongelma aiheu-
tuu jilleen siitd, ettd origoa voidaan ldhestyd &arettomén monesta eri suunnista, mutta osittaisderivaatat
kertovat ainoastaan jotakin siitd mitd tapahtuu silloin, kun ldhestytdan akselien suunnassa.

Erotusosaméérin (f(x +h) — f(x)))/h kiytto yleisemmén késitteen pohjana on sikédli mahdoton ajatus,
ettd funktion arvon muutos h on vektori, eikd vektoreiden jakolasku ole mééritelty. Tama ldhestymistapa
kuitenkin toimii hyvin. kompleksimuuttujan tapauksessa. Siitd enemmaén kurssilla Funktioteoria

Sellainen differentioituvuuden késite, joka valttda mainitut ongelmat, saadaan, kun tutkitaan funktion
arvojen muuutumista tutkittavan pisteen jossakin ympéristossd. Yhden muuttujan funktion tapauksessa
tétd vastaa derivaatan tulkinta funktion kuvaajan tangenttisuoran kulmakertoimena. Kiinnitdmme huomiota
sithen, ettd tdlloin tangenttisuora approksimoi kuvaajaa hyvin. Suhteellinen virhe on sitd pienempi, mité

pienempéad aluettaa katsotaan kuten Kuvassa

Esimerkki 2.5. Tutkitaan Esimerkin funktion

6 — 22 + Yy — 29>
3

fzy) =
approksimointia pisteen (xg,yo) = (1, —1) ldheisyydessa.
Ratkaisu. Sijoitetaan funktioon (z,y) = (1, —1) + (h1, he) = (1 4+ h1, —1 + ha). Arvoksi saadaan
f(L+hy, =1+ hy) = ; + (—m + ghz) + % (=h?+ hihy —2h3) .

Ensimmaéisend oikella puolella on funktion arvo f(1,—1) = 2/3. Muissa termeissé ryhmittelin ensimmaéiseen
sulkulausekkeeseen muutosvektorin h = (hy, he) komponenttien ensimmaéisen asteen termit ja jilkimmaéiseen
toiseen asteen termit. Jos skaalaamme muutosvektorin pienemméksi jakamalla sen luvulla 10, niin ensim-
maéinen sulkulauseke pienenee kymmenenteen osaan, mutta jalkimmainen sadasosaan sen nykyisestd arvosta.

Néin ollen muutosvektorin ollessa pieni, ensimméinen sulkulauseke on isommassa roolissa. Kéytetdan siité
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merkintaa
5
T(h) = T(hl, hz) =—hy + g hs.

Tamé on vektorin h lineaarifunktio ja antaa aiheen tarkastella funktiota f approksimoivaa funktiota

L1+ hy, =1+ hs) = f(1,-1) + T(h).

Téssd hy =x—axpg=ax—1jahy =y —yo=1y+1, joten

5 10 — 3z + 5y
—

L) =~ @- 1)+ 2+1)=

Kuva 2.6: Funktion f(z,y) kuvaaja ja sitd pisteen (1, —1) lahistolla seuraava tangenttitaso

Funktion L(z,y) kuvaaja on taso. Kuvassa on funktioiden f ja L kuvaajat. Kuvakulma poikkeaa
aiemmista, silld haluan talld perustella, miksi funktion L kuvaajatasoa voidaan kutsua funktion f kuvaajan

pisteeseen (xo, Yo, f(To,yo)) piirretyksi tangenttitasoksi.

Maaritelma 2.6. Oletetaan, ettd A CR™, f: A — R, x € A°. Sanotaan, ettd funktio f on differentioituva

pisteessd x, jos on olemassa sellainen lineaarikuvaus 7' : R” — R jolle

LG ) — f(0) — T(h)
h—0 |||

=0.

Télloin lineaarikuvausta T kutsutaan funktion f lineaariseksi derivaataksi pisteessi x, ja funktion g(x+h) :=

f(x) + T'(h) kuvaajaa kutsutaan funktion f tangentti(hyper)tasoksi pisteessi x.
Huomautus 2.7. Lineaarialgebrasta tieddmme, ettd 7'(h) on muotoa
h= (hl,hg,hg,...,hn) — t1hy +taho + - -+ tyhn

joillekin yksikésitteisesti maaratyille vakioille ¢4, ¢, ..., ¢, € R.
Jos B(x,r) C A ja médritellddn kaikille h € B(0,7),h # 0 funktio n(h) ‘virhetermin&’ eli lukuna, joka
madrdytyy yhtalostéa
fx+h) = f(x) + T(h) +n(h)[|h]],

niin funktion f differentioituvuus pisteessi x on ekvivalenttia sen kanssa, etti limy_,0n(h) = 0.
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Huomautus 2.8. Differentioituvuuden méaéritelméssi kiytetty raja-arvoehto méaraa lineaarikuvauksen 7'

yksikésitteisesti. Joskus ko. lineaarikuvausta kutsutaan funktion f Fréchet’n derivaataksi pisteessd X.

Esimerkki 2.9. Osoitetaan, ettd Esimerkissi tuotettu lineaarikuvaus T'(hq, he) = (—=3h1 + bha)/3 on

funktion f(z,y) = M lineaarinen derivaatta pisteessa (1,—1).
Ratkaisu. Ndimme, etté
1
F4hy, =14 ha) = f(1, =1) = T(h1, ha) + 5 (=h%+ hihs —2h3) .
Funktion f ja tangenttitason antava funktion L erotusta mittaava virhetermi on siis

E(hy, hy) = = (=h3 + hihy — 2h3) .

Wl =

Téssé |hi| < ||hl] ja [ha] < ||h||, joten kolmioepédyhtéalon nojalla

[B(h1,ho)| < 5 (1haf? + hal - [ho| +2|haf?) < 4][b]?/3.

Wl

Nain ollen virheen suhteelle vektorin h normiin saadaan ylaraja
In(h)| = [E(h)|/[|h]] < 4][h]|/3.

Selvésti n(h) — 0, kun ||h|| — 0, miké juurikin piti tarkistaa.
Huomautetaan vield, ettd lineaarikuvauksen 7" kertoimet vastaavat osittaisderivaattoja pisteessa (1, —1),
silla laskimme aiemmin, ettd f,(1,—1) = —1 ja fy(1,—1) = 5/3, mitkd ovat juurikin komponenttien h; ja

hs kertoimet.

Esimerkin valossa tuntuu ilmeiseltd, ettd funktion f osittaisderivaatat ldheisesti liittyvat funktion
differentioituvuuteen. Erityisesti odotamme, ettd ne méaédradvit lineaarikuvauksen 7T'. Seuraava Lause antaa

tdhén vastauksen ja kdyttokelpoisen kriteerin funktion differentioituvuuden toteamiseen.

Lause 2.10. Oletetaan, ettd funktiolla f(x) on pisteen a = (a1, ag,...,a,) € R™ ympdristossi B(a,r),r >0
olemassa jatkuvat osittaisderivaatat 0;f,i = 1,2,...,n. Talloin funktio f on differentioituva pisteessd a, ja

differentioituvuuden mddritelmdssd esiintyvd lineaarikuvaus T on
T(hla h?) R hn) = tlhl + - tnhn7

missa
_9f
- 6:51-

Todistus. Kiinnitetdéin ensin hetkeksi erotusvektori h = (hy, ha, ..., h,). Oletetaan, ettd ||h| < r. Kirjoite-

t;

(a).

taan erotus f(a +h) — f(a) muodossa
fla+h)—f(a) =

n
Z[f(al +h1,. 71 +hi,ai+1,ai+2,. .. ,an) - f(al +h,1,.. cy Q-1 +hi,1,ai,ai+1,.. .,an)] .
=1
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Arvioimme téssa kutakin hakasulkulauseketta A; erikseen kayttden hyvéksi yhden muuttujan funktion diffe-
rentiaalilaskennan véliarvolausetta (=DVAL). Hakasulkulausekkeessa numero ¢ on erotus funktion f arvoista
kahdessa eri pisteessi. Namaé pisteet eroavat toisistaan ainoastaan koordinaatin x; osalta, jonka arvo muut-
tuu arvosta a; arvoon a; + h;. Molemmissa pisteissd on x; = a; + h; aina kun j <14 sekd z; = a; aina kun
J >

Tutkimme siis apufunktiota
gi(w) = flar +hy,ag + ha, ... a1 + hio1, T, 0041, Qig2, - -, Qn),

joka on oletustemme nojalla jatkuvasti derivoituva valilla [a;, a; + h,] (tai jos h; < 0, niin valilla [a; 4 h4, a;]).

Néin ollen DVALin nojalla lukujen nolla ja h; valilla on sellainen luku &;, etta
Ai = gi(ai + hi) — gi(as) = hi - gi(ai + &)
Téssé esiintyvé derivaatta g on tietenkin osittaisderivaatta 0; f, joten
A; = h;i0if(a1 + hiyas + hoy oo yai—1 + hi—1,a; + & aig1, Giga, - oy Qp).

Merkitsemme osittaisderivaattojen arvoja pisteessi a t; := 9;f(a),7 = 1,2,...,n. Edellisen yht&lon oi-
kealla puolella esiintyvéd h;:n kerroin on sama osittaisderivaatta, mutta laskettuna eri pisteessia. Merkitdan
erotusta

di = 8if(a1 —|— hl,ag —|— hg, ceey Qi1 —|— hifl,ai —|—§i,ai+1,ai+2, e ,an) — ti.

Yhdistaméalld ndmé tulokset saamme, etté

fla+h)—fla)=) A

I

s
Il
-

hiOif(a1 + hi,a2 + ho, .. ai—1 + i1, a; + &, @iy, G2, .., Gn)

I

s
Il
-

hi(ti +d;)

tih; + <i dlhl> .
i=1

Merkitdan tassé esiintyvad lineaarista padtermia

|

@
Il
A

3

I
)=

i=1 i=1

ja suluissa olevaa jadnnostermi on 7(h)||h||. Seurauksen nojalla |h;|/||h|] < 1, jddnnostermille saadaan

ylaraja

[n(0)| - ([ < [l - |di]
=1
<[BlIY Il ()
i=1
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Koska oletimme osittaisderivaattojen 0; f olevan jatkuvia, niin d; — 0 kun h — 0. Néin ollen n(h) — 0 kun
h — 0. Tdsmaéllisemmin tdm& ndhddan seuraavasti. Kiinnitetddn € > 0. Osittaisderivaatan 0; f jatkuvuudesta
seuraa, ettd kutakin indeksid ¢ = 1,2,...,n.kohti on olemassa sellainen ¢; > 0, ettd |0; f(x) — 9;f(a)| < e/n
aina, kun x € B(a, ;). Kun valitaan 6 = min{di, da,...,d,}, niin epayhtaldt |9;f(x) — 0;f(a)| < e/n,i =
1,2,...,n, ovat kaikki voimassa aina, kun x € B(a,¢). Koska piste (a1 + hi,as + ho,...,a;—1 + hi—1,a; +
&y Ait1,Qix2, .-, ay) € B(a,d) aina, kun ||h|| < §, niin talldin kaikki osittaisderivaattojen ‘virheet’ d; ovat

itseisarvoltaan < e/n. Arviosta () seuraa siis, ettd |n(h)| < € aina, kun ||h|| < 0. O

Erityisesti siis kun n = 2, niin kuvaajan z = f(z,y) pisteeseen (a,b, f(a,b)) tangenttitason T' yhtéaloksi
saadaan

T:z— f(a,b) = %(a,b) (x—a)—l—?—i(a,b) (y —0b).

Lauseen tilanne on mukavin tapa todeta tutkittavan funktion differentioituvuus. Erityisesti alkeis-
funktioita kéyttden muodostettu funktio on differentioituva maarittelyjoukkonsa siséosassa. Jos funktio on
differentioituva jossakin avoimessa joukossa A C R?, niin funktion kuvaajana saatava pinta on siled, ts. siini
ei ole reikia, laskoksia eikéd repedmia.

Jos vaadimme differentioituvuutta vain yksittdisessd pisteessd, se sallii seuraavan esimerkin kaltaisia

poikkeavia tilanteita.

1.0

Kuva 2.7: Funktio f(x,y) = z/|y| kuvaaja.

Esimerkki 2.11. Osoita, ettd funktio f(x,y) = x+/|y| ei ole differentioituva pisteissa (z,0),2 # 0, mutta

on differentioituva muualla, erityisesti pisteessé (0, 0).
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Ratkaisu. Nyt f, = \/|y| ja f, = zsgny/2+/|y|, kun y # 0. Namé& ovat jatkuvia pisteessi (z,y) kunhan
y # 0, joten differentioituvuus naissé pisteissé seuraa Lauseesta [2.10)
Kaisitelldén seuraavaksi origo, joten (a1, az2) = (0,0). Kuten ylla |h;|/|/h|] < 1, joten

fh17h2 |h1]/|h2] < VIl

L iy

Kun h — (0,0), niin ndemme, ettéd differentioituvuusehto toteutuu, kun 7'(h) = 0 jolloin n(h) = f(h)/||h||.
Kiinnitetdédn sitten x # 0 ja asetetaan (a1, a2) = (x,0). Tehd&dén vastaoletus, ettd olisi olemassa diffe-
rentioituvuuden mééritelmin edellyttdmit vakiot ¢1 ja to. Asetetaan hy = 0,hy # 0, jolloin ||h|| = |ha.

Nyt
f(I—I—hl,hQ) {E h2 —x\/|h2 f{E O —I—tl hl —|—t2 h2+77( )||h||:0+t2h2+77(0,h2)|h,2|,

misté ratkeaa
|h2| — t2h2 - X

= - tgsgn (hg)
|h2| \V |h2|

Koska x/4/|ha| — +oo z-koordinaatin merkisté riippuen, niin téalld lausekkeella ei ole raja-arvona nollaa,

X
77(07 h2) =

kun hy — 0 — riippumatta vakion t; arvosta.
Kuvassa [Z7] on kyseisen funktion kuvaaja. Huomaamme, ettd pinnassa on selkeéd laskos suoran y = 0

ylédpuolella, mutta pinta ‘silidéd hetkellisesti’ origon lahistolla.

Yhden muuttujan funktion tapauksessa derivaattaa kdytettiin derivoituvan funktion arvon muutoksen ar-

vioimiseen, kun muuttuja muuttui vahin. Sama arviointimenetelmé on kaytettavissa differentiotivalle usean

muuttujan funktiolle f. Jos Ax = (Axy, Azs, ..., Ax,) on pieni muutosvektori, niin
Flx+ Bx) & £+ V) - Ax = 169+ Y 2 () A

Esimerkki 2.12. Tykin ammuksen kantama s (metreissd) on ammuksen lahténopeuden v (metrejé sekun-
nissa) ja ldhtokulman (tunnetaan myos termilld koro) ¢ (piiruina, yksi piiru on 1/6000 taydestd ympyréisa
eli w/3000 radiaania) differentioituva funktio s = s(v, ¢). Uudella tykilld ja vakioidulla ammuksella tehtyjen
koeammuntojen perusteella tiedettiin, ettd so = s(vg, ¢p) = 10000 m, ja ettd osittaisderivaatoilla on arvot

0 0
Gy d0) =10 ja oo

ensin mainittu yksikoissé m/(m/s) ja jalkimméinen yksikéissad m/piiru. Ammuntaharjoituksissa kaytettiin

(U07 (bo) = 507

hieman kulunutta tykkid, ja tulenjohtaja huomasi, ettd korokulmalla ¢g ammuksen kantama jii 100 metria
vajaaksi toivotusta. Arvioi, miten paljon tykin kuluminen oli muuttanut ammuksen ldhténopeutta, ja miten

koroa tuli muuttaa, jotta ammus osuisi haluttuun kohtaan?

Ratkaisu. Lineaarinen derivaatta antaa kantaman virheelle As = s(vg + Av, ¢ + A¢) — s(vg, o) likimaa-

raiskaavan

) )
As ~ 25 vy, do) Av + 22

En 99 (vo, ¢0) Ad. (*)
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Tulenjohtajan havainto perustui tykinlaukaukseen, jossa koro oli oikein, A¢ = 0, mutta ammuksen ldhténo-
peus kuluman vuoksi poikkesi arvosta vg virheen Av verran. Mitattu kantaman virhe oli As = —100, joten

kaavan (*) ja tunnettujen osittaisderivaattojen nojalla
—100 = As = 40Av + 50A¢ = 40Awv,

misté ratkeaa, ettd ammuksen lahtonopeus poikkesi vertailuarvosta

—100m

Av= 40m/(m/s)

=-25m/s.

Koska tykin kulumiseen (eli ammuksen lihténopeuteen) ei voida nopeasti vaikuttaa, tamé virhe on korjattava
sdatamalla korokulmaa. Tavoitteena on, ettd As = 0. Koska &skeisen perusteella tiedetdén, ettd Av =

—2,5m/s, niin saamme yhtalon
0= As = 40Av + 50A¢ = —100 + 50A4,

misté ratkeaa A¢ = 2. Tykin putken kddntdminen 2 piirua ylospéin siis korjaa sen kulumisesta aiheutuneen

virheen.

2.3 Gradientti ja suunnattu derivaatta

Maaritelma 2.13. Oletetaan, ettd funktiolla f on osittaisderivaatat pisteessd x € R™. Sen osittaisde-
rivaattojen arvojen muodostamaa vektoria kutsutaan f:n gradientiksi pisteessd x. Gradientista kiytetddn

merkintdd V f(x):

Vf(x) = (S—i(x), ggi (x),..., ;—i(x)).

Huomautus 2.14. Voidaan suhteellisen helposti todistaa (harjoitustehtévi), ettd mikali funktio f on dif-
ferentioituva pisteessé x, silla talloin on pisteessd x olemassa osittaisderivaatat, ja ne ovat my6s approksi-
moivan lineaarikuvauksen kertoimet. Toisin sanoen, differentioituvuuden takaama lineaarikuvaus 7' saadaan

poikkeamavektorin h ja gradientin sisdtulosta:
T(h) = (Vf(x).h) = > _0if(x)hi.
i=1

Ajemmin vastaan tullut ongelma on, ettd osittaisderivaatat mittaavat funktion arvojen muuttumista
(ja muutosnopeuden tasaisuuta) vain koordinaattiakselien suunnassa. Korjaamme tétéd puutetta osin seu-
raavaksi madriteltavilla suunnatun derivaatan kasitteelld, jos vektorimuuttujan muutossuunta kiinnitetdan

mielivaltaisen yksikkévektorin suuntaiseksi.

Madéritelma 2.15. Olkoon A C R", x € A° ja u € R" jokin yksikkévektori (eli [|u|| = 1). Jos funktiolle

f: A — R on olemassa raja-arvo

po FOc ) — £(x)
h—0 h

3
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sitd sanotaan f:n suunnatuksi derivaataksi pisteessi x vektorin u suuntaan. Tastd suunnatusta derivaatasta
kaytetdan merkintoja

of

Ouf (x), 51 (x), Duf(x).

Huomautus 2.16. Jos vektoriksi u valitaan jokin luonnollisen kannan vektoreista e;,i = 1,2,...,n, niin

selvisti suunnattu derivaatta on sama kuin osittaisderivaatta 0 f/0x;. Siis 0; f = O, f .

Kéytdannossa tutkittavat funktiot ovat differentioituvia, ja télloin seuraavan tuloksen nojalla suunnatut

derivaatat on helppo laskea gradientin avulla.

Lause 2.17. Olkoon A C R"™ ja x € A°. Olkoon u = (u1,us,...,u,) € R™ jokin yksikkovektori. Jos
f A —= R on differentioituva pisteessi x, niin talloin suunnattu derivaatta Dy f(x) on olemassa, ja se

saadaan sisdtulosta

Duf(x) = :Z

Todistus. Lauseen nojalla (sovelletaan sitd tilanteeseen h = hu)
f(x+ hu) Z i f(x) - (hu;) + ||hu||n(hu) = h(V f(x),u) + [hln(hu),

missé reaaliparametri h on rajattu nolla siséltaville vilille, jolla x + hu € A ja n(h) — 0 kun h — 0.

Jakamalla tdmé& puolittain h:lla saadaan erotusosamééaraksi

f(x+hu) - f(x h
I ZI6) (9509, w)+ D)
h h
Koska n(hu) — 0, kun A — 0, niin oikea puoli lahestyy raja-arvonaan viitettyé arvoa (V f(x), u). O

Kurssilla Analyysi I reaalimuuttujan funktion derivaatta kertoi sen (paikallisen) kasvunopeuden tutkit-
tavassa pisteessd. Suunnattu derivaatta kertoo saman asian vektorimuuttujan funktiolle, kun kiinnitetdan
muuttujan muuttumissuunta u. Lauseen 217 nojalla ei ole enad yllattavia, ettd gradientin suunta on seu-

raavassa mielessi erikoisasemessa. Nimittdin Cauchyn-Schwarzin epiayhtélon nojalla

[Duf ()| = [(VF(x), )| < IV - [[ul] = [[V ()],

eli gradienttivektorin pituus antaa yldrajan (ja miinusmerkkisené alarajan) suunnatulle derivaatalle. Koska
Cauchyn-Schwarzin epéyhtilossa on yhtdsuuruus silloin ja vain silloin kun esiintyvét vektorit ovat lineaarises-
ti riippuvia (harjoitustehtévi), saamme liséksi tarkemman tuloksen, ettd Dy, f(x) = ||V f(x)]|] silloin ja vain
silloin, kun u 11 V f(x). T&lld on luonnollinen geometrinen tulkinta: ldhdettdessd litkkeelle pisteestd f funktio
f kasvaa jyrkimmin, kun litkutaan sen gradientin suuntaan. Vastaavasti funktio f vihenee nopeimmin, kun
lilkkutaan gradienttia vastakkaiseen suuntaan. Edelleen geometrinen tulkinta voidaan antaa tilanteelle, jossa

u L Vf(x), jolloin Lauseen [ZT7 nojalla D, f(x) = 0, jolloin funktion arvo ei muutu lainkaan.
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Esimerkki 2.18. Pekka on kerdnnyt marjoja. Hénella on kaytettavissa 210 yksikkod mustikoita ja 150 yk-
sikkod mansikoita. Han leipoo niistd kahdenlaisia leivoksia. Herkkuleivokseen menee 3 yksikkod mustikoita ja
1 yksikko mansikoita. Unelmaleivokseen puolestaan tarvitaan 1 yksikko mustikoita ja 3 yksikkoa mansikoita.
Montako kumpaakin tyyppié olevaa leivosta Pekan tulee leipoa, jos han haluaa kéyttaéd kaikki marjansa lei-
voksiin? Oletetaan, etté asiakkaat maksavat 3 euroa herkkuleivoksesta ja 5 euroa unelmaleivoksesta. Selité
suunnatun derivaatan avulla, miksi tdlloin Pekan kannattaa kayttda kaikki marjansa myyntitulojen maksi-
moimiseksi. Muuttuisiko tilanne, jos Pekan asiakkaat ovatkin kaikki intohimoisia mansikoiden ystavia, jotka

ovat valmiita maksamaan vain 2 euroa herkkuleivoksesta, mutta periti 7 euroa unelmaleivoksesta?

Ratkaisu. Olkoon = Pekan leipomien herkkuleivosten lukumééra ja y unelmaleivosten méaéra. Niiden leipo-
miseen tarvitaan 3x + y yksikkoa mustikkaa ja x + 3y yksikkod mansikkaa. Ilmeisten epédyhtéldiden x > 0 ja
y > 0 lisdksi Pekan marjasaalis antaa meill& epayhtalot 3z 4+ y < 210 ja x + 3y < 150. Néiden epayhtaloiden
sallimien pisteiden (z,y) joukko D on Kuvassa 2.8

Y

Kuva 2.8: Pekan parametrialue D merkitty harmaalla. Reunasuorat 3z +y = 210 ja x + 3y = 150 katkovii-
voilla.

Tilanteessa, jossa kaikki marjat kaytetddn, kummassakin néistd epédyhtdloistd on yhtdsuuruus, ja rat-
kaisemalla yhtélopari saamme vastaukseksi pisteen P = (x,y0) = (60,30) (kuvan musta piste). Alueen D
reunasuorat lihtevit pisteestd p yksikkovektorien ity = (1, —3)/v/10 ja iy = (—3,1)/+/10 suuntiin (vektorien
pituuksia kuvassa liioiteltu). Pekan myyntitulot (olettaen, ettd kaikki leivokset kdyvit kaupaksi) saadaan

funktiosta f(x,y) = 3z + 5y. Sen gradientti on vakiovektori

Vi(z,y) = (3,5).

Valitsemalla mitd hén leipoo Pekka voi liikuttaa pistettd (z,y) alueessa D. Koska V f osoittaa oikealla ja
ylés, hdnen kannattaa ilman muuta valita piste (z,y) alueen jommalta kummalta reunasuoralta. Viite oli,

etta talla kertaa piste P maksimoi myyntitulot. Taméan voimme perustella seuraavasti. Pisteestd P Pekan ei
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missadn tapauksessa kannata liikkua kuin vektorien u tai @y suuntiin. Mutta suunnatut derivaatat

—12
Dz f=u -Vf=—
f=1u1-Vf 10
ja
. —4
DngZ’LL2~Vf=—

V10

ovat molemmat negatiivisia, joten siirtymé kumpaan tahansa suuntaan pienentdd myyntituloja. Kuvassa
tdmé ilmenee siten, ettd vektorien u;,7 = 1,2 ja gradientin Vf viliset kulmat ovat valilld (7/2, 7], jolloin
sisétulot ovat negatiivisia.

Sité vastoin, mansikanystévien kerholle myytdessi myyntitulot saadaankin kaavasta g(x,y) = 2x + Ty,

jolloin Vg = (2, 7). Talloin tilanne muuttuu, silld

1
V10

onkin positiivinen. Pekka voi siis kasvattaa myyntitulojaan liikkumalla vektorin @y suuntaan niin pitkéalle

Dazg:ﬁg-Vg:

kuin hén péaidsee. Talloin myyntitulot maksimoituvat alueen D toisessa nurkkapisteessd @ = (0,50). Télloin
Pekan kannattaa siis leipoa pelkdstddn unelmaleivoksia. Haneltd jaa silloin paljon mustikoita varastoon,

koska piste @ ei ole suoralla 3z + y = 210.

Huomautus 2.19. Esimerkin 21§ tapaisia ongelmia, jossa seké parametrialueen reunayhtélot ettd mak-
simoitava funktio on muuttujien ensimméisen asteen polynomeja, kutsutaan lineaarisen ohjelmoinnin on-
gelmiksi. Niiden ratkaisemiseksi on kehitetty tehokkaita menetelmié. Niistd menetelmistd ja vaikeammista

optimointiongelmista enemmén sovelletun matematiikan kursseilla.

Kuva 2.9: Funktion f(z,y) = 1/(1+ 22 + zy + y*) kuvaaja.
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Esimerkki 2.20. Erdan kukkulan korkeus (kilometreind) pisteessé (z,y) saadaan funktiosta

1
14+ 2242y +y?

flx,y) =

Kuvassa on hahmoteltu maasto alueella —2 < x,y < 2. Madrdtaan funktion f gradientti ja tutkitaan

tasa-arvokdyrien suhdetta gradienttiin.

Ratkaisu. Derivointikaavan D(1/g) = —¢'/g* avulla saadaan osittaiderivoimalla

Vi(z,y)=|- 2r+y 5 — r+2y 5| =— 5 ! 22(2x+y,x+2y).
(22 +ay+y2+1)° (@2 +ay+y2+1) (1422 +ay +y?)
2F A A
SN N N N A
S N NNy A A
Ii“\\\*i;//}(ﬂ;
’»‘\\N /////;
,)4~>\\+//////x .
//l])—>\/////xut
0 o T X IV LKL A s s
1///////\4—4/4/4/1[
’///////*\\474/4/#
IEEPOPRRP RN
. /////ff\\\‘*
AT A Y A
T A A A L A
Ll A A

Kuva 2.10: Funktion f(z,y) = 1/(1 + 2% + zy + y?) gradientti.

Huomaamme tésta kaksi asiaa. Kun (z,y) = (0,0), niin gradientti hdvida (molemmat komponentit = 0).
Tamé nikyy siind, ettd kukkulan huippu on origossa (tai ehké pikemminkin origon ylédpuolella), jolloin funktio
ei endd kasva ldhdettiinpéd sieltd mihin suuntaan tahansa. Téhdn palaamme my6hemmin pohtiessamme
ddriarvoja. Lisiksi, kun (z,y) on hyvin kaukana origosta, on kerroin 1/(1 + 22 + 2y + y?)? sangen pieni, ja
gradienttivektori siis sangen lyhyt. Tamé nakyy kuvassa siten, ettd kaukana huipusta kukkulan korkeus on
kaytdnnossé vakio nolla. Kuvassa 210 on gradientti vektorikenttédnéd. Ndemme siitd, ettd gradienttivektorit
ovat pisimmillddn kukkulan jyrkilld lounais- ja koillisrinteilld. Sitd vastoin kaakosta luoteeseen kulkevalla
harjanteella korkeuden muutos on maltillisempaa, ja gradienttivektori vastaavasti lyhyempi.

Kukkulasta piirretyssa kartassa kaytettaisiin korkeusvaihteluiden ilmaisemiseen korkeuskayrié, eli xy-
tason sellaisia kéyrid, jolla korkeudella f(z,y) on tietty vakioarvo (eri korkeuskéyralld eri arvo, mahdolliset
arvot yleensé valitaan tasavélein). Piirto-ohjelma osaa piirtad myos téllaisia kuvia. KuvassaPITndemme tés-
ta kukkulasta piirretyn kartan korkeuskayrineen. Kun kyse ei ole kartasta puhutaan yleensa tasa-arvokdyristd
korkeuskédyrien asemesta.

Teemamme kannalta mielenkiintoinen kuva saadaan yhdistamaélld gradienttia kuvaava vektorikenttd kor-

keuskayrien kanssa. Tamé nahdéaan Kuvassa 212 Gradientti kertoo jyrkimmén kasvusuunnan, eli suunnan,
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Kuva 2.11: Funktion f(z,y) = 1/(1 + 2% + 2y + v?)
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Kuva 2.12: Funktion f(z,y) = 1/(1+ 2% + 2y + y?) tasa-arvokiyristo ja gradientti.

lineaarikuvauksen 7' : R™ — R™ avulla.

lim

h—0

If(x+h) -

muutu, joten suunnattu derivaatta on nolla, ja siis u L Vf.

||
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jossa seuraava korkeuskayréd on ldhimpéanéd. Huomaamme myds, ettd gradientit ovat korkeuskéyrid vastaan

kohtisuorassa. Tamé on helppo ymmértéa. Jos liikumme korkeuskéyrdn suuntaan u, niin funktion arvo ei

2.4 Vektoriarvoisen funktion differentioituvuus

Laajennamme differentioituvan kuvauksen mééaritelman koskemaan vektoriarvoisia kuvauksia. Koska funk-

tion arvot ovat vektoreita, sama pétee funktion arvojen muutoksille. N&itd muutoksia approksimoidaan nyt

Maaritelma 2.21. Olkoot A C R™ ja x € A°. Sanotaan, ettd funktio f : A — R™ on differentioituva

pisteessd x, jos on olemassa sellainen lineaarikuvaus 7' : R™ — R™ etté

60 =TIl _



Talloin funktiota T" sanotaan f:n lineaariseksi derivaataksi.

Seuraava lause palauttaa vektoriarvoisen funktion f = (f1, fa,..., fm) : A = R™ differentioituvuuden

komponenttifunktioiden f; : A — R differentioituvuuden selvittdmiseen.

Lause 2.22. Funktio [ = (f1, f2,-., fm) : A — R™ on differentioituva pisteessd x € A° silloin ja vain
silloin, kun funktiot f; : A - R,i=1,2,...,m, ovat kaikki differentioituvia. Jos T; : R™ — R on funktion f;

lineaarinen derivaatta pisteessd x, niin funktion f lineaarinen derivaatta pisteessd x saadaan kaavasta
T'(h) = (Ty(h), Ty (h),. .., T (h))

kaikille h € R™. Erityisesti funktio f on differentioituva pisteessd x, jos kaikkien komponenttifunktioiden
kaikki osittaisderivaatat 0;f;,i = 1,2,...,n,5 = 1,2,...,m, ovat jatkuvia pisteen x jossakin palloympdris-

tossa B(x,r). Tdlloin lineaarikuvauksen T matriisi luonnollisten kantojen suhteen on

df1 0f 0f

S—(x) —(x) ——(x)

0 0 0z,

Oy Oy ... Ui Vi

M(T) = 0z Oxa ox, — : € Mpxn(R).
B m o m ' P m Vfﬁ(x)
Loy Lo v Py
Todistus. Sivuutetaan. O

Lineaarisesta derivaatasta T' kéytetédén kuvaavampaa merkintdd D f(x). Sen matriisia sanotaan funktion

f Jacobin matriisiksi pisteessd x.

Kuva 2.13: Funktion (z,y) = (1 cos ¢, r sin ¢) arvoja

Esimerkki 2.23. Napakoordinaattimuunnoksessa piste (r,¢) € A = {(x1,22) € R? | 1 > 0} kuvautuu
pisteeksi f(r,¢) = (rcos ¢, rsin ¢) (Kuva 2I3). Masarataan sen lineaarinen derivaatta D f(r, ¢).

Ratkaisu. Téssé

v=fi(r,¢)=rcos¢ ja  y=fo(r,¢) =rsing.
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Nailla on alkeisfunktioina jatkuvat osittaisderivaatat joukon A sisédalueessa
A° ={(r,0) € R* | r > 0}.

Pisteessd P = (rg, ¢o) saadaan Jacobin matriisiksi siis

Oox Ox

| or 96 | [ cos¢ —rsing
Df(P) = 8_; 8_§ _( sin ¢ TCOS¢>'
or 09

Kuvassa2 I3 yritetddn hahmotella kuvausta f seuraavasti. Punaisella on merkitty piste f(ro, ¢o), ja mustalla
pisteet f(ro+ h1, o), f(ro, do + h2) ja f(ro+ hi, ¢o + he). Kuvan tilanteessa ro = 4,5, g = arctan3/4, hy =

1,5 ja ho = —0,3. Lisiksi pisteitd yhdistaviat kiayrat f(ro + h, ¢o),h € [0,h1], f(ro,d0 + h),h € [hs,0],
f(TO + h7¢0 + h2)7 h e [07 hl] ja' f(T‘O + h17¢0 + h)7h S [h270]

Kuva 2.14: Funktion (z,y) = (1 cos ¢, 7 sin ¢) lineaarisen derivaatan kayttoa

Approksimoidaan néita funktion f arvojen muutoksia lineaarisen derivaatan D f(P) avulla. Matriisiker-

hi \ cos @ —rsin ¢
Df(P)< ha >_h1< sin ¢ )+h2< rcosqS)'
Kuvassa [Z14] on piirretty vektorit D f(P) (]Bl) (sdteen suuntaisesti jatkuva nuoli), D f(P) (}?2) (kaarta tan-

geeraava nuoli) ja D f(P) (Z;) (edellisten summavektori) alkamaan pisteestd f(P). Koska kuvan selkeyden

tolaskulla saadaan

vuoksi valittu h = (hy,h2) = (1,5;—-0,3) ei ole kovin lyhyt vektori, huomaamme, ettd viimeksi mainittu

vektori ei endéd kovin hyvin approksimoi todellista funktion arvon muutosta.

Oletetaan, ettd A C R™, a € A°, ja ettd f : A — R™ on differentioituva pisteessid a. Télloin voimme

ajatella funktion f kuvaajaa
Cr={(xy) eR" xR" [x € Ay = f(x)}

avaruuden R™™™ osajoukkona samaistamalla karteesisen tulon R™ x R™ avaruuden R" ™ kanssa ilmeisen bi-

jektion (x,y) — (z1,%2, ..., Tn, Y1, Y2, - - -, Y valitykselld. Voimme téssé tilanteessa méadritelld kuvaajan Cy
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pisteeseen (a, f(a)) piirretyn tangenttiavaruuden T(f,a). Se muodostuu funktiota f(a + h) approksimoivan

(lineaarisen) funktion f(a) + D f(a)(h) kuvaajasta siirrettyné pisteeseen (a, f(a))
T(f,a)={(a+h, f(a)+ Df(a)(h)) e R" x R™ | h € R"}.

Algebran kielelld (tarvitaan Algebran Peruskurssien késitteitd) voimme sanoa, ettd T'(f,a) on lineaariku-
vauksen R : h — (h, Df(a)(h)) kuva-avaruuden im(R) sivuluokka (a, f(a))+im(R). Tassd im(R) on avaruu-
den R™™ eriis n-ulotteinen aliavaruus, ja tangenttiavaruus saadaan suuntaissiirtdmalld kyseinen aliavaruus

kulkemaan pisteen (a, f(a)) kautta origon asemesta.
Differentioituvan n:n reaalimuuttujan funktion kuvaajan tangenttiavaruus on n-ulotteinen.

Useimmissa tapauksissa tdssd n + m > 4, jolloin kuvaajan avulla havainnollistaminen on hankalaa.
Aiemmkin kuvatun tapauksen n = 2, m = 1 liséksi tapaus n = 1, m = 2 esiintyy. Talloin funktion f = (f1, f2)
kuvaaja on pistejoukko

Cr={(z,y,2) e R? |y = fi(w),2 = fa(2)}.
Tangenttiavaruus on talloin 1-ulotteinen eli kuvaajan pisteen kautta kulkeva suora. Derivaatta on D f(z) =
(f1(x), f5(x)), joten pisteeseen P = (x0, %0, 20); Yo = fi1(x0),20 = f2(x0), plirretty tangentti on vektorin

(1, fi(zo), f5(z0)) suuntainen. Sen yht&lo on siis

T — T Y—1Yo Z— 20

L fi(wo)  fa(zo)

Esimerkki 2.24. Tutkitaan funktion f(z) = (22, 23) kuvaajaa (Kuva I8l Tarkista, ettd piste P = (1,1,1)

on talld kuvaajalla, ja madraa sithen piirretyn tangenttisuoran yhtalo.

Ratkaisu. Koska f(1) = (1,1), niin P = (1, f1(1), f2(1)). Lisiksi Df(z) = (2z,32?), joten Df(1) = (2, 3).

Néin ollen tangenttisuora on vektorin (1,2, 3) suuntainen, ja sen yhtilé standardimuodossa on

ja parametrimuodossa

(x,y,2) = (1,1,1) + (1,2, 3).

Gradientin yhteydessi esiintyi Nabla-symboli V. Kiytettiessid avaruuden R? karteesisia koordinaatteja

x,y, z voidaan sitd ajatella "formaalisena" vektorina

o 0 0

V= (%a a_yv E)v

jolloin R3:n osajoukossa miiritellyn funktion f gradientin V f muodostaminen formaalisesti vastaa vektorin
kertomista luvulla (tlld kertaa oikealta puolelta). Jos f = (f1, f2, f3) onkin R3-arvoinen vektorikentti, niin

voimme nablan ja sen kanssa muodostaa myos:
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Kuva 2.15: Funktion f(z) = (22%,2%) kuvaaja y = 22,z = 23 sekil sen pisteeseen P = (1,1,1) piirretty
tangentti

e Sisdatulon eli pistetulon
on  oh 0z

v.f:[?—x—i_@y 0z’

jota kutsutaan kentdn f divergenssiksi, ja

e ristitulon

i ]k

- o 9 0
VXf: a A  a :(8yf3_azf278zf1_8mf3uamf2_8yfl)

5, 9, 0.

i 2 fs

jota kutsutaan kentin f roottoriksi (eng. curl).

Niistd etenkin mekaniikassa ja sdhko- ja magnetismiopissa usein esiintyvista késitteistd hieman lisdd monis-

teen kuudennessa luvussa 3-ulotteisen avaruuden pintaintegraalien yhteydessa.

2.5 Ketjusaanto

Kurssilla Analyysi I esiintyi derivoituvista (reaaliarvoisista reaalimuuttujan) funktioista muodostetun yhdis-
tetyn funktion derivaattaa koskeva ketjusdénto. Jos f(a) = b, y = f(x) on derivoituva pisteessia © = a, ja
z = g(y) puolestaan derivoituva pisteessi b, niin yhdistetyn funktion z = h(z) := g(f(z)) derivaatalle pis-
teessd © = a saatiin kaava h/(a) = ¢'(b) f'(a). Differentiaalin avulla tdmé kirjoitettiin helposti muistettavassa

muodossa
dz dz dy

dr  dy dz’
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Tama ajattelu yleistyy tdmén kurssin tilanteessa. Oletetaan, ettd A C R", B C R™, x € A°, y € B°.
Jos tissd f : A — B on differentioituva pisteessi x, y = f(x) ja g : B — R’ on differentioituva pisteessi y,
niin talloin viitdmme, ettd yhdistetty kuvaus h = go f : A — R’ on differentioituva pisteessi x, ja lisiksi

lineaarisille derivaatoille on voimassa kaava (ketjusdanto)

Dh(x) = Dg(y) o D f(x).

Perustelemme tédmén seuraavaksi hivenen epétésméllisesti. Alla termit p;(h), pa(h), ... tarkoittavat vektori-
muuttujan h ‘pienid’ vektoriarvoisia funktioita, joilla on ominaisuus ||p;(h)||/||h|| — 0 kun h — 0. Talléin
voidaan perustella, ettd kahden pienen funktion summa on pieni, ja jos sovellamme pieneen funktioon line-
aarikuvausta, saadaan tulokseksi pieni funktio. Néitd periaatteita soveltaen lasku etenee seuraavasti. Olkoon
h € B(0,r), missd r miariytyy ehdosta B(x,r) C A. Talloin

h(x+h) = g(f(x +h))

(x) + Df(x)(h) + pi(h))

g(f
9(y + Df(x)(h) + pi(h))
9(y) + Dg(y)(Df(x)(h) + p1(h)) + p2(h’)

(¥) + (Dg(y) o Df(x))(h) + Dg(y)(01(h)) + p2(h)
=9(y) + (Dg(y) o Df(x))(h) + p3(h),

missé toisella rivilla sovelsimme funktion f differentioituvuutta, neljannelld rivilld funktion g differentioi-

gy

tuvuutta, ja missi h’ = Df(x)(h) + p1(h) on pieni. Koska téssd p3(h) on pieni, niin olemme perustelleet

seuraavan tuloksen.

Lause 2.25. (Ketjusddinto) Oletetaan, etté A C R", B C R™, x € A°, y € B°. Jos tdssd funktio f =
(fi, f2y-- fm) : A — B on differentioituva pisteessi x, y = f(x) ja funktio g = (g1,92,...,9¢) : B — R*
on differentioituva pisteessd y, niin tilloin yhdistetty funktio h = (hy,ha,...,hg) == go f : A — R on
differentioituva pisteessd x ja

Dh(x) = Dg(y) o Df(x).

Erityisesti, jos kdaytdmme Jacobin matriiseja, niin niiden alkoiden vdlilld on yhteys

Ohe O O
0x; Z 8y] ox;

Esimerkki 2.26. Maaritadn funktion f : Ry — R,z — 2% derivaatta pisteessd x esittdmalld f sopivasti

yhdistettyna funktiona.

Ratkaisu. Kirjoitetaan f yhdistettynd funktiona f(z) = h(g(x)), missid h : Ryg x R — R, h(x1,22) = 272
jag:Rsg — Reog x R, g(x) = (x,). Tassd Dh(z1,72) = (w207 272 Inay), ja Dg(z) = (%) Néin ollen

matriisikertolaskuna saadaan

Df(x) = Dh(z,z) o Dg(x) = (z - 2° ", 2% Inx) < 1 ) =z +2"Inz.
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Esimerkki 2.27. Selvitetddn, miltd differentioituvan kahden reaalimuuttujan funktion g(x,y) osittaisderi-

vaatat nayttavit, kun kyseinen funktio annetaankin napakoordinaattien (r, ¢) avulla.

Ratkaisu. Haluamme siis laskea yhdistetyn funktion h = (g o f)(r, ¢) osittaisderivaatat, kun f(r,¢) =

(rcos ¢, sin ¢). Esimerkikssd 2.23] selvitimme, ettéd

[ cos¢p —rsing
Df(r,¢) = ( sing  Tcos¢ )

Funktion g(z,y) derivaatta on sen gradientti Dg(z,y) = (9z(z,y), g9y(x,y)), joten ketjusdénnén nojalla

% = go(rcos ¢, rsin @) cos ¢ + g, (r cos ¢, rsin @) sin ¢
ja
oh ) . .
5 = —rsin ¢g, (r cos ¢, rsin @) + 1 cos ¢g, (1 cos @, sin ¢).

2.6 Korkeamman kertaluvun osittaisderivaatoista

Jos funktiolla f on osittaisderivaatat 0; f(x) kaikissa A:n sisdpisteissd a voimme edelleen kysyé, onko funk-
tioilla 0; f olemassa osittaisderivaatat. Jos niin on, pdéddymme toisen kertaluvun osittaisderivaattoihin:
o (of 0% f
o (57 @) = o) = fr a)
= Dy,q, f(a) = Dji(a) = 95 f(a).

Vastaavasti voidaan méaritelld korkeammat osittaisderivaatat. Jos muuttujia on n kappaletta, niin kertalu-

vun k osittaisderivaattoja on periaatteessa n* kappaletta sen mukaan minké muuttujien suhteen osittaisde-

rivoidaan missékin jarjestyksessa.
Esimerkki 2.28. Maariatdan funktion

f(z,y) = cos(z® + y?)
toisen kertaluvun osittaisderivaatat fo, foy, fyz: fyy-

Ratkaisu. On ensin laskettava osittaisderivaatat f, ja f,. Muistamme derivaatan D;cost = — sin¢. Liséksi
tarvitaan sisifunktion g(z,y) = z? 4+ y? derivaattoja g, = 2z ja g, = 2y. Néin ollen
fo = —2xsin(z? + y?)

fy = —2ysin(z® + ¢?).
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Toisen kertaluvun osittaisderivaattoja laskettaessa tarvitsemme sdénnoén D;sint = cost sekéd lisdksi tulon

derivoimiskaavan Dy(fg) = (D¢ f)g + f(D:g).
fow = Da(fz) = Do — 22 sin(z? + y2))

(Dy(—22)) - sin(z® + y®) + (—2z) - D, sin(z?® + y?)

= —2sin(2? + y?) + (—27) - (22) cos(x? + y?)
= —2sin(2? + y?) — 42? cos(z? + y?).
Samaan tapaan saadaan
foy = Dy(fs) = Dy( — 2zsin(2® + y*))

= (Dy(—22)) -sin(2® + y*) + (—2z) - Dy sin(z® + y*)

0 — 22D, sin(x? + y?)
= —4xycos(z? +y?),

fyz = Da(fy) = Dy —2ysin(z® + y*))
= (D2(=2y)) - sin(z® 4+ y°) + (—2y) - Dy sin(z® + y°)
=0 —2yD,sin(z* + 3?)

= —4xycos(z? +y?)

ja myos
fyy = Dy(fy) = Dy(— 2y sin(2® + y2))

= (Dy(—2y)) -sin(2? + y?) + (=2y) - Dy sin(2? + y?)
= —2sin(z? +y?) + (=2y) - (2y) cos(z® + ¢?)

= —2sin(z? + y?) — 4y* cos(z? + y?).

Edellisessé Esimerkissd huomiomme kiinnittyy havaintoon f., = fyz. Tamaé ei ole sattumaa.

Lause 2.29. Oletetaan, ettd funktiolla f on avoimessa joukossa A C R™ olemassa kaikki toisen kertaluvun
osittaisderivaatat O;; f, jotka lisiksi ovat jatkuvia. Télloin sen ns. sekaderivaatat yhtyvdt, eli kaikille 7, j,1 <
1 < j <mn, ja kaikille a € A on voimassa

P = P
8$i8$j o 8IJ8$Z '

Todistus. Sivuutetaan. Ks. esimerkiksi Kari Ylisen moniste Usean Muuttujan Funktiot. O

Huomautus 2.30. Helposti ndhdéén, ettd sekaderivaatat fy,, ja fy. pisteessd (z,y) saadaan saman kak-

sinkertaisen erotusosaméirian raja-arvoina:

fmy = lim lim f(x+h7y+k)—f(x,y+k)—f(x+h,y)+f(x’y)
’ k—0 h—0 hk
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ja
foo = lim lim flx+hy+k)— flx,y+k)— flx+hy) + f(z,y)
Y 50 k—0 hk

Ainoa ero on raja-arvoprosessien jarjestyksessd. Yleissadnto Analyysissa on, ettd kahden raja-arvoprosessin
jérjestysta ei voi vaihtaa kuin tietyn sddnnollisyysoletuksen toteutuessa. Sekaderivaattojen kohdalla osittais-
derivaattojen jatkuvuus on sopiva helposti todennettava siadnnollisyysehto, ja téssd yhteydessé riittava.

Huomattakoon myés, etta sekaderivaatat eivit aina yhdy. Standardiesimerkki tésté tilanteesta on funktio
f, joka médritelldin f(z,y) = zy(2? — y?)/(2? + y?) kun (z,y) # (0,0) ja f(0,0) = 0. Harjoitustehtiviini
voit laskea, etté talle funktiolle f,,(0,0) = —1# 1 = f,,(0,0).

Maéritelma 2.31. Jos U C R™ on avoin f : U — R on funktio, niin sanomme f:n olevan luokkaa C™,
jos f:n kaikki kertalukua enintdédn m olevat osittaisderivaatat ovat jatkuvia U:ssa. Sanomme, ettd f on
luokkaa C°, jos f on luokkaa C™ kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla m. Sanomme, ettd vektorikentté

d=1(91,92,.-.,9m) on luokkaa C™, jos jokainen komponenttifunktio g;,s = 1,2,...,m on luokkaa C™.
Erityisesti siis luokan C? funktion sekaderivaatat yhtyvit Lauseen mukaisesti.

Huomautus 2.32. Jos oletamme, etti U C R3 on avoin, ja f : U — R, § = (g1, g2, g3) ovat luokkaa C2,

niin voit harjoitustehtdvina osoittaa, ettéa
V x (Vf)=(0,0,0)
ja
V- (Vxg) =0

koko U:ssa. Namaé tulokset on helpompi muistaa muodossa gradientin roottori havidd, ja roottorin divergenssi

hévidd.
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Luku 3

Usean muuttujan funktion
integraalilaskentaa

3.1 Moniulotteisen integraalin méaaritelma

Seuraavaksi yleistdmme kurssilta Analyysi II tuttua méératyn integraalin késitettd vektorimuuttujan funk-
tioille. Sielld visuaalinen mielikuva funktion f(z) integraalista oli kuvaajan y = f(z) ja x-akselin rajaaman
alueen pinta-ala. Kahden muuttujan funktion tapauksessa vastaava mielikuva on kuvaajapinnan z = f(z,y)
ja zy-tason rajaaman kappaleen tilavuus. Korkeammissa ulottuvuuksissa vastaava visualisointi on haasta-
vampaa. Lihestymistapamme on samanlainen ja perustuu integroimisvélin jakoihin sekd niihin liittyviin yla-
ja alasummiin. Yhden muuttujan tapauksessa vélin [a,b] C R kokoa mitattiin sen pituudella b — a. Useam-

piulotteisessa maailmassa tdmé korvataan osavilin mitan kasitteellé.
Maéaritelma 3.1. Olkoot a; < b, i = 1,2,...,n, reaalilukuja. Olkoon I vélien I; = [a;, b;] karteesinen tulo
1211 XIQ X X In = {(xl,IQ,...,In) e R" | a; < x; < bz kaikille ’L}

Lukua

kutsutaan vilin I mitaksi.

Huomautus 3.2. Kun n = 1, niin saamme tutun vélin pituuden késitteen. Kun n = 2 suorakaiteen
[a1,b1] X [az, b2] mitta on sen pinta-ala. Kun n = 3, niin vili on suorakulmainen sirmio, ja sen mitta on sen

tilavuus.

Olkoon I C R™ jokin véli. Valitsemalla kutakin koordinaattia x;,¢ = 1,2, ...,n, kohti valin [a;, b;] jaon D;
(eli jakopisteitd wip = a; < 1 < Tyz < ... < Ty, = b;) saamme osavilien karteesisten tulojen I, o, ..., I,
kokoelman. Téssé osavélien lukuméard m = H?:l ki, ja kukin osavéleistd I;,7 = 1,2,...,m, on joidenkin

osavalien [x; k., ®i k,+1] karteesinen tulo. Helposti ndemme, ettd

e [ on osavalien I;,5 =1,2,...,m, unioni.
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e Jos I; ja I;; ovat kaksi eri osavilid, niin niiden siséosat eivit leikkaa.

e Vilin I mitta on osavilien I; mittojen summa (vrt. suljetun vélin [a,b] pituus on sen jaon osavélien

pituuksien summa).

Kutsumme osavélien I;,j = 1,2,...,m, kokoelmaa vélin I jaoksi. Jaosta kdytetddn usein merkintdd D (tai

P).

Maéritelma 3.3. Olkoon I C R™ vili, D = {I; | j = 1,2,...,m} sen jokin jako, ja f : I — R rajoitettu
funktio. Télléin voimme muodostaa funktion [ jakoon D littyvdit yld- ja alasummat

m

Sp(f) =Y Mm(I;)

=1
ja
sp(f) = ima‘m(b),
missé luvut B
M;j = sup{f(x) | x € I;}
ja
m; = inf{f(x) | x € I;}

ovat funktion f supremum ja infimum osavélilld I;.

Jos tédssd f > 0 koko vililld I, niin m; on korkeimman sellaisen pylvéén korkeus, jonka kantana on
osavili I; ja joka pysyy kuvaajan Cy = {(x,y) € R"*! | y = f(x)} alapuolella osavililli ;. Vastaavasti M,

on matalimman sellaisen pylvidan korkeus, joka osavélilla I; on kuvaajan C'y ylapuolella.

Kuva 3.1: Erdén yhden muuttujan funktion kuvaaja, ja sen erédéseen jakoon liittyvd alasumma ja yldsumma

Kun n =1 ja f(x) > 0 valilld I, niin alasumma sp laskee yhteen korkeimpien sellaisten pylviiden pinta-
alat, jotka mahtuvat kuvaajan alapuolelle, ja joiden kannat vastaavat jakoa D;. Kuvassa Bl ndmé pylvéiit

on piirretty valkoisina. Ylasumma Sp puolestaan laskee yhteen matalimpien sellaisten pylvdiden pinta-alat,
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jotka peittavit koko kuvaajan alapuolisen alueen, ja joiden kannat edelleen vastaavat jakoa D;. Kuvan [31]
pinkit laatikot kuvaavat alapylviiden tarvitsemia korotuskappaleita. Pyrkimyksend on laskea kuvaajan ja
x1-akselin viliin jaddvin alueen pinta-alaa A approksimoimalla sitd alapuolelta alasummilla sp ja ylapuolelta

ylasummilla Sp. Kuvan perusteella epayhtélot sp < A < Sp ovat ilmeisié.

Kuva 3.2: Erdéan kahden muuttujan funktion kuvaaja, ja sen erdédseen jakoon liittyvd alasumma ja yldsumma

Kun n = 2, voimme vield visualisoida tilannetta. Talloin yla- ja alasumma saadaan mainittujen pylvéai-
den yhteenlaskettuna tilavuutena. Kuvassa on vasemmalla erddn funktion kuvaaja erdalla valilla, seka
vilin jako 6 x 6 osavéliin. Keskelld on kuvaajan lisiksi alasummaan liittyvd pylviikko. Oikealla on néiden
lisdksi mukana jakoon littyvda yldsummaa kuvaava pylviikké. Hahmottamisen helpottamiseksi on kuvaaja
ja ylapylvaikko piirretty osin lapikuultavina. Pyrkimyksena on laskea kuvaajan ja tason zsz = 0 véliin jaa-
vin kappaleen tilavuus V' approksimoimalla sitéd alapuolelta alasummilla sp ja ylidpuolelta ylasummilla Sp.
Kuvan perusteella epayhtélot sp <V < Sp ovat ilmeisia.

Teoria kehitetddn sitten tdysin analogisesti yhden muuttujan tapauksen kanssa. Kiinnitetddan vali I ja

rajoitettu funktio f.
(i) Jokaiselle jaolle D on voimassa sp(f) < Sp(f).

(ii) Jos D' on jaon D tihennys (eli, jos tihenndmme jakoa D; yhden tai useamman muuttujan z; osalta),

niin sp(f) < sp/(f), Spr(f) < Sp(f).

(iii) Milla tahansa kahdella jaolla on yhteinen tihennys. Sen seurauksena jokainen ylidsumma on suurempi

tai yhtasuuri kuin jokainen alasumma.

(iv) Koska ylasummien joukko on edellisen havainnon perusteella alhaalta rajoitettu, voimme maééritella
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funktion f yldintegraalin yli vélin I asettamalla
/If = 1%fS’D(f).

(v) Koska alasummien joukko on vastaavasti ylhééltd rajoitettu, voimme mééritelld funktion f alainte-

graalin yli vélin I asettamalla

[ 1=t
J g D

Maéritelma 3.4. Olkoon I C R” vili, ja f : I — R rajoitettu funktio. Sanotaan, ettd funktio f on
integroituva yli valin I, jos sen ylé- ja alaintegraalit yhtyvéit. T&lloin yld- ja alaintegraalin yhteistd arvoa S

kutsutaan funktion f mddardtyksi integraaliksi yli vdlin 1. Siita kdytetddn merkintoja

/f ja /f(xl,ﬁiz,---,ﬁln)dxldxz"'dCCn-
I i
Lause 3.5. Olkoot I ja [ kuten ylld. Seuraavat ehdot ovat yhtdapitdvdt.

(i) Funktio [ on integroituva yli vilin I ja sen arvo on S.

(i) Kutakin lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen jako D(e€) etti sp()(f) > S — €, ja sellainen jako
D/(E) etta SD’(&) (f) <S8 + €.

(iii) Kutakin lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen jako D(e), ettd
Spe)(f) = spe(f) <e
(iv) On olemassa sellainen jono D(n),n =1,2,... jakoja, ettd

lim sp,)(f) =S = lim Spe,)(f).

n—oo n—roo
Todistus. Kuten vastaavat tulokset kurssilla Analyysi II. O

Kuvassa BTl pinkkien laatikoiden yhteenlaskettu pinta-ala on yla- ja alasummien erotus Sp —sp. Kuvassa
vastaavaa ylé- ja alasummien erotus on oikeanpuoleisimman kuvan pienten laatikoiden yhteenlaskettu
tilavuus.

Kuten kurssilla Analyysi II ensimmaéinen tavoite on osoittaa, ettd valilla I C R"™ jatkuva funktio on
integroituva yli tdmén vilin. Yhden muuttujan funktion tapauksessa tasaisen jatkuvuuden vuoksi riitté-
van tiheédssé jaossa jokaisella osavililld ylapylvaan ja alapylvadn korkeusero saadaan halutun rajan € > 9
alapuolelle, ks. Kuva B3l TAlloin yla- ja alasummien erotus on enintéén e x vélin pituus, miké saadaan mieli-
valtaisen pieneksi, ja viite seuraa Lauseesta 35l Sivuaineopiskelijoiden Analyysi IT:n monisteessa ei kiytetty
tasaista jatkuvuutta, vaan tallaisen jaon olemassaolo todistettiin suoraan.

Nyt esitettdvd usean muuttujan funktiota kisittelevd todistus perustuu tasaiseen jatkuvuuteen, joten
tdhén kohtaan jaa aukko niille lukijoille, jotka eivit ole perehtyneet tarvittavaan késitteeseen. Valin I kom-

paktisuus on isossa roolissa, ja Lause [L29 tulee kayttoon.
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Kuva 3.3: Tasaisen jatkuvuuden vuoksi kutakin € > 0 kohti loytyy jako, jossa kaikkien pinkkien laatikoiden
korkeus on < ¢

Lause 3.6. Olkoon I = ] [a;,b;] C R" jokin (kompakti) vili. Jos funktio f : I — R on jatkuva, niin

talloin se on integroituva yli vilin 1.

Todistus. Kdytdamme Lauseen kolmatta kohtaa. Kiinnitetaan siis € > 0. Asetetaan &’ = ¢/m(I). Koska
I on kompakti, niin funktio f on siind tasaisesti jatkuva. On siis olemassa sellainen luku § > 0 ettd |f(x) —
f(y)| < & aina kun x,y € I toteuttavat epdyhtéalon ||x —y|| < d. Valitaan sitten vélin I jokin sellainen jako

D = D(e), etté ||x—y]|| < ¢ aina, kun x ja y kuuluvat samaan osavéliin I;. Erés tapa padstéd tdhan on kiyttaa

kunkin koordinaatin suhteen jakoa osavéleihin joiden pituus on < §/y/n. Jos talloin x = (z1,22,...,2,) ja
y = (y1,y2, .., yn) ovat samalla osavililli, niin |z; — y;| < 6//n kaikilla ¢:n arvoilla, ja niin ollen
n n
=yl = (= )? < 3 0% /n = 82
1=1 i

Kiinnitet&én osavéli I;. Jos x,y € I;, niin ||x — y|| < ¢ ja néin ollen |f(x) — f(y)| < ¢’. Koska funktio f
saavuttaa kullakin osavililld suurimman ja pienimmén arvonsa (Lause[[L27), niin osavélilld I; sen supremum

M; ja infimum m; nekin toteuttavat epéyhtalon
M; —m; <¢.

Néin ollen jakoa D vastaavien yldsummien erotukselle saadaan ylaraja.

Sp(f) —sp(; Z M;m( Z m;m
= Z —my) (Ij)
<¢ Zm(Ij) =e'm(l) =e.
J
Vaite seuraa tasta. |

Kehitetylld integraalin kéasitteelld on liséksi seuraavia ominaisuuksia. Niiden perustelu on oleellisen osin

sama kuin yhden muuttujan tapauksessa (vrt. kurssiin Analyysi I1):
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(i) (Positiivisuus) Jos f on integroituva yli vélin I C R™ ja f(x) > 0 kaikille x € I, niin

Afzo

(ii) (Lineaarisuus) Jos f ja g ovat integroituvia yli vilin I C R", ja a,b € R ovat vakioita, niin talloin

funktiot |f| ja af + bg ovat integroituvia yli vélin I. Lisdksi

[wrvm=a 10 [s

(iii) (Valiadditiivisuus) Olkoot [a;, b;],4 = 1,2, ..., n ovat vilejé, ja vakio ¢ valiltd a;, < ¢ < b;,. Muodoste-
taan valit [; = [al,bl] X [az,bz] X e X [aio,c] X X [an,bn] ja I, = [al,bl] X [az,bg] X e X [C, bio] X

- X [an, by]. Jos f on integroituva yli valin I = [a1,b1] X -+ X [an, by], niin se on integroituva myos

Jr=hoe g

Edelleen, jos f tiedetddn integroituvaksi yli vélien I ja I, niin se on integroituva yli valin I, ja yo.

yli osavélien I ja I. Lisdksi

kaava on talloinkin voimassa.

3.2 Iteroitu integraali

Tarvitsemme myos menetelmié integraalien laskemiseksi. Osoittautuu, ettd lukiossa ja aiemmilla kursseilla
opitut, miarddmattomén integraalin késitteeseen perustuvat menetelmét padsadntoisesti riittavat! Tarkas-

tellaan seuraavassa ensin kahden muuutujan funktion tapausta.

Kuva 3.4: z-koordinaatin vakioarvoa vastaava poikkileikkauspinta A;(z¢)
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Kahden muuttujan funktiolle f(x,y) voidaan muodostaa useita erilaisia integraaleja. Ensimmaéisené tu-
lee ehké mieleesi matkia osittaisderivaattoja muodostettaessa kiytettyd menettelyé: ajatellaan, ettéd toiselle
muuttujista on annettu jokin kiinted arvo ja toinen on edelleen ‘vapaa muuttuja’ Talloin on alkuperainen

funktio miellettavissd yhden muuttujan funktioksi ja voimme muodostaa méaaratyt integraalit

L b_ f(z,y) da, /y i F(@,y) dy,

joista ensimmaéisesséd on ajateltu, ettd y:114 on kiinted arvo, ja jalkimmaéisessd puolestaan z:1la. Se muuttuja,
jonka suhteen integrointi tehddin, ndhdain merkinnéssi esiintyvasta differentiaalista (dx tai dy). Tatd voi
viela korostaa kirjoittamalla kyseinen muuttuja nékyviin integroimisalarajan yhteyteen. Useissa ldhdekirjois-
sa téta lisdselvennysté ei kdytetd, joten kannattaa opetella kiinnittdméadn huomiota integroitavan funktion
yhteydesséa esiintyvaan differentiaaliin.

Téllaisella integraalilla sen tavanomainen tulkinta kuvaajan alla olevan alueen pinta-alana. Suorakaiteen
[a,b] x [c,d] ylapuolella, tason z = 0 ja kuvaajapinnan z = f(x,y) véliin ji4 3-ulotteinen kappale. Télloin

integraali

d
Ay (o) = / F(z0,y) dy

=c
laskee kyseisen kappaleen ja tason x = xq¢ poikkileikkauksen pinta-alan A;(x). Esimerkki téllaisesta poikki-

leikkauspinnasta on Kuvassa [3.41

Kuva 3.5: y-koordinaatin vakioarvoa vastaava poikkileikkauspinta As(yo)
Vastaavasti integraali

b
Aatyn) = [ 1) do

laskee ko. kappaleen ja tason y = yo poikkileikkauspinnan alan. Esimerkki téllaisesta on Kuvassa
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Mikali tdllainen integraali ylipddtddn on olemassa, niin sen arvo tietenkin riippuu toisen muuttujan

arvosta, joten integraalien arvot méarittelevat jiljelle jddneen muuttujan funktion.

Esimerkki 3.7.

no

! ! x2y2 xyg x x
[ @yratyay=| EEaT =T 43
y=0 y=0 2 3

Mikéan ei madrattyd integraalia laskettaessa esté sitd, ettd integroimisrajat riippuvat jostakin muusta

muuttujasta kuin integroimismuuttujasta itsestaan.

Esimerkki 3.8. Oletetaan, ettd z € [0,1]. Télloin 22 < \/z, ja

Py+a)dy=| (Fh+ S

y=x2 y=x2

/\/5 V@ 2242 :cy3) I
v 3
Kun muotoa f; fz,y)dx tai fcd f(z,y) dy oleva integraali lasketaan, vastaus siis riippuu vakiona pi-

detystéd toisesta muuttujasta, eli integraalin arvo on tdmén toisen muuttujan funktio. Voimme siis yrittda

integroida saadun funktion jiljelle jddneen muuttujan suhteen. Talloin puhutaan iteroidusta integraalista.

[ ([ renac) a
/:_a ( /y d_ f(z.y) dy) da,

missé sulkujen sisélld on ensin laskettu ns. sisdintegraali, jonka arvo (yleensd) riippuu ulomman integraalin

Ne ovat siis muotoa

tai

integroimismuuttujasta.

Usein kdytetddn kompaktimpaa merkintaéd

d b b d
/ f(z,y)dedy  tai / / f(x,y)dydz.
Yy=c r=a Tr=a Yy=c

Huomaa téssé, ettd sisdintegraalin integroimismuuttujaa vastaava differentiaali (yll& vasemmalla dz ja oi-
kealla dy) on sijoitettu sisemmélle. Tastd kannattaa pitdd kiinni sekaannusten valttdmiseksi (etenkin silloin

kun integroimisvélin alarajan yhteydessi ei kerrota integroimismuuttujaa erikseen).

Esimerkki 3.9. Lasketaan iteroidut integraalit

1 1 1 1
/ / (zy +2?)dyde  ja / / (zy + 2%) da dy.
z=0 Jy=0 y=0 Jx=0

Ratkaisu. Integroimalle ensin y:n ja sitten x:n suhteen saadaan

I= /:_O </yl_0(x2 +xy)dy> da

LG
w—0 \ 3 4

I
T~
Il =
(=)
—

K

[\

_|_

|
N—

QU

5

|
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Jos taas integroidaan ensin x:n ja sitten y:n suhteen saadaan

1
/ (2% + zy) d:v) dy
x=0

+g) dy

Varmaan huomasit, ettd lopputulos ei riippunut integroimisjérjestyksesté. Osoittautuu, ettd ndin kay
melkein aina. Lisdksi osoittautuu ndmé eri jérjestyksissa lasketut iteroidut integraalit laskevat funktion
f(z,y) integraalin yli vilin I = [a,b] X [¢,d]! Taméa tulos tunnetaan Fubinin lauseena. Se on voimassa
seuraavaksi esitettdvad versiota yleisemmissé tilanteissa. Niiden tarkastelu on kuitenkin syyta siirtdé muille

kursseille kuten Lebesguen mitta ja integraali.

Lause 3.10. (Fubini) Oletetaan, etti I = [a,b] X [c,d] C R? ja etti funktio f: I — R on jatkuva. Tdlloin

integraali f] f voidaan laskea kumpana tahansa iteroituna integraalina

/If=/:_a (/yd_cfu,y)dy) dxzfyd_c (/:_aﬂx,y)dx) dy.

Todistus. Koska f on jatkuva, niin integraalit [, f, fydch(x,y) dy ja f;:a f(z,y) do ovat kaikki olemassa,
toinen kaikille = € [a, b] ja kolmas kaikille y € [c, d].

Merkitdéan sisidintegraalin arvoa F(x) = fydzc f(z,y) dy. Todistetaan yhtasuuruus

/If:/:_aF(x)dx.

Toista iteroitua integraalia koskeva viite jatetadn harjoitustehtaviksi. Vinkki: vaihda muuttujien « ja y roolit
keskenédan!

Kiinnitetadn ¢ > 0. Lauseiden ja nojalla on olemassa sellainen jako D, johon liittyvien funktion
f(z,y) yla- ja alasummien Sp(f) ja sp(f) vélinen erotus on < e. Olkoot Dy :a = xg < 1 < @3 < -+ <
Tp =bjaDy:c=yy <y <y2 < -+ < yYm = d, jakoon D liittyvit 1-ulotteiset jaot. Kiinnitetdan x:n
osavali I; = [z;—1, ;] ja valitaan mielivaltainen = € I;. Olkoot M;; (vast. m;;) funktion f(x,y) supremum
(vast. infimum) valissd I; X [yj_1,y;], 1 < j < m. Tutkitaan sisempédn integraaliin fydzc f(z,y) dy liittyvia,

jaon Do maardamid yld- ja alasummia S ja s. Selvésti kaikilla y € [y;_1,y;] on voimassa
mij < fx,y) < M.

Koska S > F(x) > s, saamme kohdassa x lasketulle sisdintegraalille arviot

> mi(y —yio1) < Fla) <Y Mi(y; — yj-1)-
i=1 =
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Tamé arvio on voimassa kaikille x € I;. Ndhdyn perusteella

ja

3

j=1

Kerrotaan ndmé epayhtalot valin I; mitalla (x; — x;—1). Tulokseksi saadaan z-vilid I; vastaavien osavélien

[Tic1, 2] X [yj—1,94],5 = 1,2,...,m, kontribuutioille yla- ja alasummiin Sp(f) ja sp(f) arviot
sii= > mymi(lei,x] x [yj-1,95)) < (@i — zi-1) inf F(z),  (x)
=1 '
ja
Siv= > Mijm([zi—1, ] X [yj—1,95]) > (i — 3i1) sup F(z). ()
j=1 rel;
d

Kuva 3.6: Osavilia « € I;,y € [c,d] vastaava alasumma on pienempi kuin vélin I; osuus poikkileikkausfunk-
tion F(x) alasummasta.

Havainnollistetaan niitd epayhtaloitd kuvien avulla. Kuvassa B.0l ndemme, miksi alapylvaikon poikkileik-
kaus on pienempi kuin tutkittavan kappaleen poikkileikkaus F'(x) koko valilla 2 € I;. Epayhtélo (x) kertoo
juuri taman.

Kuva BT puolestaan havainnollistaa sité, ettd ylapylviikon poikkileikkaus on suurempi kuin tutkittavan

kappaleen poikkileikkaus F'(z) koko vélilld x € I;. Epayhtalo («x) kertoo juuri tdmén.

54



Kuva 3.7: Osavilid = € I;,y € [c, d] vastaava ylisumma on suurempi kuin vélin I; osuus poikkileikkausfunk-
tion F(x) ylisummasta.

Lasketaan sitten saadut arviot yhteen kaikilta muuttujan x osavéleiltd I;, ¢ = 1,2,...,n. Tulokseksi

saadaan, etta

sp(f) = Zsi < Z(xl - xi_l)xigiF(:c),

=1 =1

ja . :
Sp(f) = ZSZ- > Z(wl — 2;1) sup F(x).

zel;

Il
A
Il
-

2 K2

Huomaa, ettd tédssi oikeilla puolilla esiintyvéit funktion F(x) integraaliin f; F(z) dx ja vilin [a, b] jakoon Dy

liittyvét yla- ja alasummat Sp, (F') ja sp, (F). Jaon D valinnan perusteella Sp(f) — sp(f) < e, joten
sp(f) < sp,(F) < 5p,(F) < Sp(F) < sp(F) +e.

Nédemme siis erityisesti, ettd epayhtélé Sp, (F) — sp, (F) < € on voimassa, joten funktio F' on integroituva

yli vilin [a,b]. Koska lisiksi luku [, f on vélilld [sp(f), Sp(f)], niin ndemme myds, etté

[ s

Tamé on mahdollista kaikille € > 0 vain, jos mainitut integraalit yhtyvét. Se olikin juuri viite. O

< e.

Esiintyvien lauseiden tulkinta differentiaalien avulla helpottaa niiden siséllon ymmaéartdmistd. Suureen,
esimerkiksi  muutoksista kdytdmme merkintdd Ax, ja pinta-alan A muutoksesta merkintda AA. Integroin-

tiin kuuluvassa raja-arvoprosessissa muutokset — 0, mutta niiden suhteilla on raja-arvo. Kurssilla Analyysi
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dA = f(z)dx

T

a b

Kuva 3.8: Integroitaessa kuvaajan y = f(z) alla oleva pinta-ala lasketaan kapeiden kaistaleiden alojen
dA = f(z) dz summana

IT esiintyi yhden muuttujan funktion kuvaajan y = f(z) alapuolelle jidvin alueen pinta-ala. Kuten Kuvassa
ajattelemme ko. alueen muodostuvan (infitesimaalisen) kapeista kaistaleista dA, jotka ovat suorakaiteita
joiden (infinitesimaalisen pieni) kanta on dz, korkeus f(z) ja siis pinta-ala dA = f(x) dz. Koska kaistaleen
leveys — 0, sen korkeus "éi ehdi muuttua', ja sitd voidaan pitda vakiona. Kysytty pinta-ala saadaan sitten
laskemalla téllaiset infinitesimaalisen pienet alat yhteen. Tarkassa raja-arvoprosessis yhteenlasku korvataan

integraalilla.

Kuva 3.9: Integroitaessa kuvaajan z = f(x,y) alla oleva tilavuus lasketaan kapeiden pylviiden tilavuuksien
dV = f(x,y) dx dy summana

Vastaavasti kahden muuttujan funktion kuvaajan alla olevan kappaleen voidaan ajatella muodostuvan
kapeista pylviistd Kuvan B9 mukaisesti. Pylvaén korkeus on f(x,y) ja sen pohja suorakaide, jonka dimensiot
ovat dz ja dy. Pohjan ala on siis dA = dx dy ja pylvdéan tilavuus dV = f(x,y)dA = f(z,y) dz dy. Jélleen

integraali laskee ndmé yhteen.
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Kuva 3.10: Infinitesimaalisen ohut viipale kappaleesta, tilavuus dV = A(z) dx.

Lauseen B.10] sisillon ymmaértamistd ja muistamista puolestaan auttaa, etté siiné lasketaan kuvaajan alle
jaavan kappaleen tilavuus jakamalla se ohuiksi viipaleiksi. Kun todistuksen kuvien tilanteessa oletamme,
ettd osavalin I; pituus ldhestyy nollaa, niin integroitavan funktion jatkuvuuden nojalla poikkileikkauksen
pinta-ala A(x) = fydzc f(z,y)dy el endd tarkasteluvalilli muutu. Tétd vastaavan viipaleen, Kuvassa B.10]
tilavuus on télloin dV = A(z)dz. Koko kappaleen tilavuus V saadaan laskemalla viipaleiden tilavuudet

yhteen. Koska ne ovat infinitesimaaleja, yhteenlasku muuttuu integraaliksi.

b b
v :/ av :/ A(x) du.

Lauseen [3.10lensimmainen iteroitu integraali laskee juuri tdmén integraalin. Jalkimmainen iteroitu integraali

puolestaan laskee saman tilavuuden sellaisten ohuiden viipaleiden, paksuus dy summana, joiden poikkileik-

kaus on A(y) = fzb:a flx,y)dx.

Esimerkki 3.11. Hirrestd (z-akselin suuntainen), jonka poikkileikkaus on yksikkonelic S = [0, 1] x [0, 1],

sahataan tasojen z = 0 ja z = x + y rajaama kappale (ks. Kuva BI1]). Laske sen tilavuus.

Ratkaisu. Nyt f(z,y) =  + y, joten yz-tason suuntaisen siivun poikkipinnan ala on

1 LV 41
T —_ =X —.
L) 2

y=0

1
Aw) = [ @+ody=

=0

Tilavuus saadaan sitten laskemalla siivujen tilavuudet dV = A(z) dz yhteen

1 1 2
1 x T
V = — | dx = — 4+ =] =1.
Aﬂ(“d)z wﬂ<2+9
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1.0

Kuva 3.11: Tasojen z = 0 ja z =  + y viliin nelién (z,y) € [0, 1] x [0, 1] yldpuolelle jaava kappale

Huomautus 3.12. Fubinin lause on voimassas myés n:n muuttujan funktiolle. Jos siis I = [];-, [a;, b;] C R",

ja f: I — R on jatkuva, niin integraali | ; [ voidaan laskea n-kertaisena iteroituna integraalina

by b bn
/f=/ / / flxy,xa, ... xy) dey -+ deoday.
I r1=a1 J r2=az Tn=0an

Tassékin voidaan integroimisjérjestysté vaihtaa halutuksi. Yleisemmaén version todistus ei tuo paljoa uutta

(ainoastaan merkinnoistd tulee hankalampia), ja siksi sivuutetaan.

3.3 Integrointi yli yleisemmaéan alueen

Useimmat moniulotteisten integraalien sovellukset edellyttévat, ettd voimme integroida funktioita myos yli
sellaisten joukkojen, jotka eivéit ole avaruuden R™ vilejé. Integraalia ei voida mééaritelld yli mielivaltaisen osa-
joukon (tésta lisaa kurssilla Lebesguen mitta ja integraali), mutta kiyttokelpoinen kisite saadaan aikaiseksi
suhteellisen helposti.

Oletetaan, ettd A C R™ on epityhja rajoitettu joukko. T&ll6in on olemassa sellainen kompakti véli

I =1lay,b1] X -+ X [an, by], joka sisdltédéd joukon A. Téssé voidaan nimittdin valita
a; = inf{x | on olemassa sellainen piste (z1,x2,...,2,) € 4 jolle z; = x}
ja vastaavasti

b; = sup{x | on olemassa sellainen piste (x1, z2,...,x,) € A jolle x; = x}
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kaikille i = 1,2,...,n. Haluamme mééritelléd rajoitetun funktion f : A — R integraalin [ 4 J- Viltdmme

useita sudenkuoppia kayttaméalla seuraavaa ideaa. Méaritellddn ensin apufunktio f : I — R asettamalla

Fa(x) = {f(x), josx € A, ja

0, muulloin.

Korjaamme/tdydenndmme siis funktion f méérittely siten, ettd uusi funktion f4 saa arvon nolla joukon A

ulkopuolella.

Maaritelma 3.13. Oletetaan, ettd I C R™ on véli, A C I, f: A — R jokin funktio, ja fa : I — R kuten

ylla. Sanomme, ettd funktio f on integroituva yli joukon A, jos funktio f4 on integroituva yli véilin I. Talloin

[ 1= [t

merkitsemme

Kuva 3.12: Erdén kahden muuttujan polynomin kuvaaja neljinnesympyralevyssé

Palautetaan mieleen aiemminkin esiintynyt KuvaBI2]). Taméan kuvaajan voimme tulkita kahdella tavalla.
Jos A on kuvan neljinnesympyré, niin voimme ajatella, ettd tassd on erddn jatkuvan funktion f: A — R
kuvaaja. Toisaalta voimme ajatella, ettd tdssd I = [0,1] x [0, 1] on yksikkonelio, ja kyseessd onkin funktion
fa : I — R kuvaaja, kun funktion f4 mééariteltiin saavan arvon nolla neljinnesympyréalevyn A ulkopuolella.
Integroituvuusteorian kannalta meilld on nyt ilmeinen ongelma. Vaikka funktio f : A — R on jatkuva koko
A:ssa, niin funktio fa selvéstikdén ei ole jatkuva koko yksikkonelitssd I. Vakuuttunet helposti siité, etté
fa on kylla jatkuva muualla, mutta ei ole jatkuva neljdnnesympyréalevyn reunapisteissid. Vastaava ongelma
esiintyy aina, kun integroimme yli joukon joka ei ole vali. Siksi paneudumme tdhén seuraavassa.

Yleinen periaate on, ettd kunhan epdjatkuvuutta esiintyy vain hyvin pienessé joukossa pisteité, niin tamé

ei pilaa funktion integroituvuutta yli vélin.

Esimerkki 3.14. Kurssilla Analyysi IT osoitettiin, ettd jos suljetulla valilla [a, b] mééritelty rajoitettu funktio
f :]a,b] = R on jatkuva ko. vililli pistettd ¢ € (a,b) lukuun ottamatta, niin se on silti integroituva yli vélin

[a,b].
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Kuva 3.13: Yksittidinen epéjatkuvuuspiste ¢ ei esté suljetulla vililla [a, b] rajoitetun yhden muuttujan funktion
integroituvuutta

Téamé nahtiin Lausee Bhl nojalla seuraavasti. Kiinnitettiin ¢ > 0. Koska funktio f on rajoitettu, pisteen ¢
ympérille 16ytyy kapea pylvis (Kuvan soiro), jonka sisilld kuvaaja pysyy, ja jonka pinta-ala on < €/3.
Jos tdméan pylvadn pohja on véli [¢c — d, ¢+ 4], niin f on jatkuvuuden vuoksi integroituva véleilli [c + 9, b] ja
[a, c—¢]. Néin ollen niille kummallekin 16ytyy jaot, joille yl4- ja alasummien erotukset (kuvan pinkit laatikot)
ovat kumpikin < ¢/3. Néin ollen kuvan kaikkien pinkkien laatikoiden yhteenlaskettu pinta-ala on < e, misté

vaite seuraakin.

Yleistdmme Esimerkin B.14] tilannetta korkeampiulotteiseen tapaukseen. Yhteisené ideana on, ettd kun-
han epédjatkuvuuskohdat voidaan peittdéd kapeilla pylvéiilla, joiden pohjien yhteenlaskettu mitta saadaan
mielivaltaisen pieneksi, niin Lauseen ehto integroituvuudelle saadaan voimaan. Jos olet ldhinné kiinnos-
tunut integraalien laskemisesta ja sovelluksista, voit suhteellisen rauhallisin mielen hypéaté tdmén osion yli,
ja siirtyd kohtaan, jossa késittelemme Fubinin lausetta yli yleisemmén integroimisalueen — se taas onkin

kurssin tarkein teemal

Maéaritelma 3.15. Sanotaan, ettd joukko N C R™ on n-ulotteisen avaruuden (Jordanin) nollajoukko, jos
jokaista € > 0 kohti 16ytyy sellainen dérellinen kokoelma véleja Iy, Ia, ..., I} (tdssd vélien lukuméaéréd k saa

riippua e:n arvosta), joille
e NC Ule I;, eli vdlit 11, Is, ..., Iy peittivdt joukon N, ja
o Zle m(I;) < e, eli niiden yhteenlaskettu mitta on pienempi kuin e.
Esimerkki 3.16. Osoitetaan, ettd jana
L={(z,x)eR*|0<z<1}

on nollajoukko.
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Kuva 3.14: Jana voidaan peittaé dérellisen monella vililld, joiden yhteenlaskettu mitta saadaan mielivaltaisen
pieneksi.

Todistus. Valitaan ¢ > 0. Olkoon p > 0 kokonaisluku. Olkoot I; = ((i—1)/p, (i+1)/p) x ((i—1)/p, (i+1)/p),
i=0,1,...,p. Talloin selviisti L C (J!_, I;, ks. Kuva B14l Koska I; on avoin nelid, jonka sivun pituus on

2/p, niin m(I;) = 4/p?. Niin ollen

4 4(p+1)7* sp 8
2 < 5T
p P’ p

Som(t) =G+

Kunhan p valitaan siten, ettd p > 8/¢, niin vaatimus peittivien vélien yhteenlasketusta mitasta toteutuu. O

Huomautus 3.17. Voimme nollajoukon mééritelmésséd lisdksi vaatia, ettd peittédvit vilit ovat avoimia.
Jokainen suljettu véli [a,b] sisiltyy sitd marginaalisesti suurempaan avoimeen véliin, esimerkiksi véliin
(@ —d(b—a)/2,b+ 6(b —a)/2), missi 6 > 0 on jokin pieni skaalaustekija. Téssd ns. lihavoittamisessa
1-ulotteisen vilin mitta tulee kerrottua luvulla 1 4 ¢. Tekemélld sama muutos jokaisen koordinaatin suh-
teen n-ulotteisen vilin mitta tulee kerrottua vakiolla (14 6)™. Jos kokoelma vileja peittdd nollajoukon, niin
vastaavat lihavoitetut vélit tekevét samoin. Lihavoitettujen vélien yhteenlaskettu mitta on tietenkin hivenen
suurempi kuin ilman lihavoitusta. Mutta tekijén (1 4 ¢)" vaikutus voidaan sulauttaa e:in valintaan.
Esimerkissi B.16] kiytimmekin avoimia vélejé, jotka olivat jopa tarpeettoman suuria. Seuraavan Lauseen

todistuksessa avoimien vélien kiytto on sikali mukavaa, etté télloin niiden unionin komplementti on suljettu.
Nollajoukon késitteen motivoi seuraava tulos.

Lause 3.18. Olkoon I C R"™ kompakti vdli, ja f : I — R rajoitettu funktio, joka on jatkuva Jordanin

nollajoukon N ulkopuolella. Tdlléin f on integroituva yli vilin I.

Todistus. Kdytdmme jélleen Lauseen kolmatta kohtaa. Kiinnitdmme siis luvun ¢ > 0, ja osoitamme,
ettd on olemassa sellainen vélin I jako D = D(e), ettd sitd vastaavat yli- ja alasummat eroavat toisistaan

< €.
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Ideana on, ettd kun rajoitumme kompaktiin joukkoon K C I, joka ei leikkaa joukkoa N, niin téssi jou-
kossa f on tasaisesti jatkuva, jolloin jaon ollessa riittdvéin tihed kullakin osavililld funktion f supremum ja
infimum ovat tarvittavan ldhella toisiaan kuten Lauseen todistuksessa. Nollajoukon N ldhistolla puoles-
taan emme saa juurikaan otetta infimumeista ja supremumeista, mutta se ei haittaa, silld joukon IV peittdvien
vilien yhteenlaskettu mitta saadaan niin pieneksi kuin tarvitaan. Luvassa on siis kahta eri tyyppid olevia
kontribuutioita erotukseen Sp — sp. Aloitetaan siis ‘puolittamalla epsilon’.

Koska f on rajoitettu, on olemassa vakio M, jolle |f(x)| < M kaikille x € I. Koska N on nollajoukko,
16ytyy kokoelma avoimia vélejd Ji, Ja, ..., Jnm, jotka peittdvit joukon N, ja joiden yhteenlaskettu mitta on
pienempi kuin /(4M). Unioni J = UTZl J; on avoin, joten sen komplementti on suljettu. Néin ollen joukko
K = I\J on suljettu ja rajoitettu (=kompakti). Koska f on jatkuva kaikissa joukon K pisteissé, se on Lauseen
nojalla tasaisesti jatkuva K:ssa. On siis olemassa sellainen luku § > 0, ettd |f(x) — f(y)| < e/(2m())
aina, kun |[x —y| <.

Maééritelldan sitten jako D seuraavasti. Koordinaatin x; osalta valitaan ensin (1-ulotteinen) jako D;, jossa
vélien pituudet ovat < §/y/n. Taté jakoa tihennetdén ottamalla mukaan kaikkien vélien J;, j = 1,...,m, tdta
koordinaattia vastaavat padtepisteet. Jakopisteitd tulee kuitenkin dérellinen méara. Jako D saadaan sitten
1-ulotteisten jakojen karteesisena tulona. Merkitdén jaon D vilien lukuméédrié luvulla N (D). Valintojen
perusteella jokaisen saadun osavélin I;,7 = 1,2,..., N(D), halkaisija on < ¢. Merkitdén m; = infxe s, { f(x)}
ja M; = sup,r, {f(x)}. Jaossa D on kahdentyyppisia osavilejd. Jos osavili I; C K, niin sen pienen halkaisijan
vuoksi M; —m; < £/(2m(I)). Muussa tapauksessa osavélin sisdosa leikkaa joukkoa J, emmekéd voi sanoa
muuta kuin, ettd M; < M,m; > —M ja siis M; — m; < 2M.

Yla- ja alasummien erotus on

N(D)
SD — Sp = Z (J\fZ — mz)m(Iz) (*)

i=1
Joukkoon K sisaltyvilld osavéleilld on siis aina (M; —m;) < ¢/(2m(I)). Néin ollen tdmén tyypin osavélien
kontribuutio summaan (%) on

2 275(1)m(1i) - 2m€(1) ) m(l;) < e/2,

i=1,...,.N(D), ,CK i=1,....N(D), ,CK

silld vélien I; C K yhteenlaskettu mitta on tietenkin < m([I). Muilla osavéleilla M; —m; < 2M, joten niiden
kontribuutiolle saadaan ylaraja

> (M;—ms)m(I;) < > 2Mm(I;) = 2M > m(l;) < 2Me/(4M) = £/2.
i=1,...,N(D), LNnJ#0 i=1,...,N(D), LNJ#0 i=1,...,N(D), IinJ#0

Laskemalla kontribuutiot yhteen saamme halutun tuloksen Sp — sp < e. Viite seuraa tésté. |

KuvassaB.I5 valotan vield edellisen todistuksen ideaa. Neljannesympyriadn A rajoitetun funktio f4 kuvaa-
japinta vasemmalla. Oikealla yli- ja alasummien erotus erédéssé jaossa. Korkeat, yhteenlasketulta pohjaltaan

pienet, kaarelle sijoittuneet pylvidat = osajoukon J kontribuutio. Matalat laatikot, joiden pohjat kattavat
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Kuva 3.15: Epédjatkuvuuskohtien 1dhelld yld- ja alasummien erotukseen tulee korkeita mutta pohjapinta-
alaltaan pienid pylvéitd. Jatkuvuusalueella puolestaan erotukseen tulee vain matalia pylvéitéa.

suurimiman osan joukosta A = osajoukon K kontribuutio. Molemmat ovat pienid. Osajoukko K sisdltda
myo6s nelion [ sisélld olevan ympyran ulkopuolisen osan. Sielld kullakin osavalilla kuitenkin m; = M; = 0,
joten kyseinen alue ei kontributoi yla- eiké alasummaan.

Useimmissa sovelluksissa ja kaikissa tdméan kurssin esimerkeissé integroimisalue A on sellainen, ettd sen
reuna on Jordanin nollajoukko. T&lloin Lause antaa meille lupauksen jatkuvan funktion f: A — R

integroituvuudesta. Kuvailen téydellisyyden vuoksi muutaman kayttokelpoisen tuloksen.

Lemma 3.19. Jos joukot Ny, Ns,..., N, ovat avaruuden R™ Jordanin nollajoukkoja, niin niiden unioni

Ui~y N; on sekin Jordanin nollajoukko.

Todistus. Todista harjoitustehtaviana epsiloninpuolitustekniikalla, ettd N U N’ on nollajoukko aina, kun
N ja N’ ovat nollajoukkoja. Yleinen viite seuraa téstd induktiolla joukkojen lukuméérian m suhteen, kun

valitaan N = Ny UNoU---U Ng ja N' = Npyq. O

Lemma 3.20. Jos N on avaruuden R™ nollajoukko, ja N' C N sen jokin osajoukko, niin tdlloin myds N’

on avaruuden R™ nollajoukko.

Todistus. Jos kokoelma vileja peittaa joukon N, niin se peittda myos osajoukon N'. O

Lause 3.21. Oletetaan, etta I C R™ on kompakti vili, ja f : I — R on jatkwva funktio. Tdlloin sen kuvaaja
Gy ={(& f(@) eR" xR=R"" [F eI}

on avaruuden R" ™ nollajoukko (huom. dimensio kasvoi yhdelld).
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Todistus. Kiinnitetddn ¢ > 0. Kuten aiemmin, ndhd&an ettd on olemassa vélin I sellainen jako, ettd kullakin
osavililla I; funktion f arvot poikkeavat toisistaan < e. Olkoot jélleen m; = inf{f(Z) | ¥ € I} ja M; =
sup{f(Z) | & € I;}, jolloin siis M; —m; < e. Talléin kuvaaja Gy C |J, I; x [m;, M;], ja vélien I; x [m;, M;]

yhteenlaskettu mitta on

Zm([i)(Mi —m;) <e (Z m(Il-)> =em(I).

i
Lihavoittamalla véleja I; x [m;, M;] voidaan ne korvata avoimilla véleilli joiden yhteenlaskettu mitta on

< 2em(I). Tam4 saadaan mielivaltaisen pieneksi ja véite seuraa. O

Esimerkki 3.22. Osoitetaan, ettd avaruuden R? pallopinta
S ={(x,y,2) eR® |22 +¢? + 22 =1}
on sen Jordanin nollajoukko.

Ratkaisu. Kédytetdin apuna jatkuvaa funktiota f:[—1,1] x [-1,1] = R

V1—22 —y2,  kuna2?®+4+y% <1,
f(a?,y)—{

0, muulloin.

Sen kuvaaja Gy muodostuu ylemmaésté puolipallosta ja tason z = 0 levymaéisestd osasta pallon ulkopuolella.
Joukko G on avaruuden R? nollajoukko Lauseen BZ1] nojalla. Néiin ollen ylempi puolipallo on sekin nolla-
joukko Lemman B.20 nojalla. Kayttadmalld samaan tapaan funktion — f kuvaajaa ndemme, ettd myos alempi

puolipallo on nollajoukko. Néin ollen koko pallopinta on nollajoukko Lemman nojalla.

Seuraus 3.23. Oletetaan, ettd joukko A C R™ on sellainen suljettu ja rajoitettu joukko, jonka reuna muo-
dostuu ddrellisen monesta palasta Ry, Ry ..., Ry,. Oletetaan, ettd kukin palanen R; on sellainen, ettd silld
yksi koordinaateista on muiden jatkuva funktio. Jos f : A — R on jatkuva, niin talldin se on integroituva yli

joukon A.

Todistus. Jokainen reunan osa on talloin miellettavissé jatkuvan funktion kuvaajaksi, ja on néin nollajoukko.
Koko reuna on siis sekin nollajoukko Lemman B.I9 nojalla. Valitaan vili I, jolle A C I. Funktio f4 on talléin
jatkuva koko I:ssd reunan pisteitd mahdollisesti lukuun ottamatta. Koska epédjatkuvuuspisteet muodostavat

nollajoukon, véite seuraa Lauseesta [3.18] O

Kurssin ja sen sovellusten kannalta tdméan kappaleen tiarkein teema on Fubinin lauseen soveltaminen
Seurauksen [3.23] integraalin laskemiseen. Sivuutamme Fubinin lauseen vastaavan versioiden todistuksen, ja
keskitymme miettiméén, miké iteroitu integraali laskee halutun integraalin [ 4 [+ Seuraava esimerkki valaisee

sisdintegraalin rajojen maaraytymisprosessia.

Esimerkki 3.24. Kiyriit y = x ja y = 22 leikkaavat toisensa pisteissd (0,0) ja (1,1). Olkoon S kiiyrien
niiiden pisteiden vililli olevien osien rajaama alue (vrt. Kuva BI6). Laske funktion f(x,y) = 1 + 2 + y?

integraali yli alueen S molemmilla tavoilla iteroituna integraalina.
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Kuva 3.16: Kéyrien y = 2 ja y = 2 rajaama alue S

Kuva 3.17: Tason z = 0 ja kuvaajan z = 1 + = + y? alueen S ylipuolella rajaama kappale.

Ratkaisu. Joukko S sisiltyy viliin I = [0, 1] x [0, 1]. Koska vililli 0 < z < 1 on voimassa 2? < z, se voidaan

kuvata epayhtaldiden avulla seuraavasti
S={(r,y) eR*|0<x<1,2* <y<a}

Voi olla nopeampaa katsoa tdméa kuvasta! Kuten yleensékin, olkoon fg : I — R funktion f laajennus, joka
madritellaan nollaksi joukon S ulkopuolella. Integraali siis laskee Kuvan 317 kappaleen tilavuuden.

Lasketaan ensin iteroitu integraali, jossa sisdintegraalin integroimismuuttujana on y, ja x on vakio valilta
[0,1]. Sisdintegraalina on siis

1
F(z) = / Fs(a.y) dy.

=0
Tata laskettaessa on muistettava, ettd funktio fg on médritelty paloittain. Se yhtyy funktioon f vain, kun

piste (x,y) € S. Nyt kun z:114 on kiinted arvo, tamé tarkoittaa, ettd sisdintegraalissa integroitava funktio on
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paloittain mééritelty: se = 0 kun y € [0, 2?) sekii kun y € (z,1]. Niin ollen sisiintegraali on paloittain méé-
ritellyn funktion integraali, joten se lasketaan jakamalla integroimisvali osiin. Osien pédédtepisteet riippuvat

muuttujasta x, mutta muilta osin tekniikka on tuttua aiemmilta kursseilta.

1 VT z 1
/ fs(:c,y)dy:/ 0+/ (1+x+y2)dy+/ 0
y=0 y=0 y=x2 y=x

=/ 2<1+w+y2)dy
Yy=x

z 3

= (y+yz+2)
y=x> 3
3 6 3 6
_ 2 _2_3_ T _ 2 T
—x+:v+3 x x 3 x 3 3

Loppu onkin helppoa, silld saatu sisdintegraalin lauseke on voimassa kaikille 2 € [0, 1]. Néin ollen Fubinin

- o

23 6
_/ -2 Ty
R 3 3

! (x2 x? x7>
J\2 7% 2

lauseen nojalla

Kuva 3.18: Sisdintegraali yli y:m kattaa kiyrien y = = ja y = 22 viliin jaévin janan, jolla  on vakio.

Itse asiassa laskimme iteroidun integraalin

/sf - /;_0 /j_mzf(l“,y) dy dz.

Integroimisalue S otettiin huomioon sisdintegraalin rajojen vélitykselld! Sisdintegraalissa piste (z,y) kiy lapi
Kuvan [3.I8 janan ja laskee Kuvan [3.19 poikkileikkauksen pinta-alan. Ulompi integraali sitten laskee yhteen

nédiden janojen (tai pystyraitojen) kontribuutiot, jolloin kaiken kaikkiaan olemme integroineet yli joukon S.
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Kuva 3.19: Sisdintegraali yli y:n laskee oheisen poikkileikkauksen pinta-alan.

Jos haluammekin sisdintegraalissa integroida yli 2:n (jolloin y:114 on vakioarvo vililta [0, 1]), niin kuvai-
lemmekin joukon S toisin:
S={(z,y) eR*|0<y<ly<az <y}
Talloin sisdintegraali laskeekin Kuvan 320l vaakasuoran janan kontribuution eli Kuvan[B2T] poikkileikkauksen
pinta-alan

Iteroitu integraali saa siis muodon

fasaeimans [ ([Taersio)a

vy 1
(z + 5:152 +ay®) | dy

0 2 2

1
B RV A
y—o T 3 4 6 4
_2,2 1 1 1 2
73 4 6 4 7

Uskoa Fubinin lauseeseen téasséikin tapauksessa vahvistaa se, ettd saimme saman lopputuloksen kummastakin
iteroidusta integraalista. Lienee havainnollista ajatella, ettd iteroidut integraali kumpikin méarasivat Kuvan

BI7 kappaleen tilavuuden laskemalla yhteen ohuiden viipaleiden tilavuuksia.

Edellisen Esimerkin lasku yleistyy seuraavalla tavalla.

Lause 3.25. (Fubinin lause erityisti muotoa olevilla tasoalueille). Jos tasoalue A C R?* on muotoa

A={(z.y) |z € a,b],c(z) <y < d(x)},
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Kuva 3.20: Sisdintegraali yli z:n kattaa y = x ja y = 22 viliin jadvin janan, jolla y on vakio. Kuvan vililla
selvisti = € [y, /Y]

missd c(x),d(x) ovat valilld [a,b] jatkuvia funktioita, joille ¢(x) < d(x) kaikille x € [a,b], niin joukossa A

/Af: /:_a Ai(il)f(x,y) dy de.

Vastaavasti, jos tasoalue A C R? on muotoa

jatkuvalle funktiolle f on voimassa

A={(z,y) |y €le.d],aly) <z <by)},

missd a(y),b(y) ovat vdlilld [c,d] jatkuwvia funktioita, joille a(y) < b(y) kaikille y € [c,d], niin joukossa A

e[ s

Todistus. Kuten Esimerkissé [3.24] sisdintegraalin integroitava funktio f4 on paloittain méaritelty, ja siséin-

jatkuvalle funktiolle f on voimassa

tegraalin rajat madraytyvat alueen A reunoista. O

Lauseen ja Esimerkin tuloksille on korkeampiulotteiset vastineensa. Erilaisia tapauksia on jo
kolmessa ulottuvuudessa liian monta lueteltavaksi Lauseen tapaan. Helpompaa on péételld sisempien
integraalien rajat kuvasta katsoen. Seuraava sddntd on syyté pitdd mielessa:

Iteroidussa integraalissa sisemmén integraalin integroimisrajat yleensé (mutta eivit aina)
riippuvat ulommista muuttujista, mutta ulomman integraalin rajat eivdit milloinkaan riipu
sisempien integraalien muuttujista.

Katsotaan seuraavaksi esimerkki integroinnista yli 3-ulotteisen avaruuden osajoukon. Nyt integraaliin
kuuluvat yla- ja alapylviét olisivat 4-ulotteisia, mikd tuottaa meille hahmottamisvaikeuksia. Kéytettavis-
siamme on kuitenkin Esimerkin [3:24] Kuvan (tai B20) menetelmé viipaloida tutkittavan kappaleen ase-

mesta integroimisalue matalampiulotteisiin osiin.
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Kuva 3.21: Sisdintegraali yli z:n laskee oheisen poikkileikkauksen pinta-alan

Esimerkki 3.26. Lasketaan funktion f(z,y,z) = x4 2y + 3z integraali |, ¢ J yli avaruuden R3 osajoukon S,
jonka pisteet (x,y, z) toteuttavat epayhtdlot @ > 0,y > 0,z > 0 ja x + y + z < 1. Vertaamalla Kuvaan 322
voit mielikuvitusta kédyttéden todeta, ettd .S on neljin tason x = 0,y =0,z =0 ja z +y + 2z = 1 médrdamista
avaruuden osista ainoa rajoitettu (ja siksi jarkeva valinta integroimisalueeksi).

1.0

Kuva 3.22: Koordinaattitasojen ja tason x + y + z = 1 rajaama alue

Ratkaisu. Huomaamme, etté joukon S sisiltdvina vilind voimme kéyttaéd yksikkokuutiota

I=100,1]x[0,1] x [0,1] = {(2,9,2) ER* |0 <2 <1,0<y <1,0< 2 <1}
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Tehdédén integrointi jérjestyksessé x, vy, z, siis x sisin ja z uloin. Selvédsti uloimman koordinaatin vaihteluvali

on [0, 1], silld z saa kaikki ndmé& arvot joukossa S (arvon 1 tosin vain pyramidin huipussa).

1.0

0.0 I I I I )
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0 x

Kuva 3.23: Integroimisalueen poikkileikkaus, jossa z:1la on kiinted arvo (kuvassa noin 0,23) seké oikealla sité
vastaava zy-parien vaihtelualue S(z).

Jos annamme z:lle kiintedn arvon véliltd 0 < z < 1, niin piste (x,y, z) on joukossa S silloin ja vain silloin,

kun x ja y toteuttavat epayhtalot
x>0, y >0, ja r+y<1—z.

Kuvassa [3.23] on vasemmalla korostettu se kolmiomainen levy, jolla z-koordinaatilla on erés kiinted arvo,
oikealla on sitd vastaava (z,y)-parien vaihtelualue. Merkitdan tata vaihtelualuetta S(z):lla. On téirkeda oi-

valtaa, ettd kaksi sisintd integrointia itse asiassa laskevat integraalin yli alueen S(z), eli Lauseen B.28l nojalla

1—=z l—z—y
[ =] [ tewsdd
S(z) y=0 Jz=0

Nimittain pari (x,y) kuuluu joukkoon S(z) silloin ja vain silloin, kun (z,y, z) € S.

integraalin
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Kuva 3.24: Pallopinnan z2 4 y2? + 22 = 1 ja kartion 22 4 y? = 2?2 alueessa z > 0 rajaama kappale

Néin ollen kysytty integraali saadaan iteroituna integraalina

1 11—z l—y—=z
/f:/ / / (x4 2y + 3z2)dxdydz
S 2=0Jy=0 Jz=0
1 1—= Yy—z
Ll
52

1 12 2 2
3y 1
- Yy 2 924 D)dyd
/2::0 y:O( 5 yz +y 2 + 2—1—2) ydz

1—
1
(§x2 + 2yx + 3zx) dy dz
=0

1 l=z 3 2 g2
:/ (—y——2y22—|—y—— Yz —|—2yz—|—g)dz
o lyo 2 2 2 2
1 2
3z 1
= —— +-)d
/Z_O(z 5 +2) z

=1/4.

Esimerkki 3.27. Pallopinnan 22 + y2 + 22 = 1 sisilld, ylemmissi puoliavaruudessa z > 0, kartiopinnan
22 +y? = 22 ylapuolella rajautuu kompakti joukko K, ks. Kuva 324l Oletetaan, ettd f : K — R on jatkuva.

Kirjoita integraali | i J iteroituna integraalina.

Ratkaisu. Kuvan perusteella olemme kartion sisilld, kun epiyhtdld 22 4+ y? < 22 on voimassa. Vastaavasti

olemme pallopinnan sisélld (ns. yksikkokuulassa), kun 2 + y? 4+ 22 < 1. Niin ollen leikkausjoukossa
122 +y" 427 > (2 + %) + (2 + %) = 202" +9°),

joten x? 4 3% < 1/2. Kuvassa timéi nikyy siten, ettd pysyttelemme etiisyydelld < 1/4/2 z-akselista.
Tamén perusteella toteamme, ettd kappale K on pintojen z = m ja z = \/m valissa,

ensimméinen (pallo)pinta antaa z-koordinaatin ylarajan, kun (x,y) tunnetaan, jilkimmaéinen (kartio)pinta

puolestaan alarajan. Lisiksi paria (z,y) sitoo epdyhtild 2 + y? < 1/2. Jilkimméinen epéyhtilé otetaan

huomioon rajaamalla x vilille [~1/+/2,1/v/2] ja asettamalla sitten y-koordinaatilla rajat 1/1/2 — 22 > |y|.
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Niin padddymme iteroituun integraaliin

1/V2 \1/2—2? \1—x2—y2
/ / / / flz,y,z)dzdy dx.
_71/\/_ \/1/2 x2 z:\/x2+y2

Palaamme tdhén integroimisalueeseen seuraava pykélassé sylinteri- ja pallokoordinaattien yhteydessa.

3.3.1 Riemannin summista ja suureiden keskiarvoista

Tahan kappaleeseen voi suhtautua kevyemmin. Riemannin summan késite putkahtaa vastaan esimerkiksi
monisteen luvuissa 5 ja 6, mutta siihen liittyvéé teoriaa ei juuri késitelld eikd sitd tarvita kuin muutamissa
esitettdvien laskumenetelmien perusteluissa.

Etenkin vanhemmissa teksteissé funktion integraali yli vilin I C R™ méaritellddn usein ns. Riemannin
summien avulla. Jos D = {I; | j = 1,...,m} on jokin vilin I jako, niin infimumien ja supremumien asemesta
Riemann summissa kutakin osavélid I; valitaan edustamaan satunnainen piste &; € I;. Funktion f: I — R

jakoon D ja valintoihin £ = (&1, ..., &) liittyvd Riemannin summa on

Spe(f) =Y F(&)m(I)

j=1
Funktion f arvo pisteessd &; € I; vaikuttaa osaltaan osavililld I; laskettuihin funktion infimumiin m; ja

supremumiin M. Selvasti m; < f(&;) < M;, joten

p(f) < Epe(f) < Sp(f) (*)

kaikille jaoille D ja kaikille valinnoille £. Kutsutaan jaon D suurimman osavélin mittaa
||D|| = max{m(I;) | j =1,...,m}

jaon normiksi. Riemannin summien avulla funktion f integroituvuus yli vilin I mééritellidn vaatimalla, etta

on olemassa sellainen luku S, ettd kutakin lukua € > 0 kohti 16ytyy sellainen § > 0, ettéd
IS =3pe(f)l <e

aina, kun [|D|| < § olipa valinta £ miki tahansa. Lyhyemmin ja epatdsmaéllisemmin tdmén voi ilmaista
vaatimalla, ettik= X p ¢ — S, kun jako D tihenee rajatta, eli ||D|| — 0.

Edustajien ¢ valinnanvapauteen johtuvat tekniset vaikeudet tekevét téstd madritelmésta hieman hanka-
lamman kdyttid, mutta epidyhtéalon (x) ja integroituvuuskriteerin (Lause[B.5 avulla voimme nopeasti paétellé,
ettd mikali funktio f on integroituva yli vilin I tdméan luvun alussa esitellyn méadritelmén mielessa, se on
integroituva myés Riemannin summien mielessé, ja S = || ; [- Tamé seuraa siitéd, ettd yli- ja alasummia

kéytettéessd voimme aina tihent&é jakoa niin, ettd ehto ||D|| — 0 on voimassa.

Esimerkki 3.28. Osoitetaan, ettéd

n

. 1
n1L%2n+k =1In2.
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Ratkaisu. Tieddmme, etta

Inl+2z2)=In2—Inl=1In2.
=0

/1 dr
x:Ol—i_‘r_

Tulkitsemme tutkittavan summan funktion f(x) = 1/(1 + 2) Riemannin summaksi yli vilin I = [0, 1], kun

kaytamme tasavilista jakoa D = D,, = {[(j —1)/n,j/n]| j =1,2,...,n}. Jos nimittdin valitsemme osavilin
[(j = 1)/n,j/n] edustajaksi vilin ylareunan &; = j/n, niin m(Il;) = 1/n kaikilla j = 1,2,...,n, ja

j=1 Jj=1 J =17
Téssa ||Dy|| = 1/n — 0 kun n — oo, joten funktion f integroituvuuden perusteella

hm Yp,¢ —/ f(z) =In2.

Riemannin summa -ajattelu tulee luontevasti vastaan viidennessé ja kuudennessa luvussa, kun integraali
ei ole yli vilin vaan yli mutkittelevan kayrén tai pinnan.

Moniulotteinen integraali soveltuu hyvin suureiden keskiarvojen laskemiseen. Téssidkin on luonnollista
ajatella satunnaisten pisteiden "edustavan" osavilié, joten késittelemme téaté usein esiintyvad tilannetta hie-
man tarkemmin.

Oletetaan, ettd I C R™ on kompakti vili. Haluamme maéaritelld funktion f : I — R keskiarvon joukossa
I.Kun n =1 ja I = [a,b], niin luonteva méaritelmé on funktion kuvaajan y = f(z) keskiméériinen korkeus
véalilld [a, b]. Koska kuvaajan alle jadvin alueen pinta-ala on A = f;:a f(x) dz, ja vilin pituus on b — a, niin

kuvaajan keskimaérédinen korkeus on

_ Jf@da
.

Talloin nimittain kuvaajan alle jaddvéan alueen pinta-ala A yhtyy sen suorakaiteen pinta-alaan, jonka kanta on
b— a ja korkeus h, A = h(b—a). Kun n = 2, niin télle analogisesti voimme mééritella funktion f keskiarvon

valilla T

2
m(I)

E(f.I) =
kunhan vélin mitta m(I) > 0.
Riemannin summien avulla tdméa voidaan perustella ajattelemalla, ettd kutakin osavalia I; edustava piste
&; saa painoarvokseen ko. osavélin mitan m([;). Onhan luontevaa, ettéd isompaa osavélié edustava piste tulee
laskea keskiarvoon suuremmalla painolla. Jakoon D ja valintaan £ liittyvd luonnollinen keskiarvo on

225 F(&)m(I;)
ij(lj) .

Téssi nimittédjaa > m(l;) = m(I) kannattaa ehké ajatella "normeeraustekijénd'. Jos nimittéin f on va-

E(f,D,§) = (%)

kiofunktio ¢, niin edellytdmme tietenkin myos sen keskiarvon olevan c¢. Kun ||D|| — 0, niin raja-arvona
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saadaan E(f,I). Huomaa, ettd tdssd nimittdja on tulkittavissa myos vakiofunktioon 1 liittyviksi Riemannin
summaksi.

Kun I korvataan yleisemmelld kompaktilla joukolla K, niin voimme tuttuun tapaan siirtya ajattelemaan
valid I, K C I, ja funktiota fx. Osamédrassi (x) haluamme jattad huomiotta joukon K ulkopuoliset osat.
Osoittajassa sithen pédstddn kayttamaélla funktiota fx joka hividd joukon K ulkopuolella. Nimittajassé
samoin haluamme jattaéd joukon K ulkopuoliset osat huomiotta, ja kdytdmme sielld vakiofunktion 1 asemesta
funktiota 1y, joka héavidad joukon K ulkopuolella. Pdddymme néin méaritelméan, jonka mukaan funktion f

keskiarvo joukossa K on

S

Nimittéjié [, 1 kutsutaan jatkossa joukon K mitaksi m(K). Jos n = 2, niin m(K) on joukon K pinta-ala.
Tapauksessa n = 3 kyseessa on joukon K tilavuus.

Ensimmaisen esimerkin tarkoitus on vakuuttaa, ettd maéritelma on jarkeva.

Esimerkki 3.29. Tarkista, ettd funkion f(z) = x keskiarvo suljetulla vélilla K = [a,b] on E(z,[a,b]) =
(a+0)/2.

Ratkaisu. Osoittaja on
b 2 p2 _ g2

b
/ T dr =

Nimittajd puolestaan on m([a,b]) = b — a. Keskiarvo on néiden suhde, eli

(b*—a*) b+a

B lo.b) = 55— = 3

Kappaleen K C R™ (geometrinen) keskipiste on jarkevad méadritelld pisteeksi, jonka koordinaatti x;(K) =

E(z;, K) on funktion x; keskiarvo joukossa K. Siis

7i(K) = GK -
K1
Fysiikassa tarvitaan usein kappaleen K C R® massakeskipistetti. Jos kappale on "tasalaatuinen" massa-
keskipiste yhtyy geometriseen keskipisteeseen. Mutta jos kappaleen tiheys p vaihtelee, eli p = p(x), niin
kappaleen osia on painotettava tiheyden vaihtelua vastaavasti, ja

fK 2ip(x) drq das das
fK p(x)dxy drg dosg

x; (K, massa)

Tassé nimittdjana oleva integraali laskee kyseisen kappaleen massan.

Esimerkki 3.30. Mairataan Esimerkin BT hirrenpalan K keskipiste (hirsi on tyypillisesti tasalaatuinen,

joten kysessa lienee myos sen massakeskipiste).
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Ratkaisu. Piste (z,y, z) on kappaleessa K jos ja vain jos z,y € [0, 1] ja z-koordinaatti toteuttaa epayhtalot
0 < z < x4 y. Naimme, ettd sen tilavuus on m(K) = 1, joten yo. kaavoissa nimittdja on aina 1, ja riittaéd

laskea osoittajat. Laskemalla vaadittavat integraalit yli kappaleen K saamme x-koordinaatille

/K:z:da:dydz—/:_o </yl_0 (/jya:dz> dy> "
- /:_0 < /yl_ox(“ry) dy> do

1 2 3
X X
= (F+3)
x=0 4 3
- 7
12’

joten E(xz, K) = 7/12. Kappale on symmetrinen z ja y-koordinaattien roolin vaihtamisen suhteen, joten

T4y
/ zdz) dy> dx
z=0

my6s E(y, K) = 7/12. Lopuksi z-koordinaatille saadaan

o= [ (]
L

1 2
1
:/ (42442 )de

06 2 2
_1 €T .IQ .IB
“lLs T e
T
-z

Kappaleen keskipiste on siis (7/12,7/12,7/12). Vertaamme tulosta Kuvaan BTl Sekd x ettd y-koordinaatti
saavat arvoja valiltd [0, 1], joten keskiarvo lahelld lukua 1/2 on odotettu. Koska kappaleen korkeus kasvaa x:n
kasvaessa 0 — 1, niin ei ole lainkaan yllattavia, ettd z-koordinaatin keskiarvo on > 1/2. Sama ajatuskulku
tukee tulosta F(y, K) > 1/2. Sitd vastoin keskipisteen z-koordinaatin arvioiminen kuvan perusteella on
hieman hankalampaa. Sen vaihteluvéli on [0, 2]. Kappaleen keskiméériinen korkeus on kuitenkin h = tilavuus
/ pohjan ala = 1/1 = 1. Tamén voi tulkita kappaleen ylareunan pisteen keskimééardiseksi korkeudeksi.
Kappaleen siséllé oleva piste on tietenkin ylidreunan alapuolella, joten keskimédrdinen z-koordinaatin arvo
< 1. Tarkempi haarukointi on hankalampaa. Suurempi osa kappaleesta on alueella, jolla sen yldreuna on

keskiméaraistd korkeammalla, joten silla perusteella voimme selittda, miksi keskiméérin z-koordinaatti on

> 1/2.

3.4 Sijoitus moniulotteiseen integraaliin

Yhden muuttujan funktion integraaleja laskettaessa térked laskutekniikka oli ns. sijoitusmenetelmé. Jos

g : o, 8] = [a,b] on kasvava ja derivoituva bijektio, niin sijoituksella z = g(t), dz = ¢'(t) dt muutimme
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integraalin

/ " f@d ()

=a
sen kanssa yhtédsuureksi integraaliksi
B
flg(®)g'(®)dt.  (xx)
t=a
Tarkka perustelu télle saatiin ketjusdédnnon ja analyysin peruslauseen avulla. Tamén kurssin tarpeisiin yleis-
tyskelpoinen perustelu télle on seuraava heuristiikka.

Kun f > 0, niin integraalit (%) ja (*x) molemmat laskevat kuvaajan y = f(x), z-akselin seké suorien
x = a ja x = b rajaaman alueen pinta-alan. Integraali (%) ratkaisee tehtivin laskemalla yhteen Kuvan
kapeita kaistaleita, joita rajalla voidaan pitdéd suorakaiteina joiden kanta on dx, korkeus f(z) ja pinta-ala
dA = f(x)dz. Integraali (xx) puolestaan suoriutuu tehtévista kayttaméalla kaistaleita, joiden korkeus on
f(z) = f(g(t)), kanta dz = % ~dt = ¢'(t) dt, ja ala dA = f(g(t))g'(¢) dt.

Miten tdma yleistyy korkeampiin ulottuvuuksiin? Y1la eivéit pylvdiden korkeudet itse asiassa muuttuneet,
mutta sijoitusfunktion vaikutus piti ottaa huomioon pylvéiiden pohjina olevien vélien mittojen muuttumisena:
dx + ¢'(t) dt. Koska ¢'(t) = Cfl—f, niin 1-ulotteisessa tapauksessa sijoitusfunktion derivaatta oli oikea skaalaus-
tekija vilien mittojen muuttumiselle. Luvussa 2 tarkastelimme yleisen differentioituvan funktion muutosten
approksimointia lineaarikuvauksen (eli funktion derivaatan) avulla. Yksiulotteisessa tapauksessa ainoa mah-
dollinen lineaarikuvaus on kertominen skalaarilla, mika selvésti venyttda vélin pituuden kyseisen vakiotekijan
itseisarvon antamaksi monikerraksi. Moniulotteisen lineaarikuvauksen kohdalla vélin mitan muuttuminen on
mutkikkaampaa. Tarkastelemme téatd hetken. Kurssin tavoitteiden kannalta ainoastaan Lauseen tulos
on tarked. Sitd edeltdd jonkin verran mielikuvamatematiikka, missé todistuket ovat vain heuristisia perus-
teluja. Suosittelen yksityiskohtaisia perusteluja kaipaavalle lukijalle esimerkiksi Walter Rudinin kirjaa Real

and complex analysis.

Maaritelma 3.31. Rajoitetun joukon A C R™ (Jordanin) mitta m(A) on vakiofunktion 1 integraali yli

m(A)z/Al,

mikéli kyseinen integraali on olemassa. Télloin sanotaan, ettd A on Jordan-mitallinen joukko.

joukon A,

Erityisesti, jos joukko A on Seurauksessa [3:23] kuvattua muotoa, niin silld on dérellinen Jordanin mitta.

Huomautus 3.32. Jordanin mitalla on useita luonnollisia ominaisuuksia. Mainitsemme néistd todistuk-
setta muutaman. Harjoitustehtavina voit niitd toki miettid. Kurssilla Lebesguen mitta ja integraali nAma

todistetaan yleiseemin.
e Vilin I C R" Jordanin mitta on sen mitta. Vélin I ja sen sisidpisteiden joukon I° mitat yhtyvét.

e Jordanin nollajoukon N mitta on m(N) = 0.
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e Jos A C B ovat Jordan-mitallisia, niin 0 < m(A) < m(B).

e Jos joukot Ay, As,..., A C R™ ovat Jordan-mitallisia, niin t4lloin niiden unionit ja leikkaukset ovat
Jordan-mitallisia. Jos niiden leikkausjoukot A; N A; ovat nollajoukkoja aina, kun i # j (erityisesti jos
ne ovat tyhjid), niin

k
m((J A) =D m(4)).
j=1 j=1

e Jos A on Jordan-mitallinen, ja I1, Io, ..., I, C A on kokoelma véleja, joiden leikkaukset ovat nollajouk-
koja, niin

k
m(A) > Zm([i).

Jos F on kaikkien téllaisten vélien kokoelmien joukko, niin
m(A) = sup Z m(I).
IeT
Joukon Jordanin mitta saadaan siis ottamalla supremum sen siséltdvien alkiovieraiden vélien mittojen

summista.

e Jos Iy, I, ..., I} on kokoelma véleji, joka peittad joukon A, eli A C Ule I;, niin

k
m(A) <> m(L).
i=1
Jos F on kaikkien téllaisten vélien kokoelmien joukko, niin

m(A) zzlrelfflezm(l).

Joukon Jordanin mitta saadaan siis ottamalla infimum sen peittdvien vélien mittojen summista.

Lemma 3.33. Olkoon T : R™ — R"™ jokin lineaarikuvaus, ja M sen matriisi luonnollisen kannan suh-
teen. Talloin |det M| antaa mitan venytyskertoimen kuvattaessa mitallisia joukkoja, eli jokaiselle Jordan-

mitalliselle joukolle A CR™ on voimassa yhtdlo
m(T(A)) = |det M| m(A).
Erityisesti siis T(A) on aina myds Jordan-mitallinen.

Todistus. Kurssin Lineaarialgebra perusteella tieddmme, ettd M voidaan kirjoittaa alkeismatriisien tulona.
Koska matriisien kertolasku vastaa lineaarikuvausten yhdistamisté, niin induktiolla tuloesityksessa esiinty-
vien alkeismatriisien lukumaéréin suhteen nahdaén, etta riittdd perustella viite siind tapauksessa, jossa M
on jokin alkeismatriisi.

Edelleen Huomautuksen kahden viimeisen kohdan perusteella riittda késitelld tapaus, jossa A on

itse jokin valin. Kasitellddn kukin kolmesta alkeismatriisityypisté erikseen.
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Jos M vastaa alkeismuunnosta, jossa yksi koordinaateista, sanokaamme z;, kerrotaan vakiolla ¢, niin
talloin det M = c¢. Télloin lineaarikuvauksessa T' véli [a;, b;] korvautuu valilla [ca;, cb;] (tai valilla [cby, ca;],
jos ¢ < 0). Tédssa tapauksessa véite seuraa suoraan vélin mitan madritelmésta, silld joka tapauksessa vélin
[a;, b;] pituus tulee |c|-kertaiseksi.

Jos M vastaa alkeismuunnosta, jossa kaksi koordinaateista, sanokaamme z; ja x;, vaihdetaan keskenddn,
niin talléin det M = —1. Tason suorakaiteiden [a;, b;] X [a;, bj] ja [a;, b;] X [a;, b;] pinta-alat ovat samat. Koska
| det M| = 1, niin viite seuraa tassidkin tapauksessa.

Jos M vastaa alkeismuunnosta, jossa matriisin yksi vaakarivi lisdtdén toiseen vakiolla kerrottuna, niin
lineaarikuvauksena tdmé kuvaa 2-ulotteisen suorakaiteen [a,, b;] X [a;, b;] suunnikaaksi, jonka kanta on edel-
leen b; — a; ja korkeus b; — a;. Kyseiselld suunnikkaalla on sama pinta-ala kuin alkuperaiselld suorakaiteella.

Koska det M = 1, véiite pitda paikkansa myos tésséd tapauksessa. O

Seuraus 3.34. Oletetaan, etta A C R™ on avoin, jo a = (a1,a2,...,a,) € A. Oletetaan, ettd funktion
g : A — R"™ kaikkien komponenttien kaikki ensimmdisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia kaikkialla
A:ssa. Olkoon I(b) = [ay,b1] X [az, ba] X - - - [an, by] joukkoon A sisdltyvd vali. Kun tdssi b = (by,ba, ..., b,) —
a, niin valin I(b) ja sen kuvajoukon g(I(b)) mittojen suhde lihestyy raja-arvonaan Jacobin matriisin D(g)(a)

determinantin itseisarvoa:

. m(g(I(b))) _ 99
gﬂm = |det(8xj (a))l-

Todistus. Yksityiskohdat sivuutetaan. Heuristinen perustelu on, ettd ldhelld pistettd a funktion g arvojen

erotukset saadaan kaavasta
g(a+h)—g(a) ~ D(g)(a)(h)

sitd tarkemmin mit& pienempi vektori h on. Néin ollen joukkoa g(I(b)) voidaan approksimoida hyvin joukolla

D(g)(a)(I(b)). Lemma antaa vaitteen. O

Tassa esiintyvid determinanttia
9gi
J =det [ =—
(@) = det (52 )

kutsutaan funktion g Jacobin determinantiksi pisteessd a. Kun kuvausta ¢ ajatellaan sijoituksena z; =
9i(Y1,Y2, -, Yn), © = 1,2, ..., n, tastd kiytetddn myos merkintaa

O(x1,xa, ..., Tp)

J(g) = .
(9) OY1,y2, -+ Yn)

Lause 3.35. (Sijoitus integraaliin). Oletetaan, ettc B,A C R™ ja g : B — A on differentioituva funktio,

joka on nollajoukkojen ulkopuolelle bijektio. Oletetaan, etta f: A — R on integroituva funktio. Tdalloin

/ F(x) day das -+ dary, = / eI (0) ()| dys dya - dyn.
A B

Todistus. Heuristinen perustelu télle on, ettd integraali yli B:n laskee saman integraalin kuin integraali yli

A, mutta kdyttden pylviiti, joiden pohjat eivit ole vélejd, vaan jakoa, jonka pohjat ovat muoto g(I), missi
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I on véli. Jakobiaani tulee mukaan mittojen suhteena m(g(I))/m(I). Yksityiskohtainen perustelu kéyttden

mittateorian koneistoa 16ytyy muun muassa Rudinin kirjasta. O

Huomautus 3.36. Yll& vaatimus funktion g bijektiivisyydestd seuraa siité, ettd haluamme kéyda integroi-
misalueen A ldpi A) kokonaan, ja B) vain yhden kerran. Nollajoukkopoikkeus voidaan sallia, koska integroi-

tavan funktion arvon muuttaminen nollajoukossa ei muuta integraalin arvoa.

Tamén kurssin (ja itse asiassa useiden sovellusten) kannalta Lauseen tarkeimmét sovellukset liitty-
vat 2- ja 3-ulotteisiin koordinaatistomuunnoksiin. Etenkin luonnontieteellisissa sovelluksissa integroimisalue
on usein muodoltaan sellainen, ettd se on helpompi kuvailla napakoordinaattien tai vastaavien avulla. Késit-
telemme néitd luvun lopuksi. Matkan varrella esittelen samalla ns. mitta-alkiot (2-ulotteisessa tapauksessa
pinta-alkion, ja 3-ulotteisessa tapauksessa tilavuusalkion). Ne valottavat Jakobiaanitekijan geometrista al-
kuperaa.

Karteesinen pinta-alkio dA on yksinkertaisesti suorakaide C R?, jonka reunat ovat koordinaattiakse-
lien suuntaisia, sivujen pituudet (eli vastaavien koordinaattien vaihteluvélien pituudet) dx ja dy. Téallaisen
suorakaiteen pinta-ala on

dA = dx dy.

Huomaa, ettd tdmaé ei riipu siitd, missé péin tasoa kyseinen pinta-alkio sijaitsee. Kunhan z-koordinaatin ja
y-koordinaatin vaihteluvélien pituudet tunnetaan, niin suorakaiteen pinta-ala on aina sama. Pinta-alkiota

kédytetadn usein myos osana integraalimerkintaé.:

[1= [ raa= [ rwyaray

Napakoordinaatteja kaytettdessd tilanne muuttuu. Kuvassa 2.14] ndemme tyypillisen tasoalueen, jossa
r-koordinaati ja ¢-koordinaatti on kumpikin rajattu lyhyelle vililla. Kuvassa tormadmme seuraavan
ilmioon. Kuvassa on kaksi tasoaluetta (pinkit alueet). Kummallakin ¢-koordinaatin vaihteluvili on sama de:n
mittainen vili. Toisella r-koordinaatin vaihteluvéli on [ry, 71 + dr], toisella [ra, 72 +dr]. Siis kummallakin dr:n
mittainen. Selvésti ndkyy, etté toinen alueista on toista suurempi. Selitys on siiné, ettd ro > r1. Jos nimittiin
kuvittelet, ettd seka dr ettd d¢ ovat hyvin pienid, alueet dA; ja dAs muistuttavat enemmén ja enemméan
suorakaidetta (vrt. Kuvaan 2.T4]). Kummallakin suorakaiteella on korkeutena dr, mutta (kaarevan) kannan
pituus = kaaren pituus on toisella r1 d¢ ja toisella ro dp. Kun d¢ ja dr ovat infinitesimaalisen pienid, niin
saamme dA; = ry drd¢ ja dAy = ro drdp. Koska ro > 71, niin dAs > dA;. Itse asiassa napakoordinaateissa

ilmaistuna pinta-alkio saadaan lausekkeesta
dA = rdrde.
Mité Jacobin determinantti sanoo tdstd? Napakoordinaattien kéyttd vastaa funktiota
(x,y) = g(r,¢) = (rcos @, rsin ).
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dr.

dr

T aQ

Kuva 3.25: Samanmittaiset napakoordinaattien vaihteluvélit vastaavat pinta-alkion sijainnista riippuen eri-
kokoisia tasoalueita

Esimerkissé [2.23] saimme tdman lineaariseksi derivaataksi

Dytrio) = (g Trome ).

7 COS @

Determinantiksi saadaan siis

J(g)(r, ) = cos ¢rcos ¢ — sin p(—rsin¢) = r(c052 ¢ + sin? ) =1

Kaava dA = rdr d¢ vastaa siis tarkalleen Seurauksen [3.34] lupaamaa pienten vélien mitan muuntumista.
Kuvassa ndemme, millaisten pylviiden avulla napakoordinaatteja kiytettédessa kappaleen tilavuus
laskteaan. Pylvaiden korkeudet saadaan edelleen integroitavan funktion arvoista, mutta niiden pohjina esiin-
tyvien laattojen alat riippuvat koordinaattien vaihteluvélien dr ja d¢ lisédksi laatan sijainnista. Kauempana
origosta samankokoiset vaihteluvilit johtavat isompaan laattaan. Jakobiaani mittaa tatd, kuten Kuvassa
0. 20
Kun integraalia yli tasoalueen lasketaan napakoordinaatteja kiytettdessd, on huomiota kiinnitettava sii-

hen, ettd uusi integroimisalue B vastaa alkuperdistéa integroimisaluetta A. Tarkemmin:
(r,@) € B<= (rcosg¢,rsing) € A.

Napakoordinaatit valitaan kaytettaviksi usein juuri siitd syysté, ettd alue B on kuvattavissa yksinkertai-
semmin iteroidun integraalin laskemista silmallé pitden.

Napakoordinaatteja kéytettdessd melkein aina r valitaan sisemmén integraalin integroimismuuttujaksi.
Talloin integraalia vastaava kappale luontevasti muodostuu kapeiden sektoreiden ylapuolella olevista "piira-

kanpalasista" kuten KuvassaB.27 Vertaa tata Kuvan BI0 tilanteeseen. Sateittéaisten poikkileikkauspintojen
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Kuva 3.26: Napakoordinaatteja kiytettidessa funktion f(x,y) kuvaajan rajaaman kappaleen tilavuus laske-
taan sellaisten infinitesimaalisten pylvédiden tilavuuksien dV summana, joiden korkeus on f(r cos ¢, r sin @),
pohjan ala dA = rdrde, ja dV = f(rcos ¢, rsin ¢)r dr do

vuoksi siivut eivat talla kertaa ole tasapaksuja, ja ohuen viipaleen tilavuus dV on mutkikkaampi. Funktion
f arvot kauempana origosta vaikuttavat piirakanpalan tilavuuteen enemmaén kuin sen arvot ldhelld origoa.
Jakobiaanitekijd r huolehtii juuri tésta. Integroimisjirjestyksen valitseminen téllaiseksi on erityisen kétevia,
jos integroitavalla funktiolla on kiertosymmetria, jolloin f(r cos ¢, rsin¢) ei lainkaan riipu muuttujasta ¢.

Talloin ulompaan integraaliin tulee integroitavaksi funktioksi vakio.
Esimerkki 3.37. Lasketaan R-séteisen puolipallon tilavuus pintaintegraalina napakoordinaatteja kayttéen.

Ratkaisu. Rajoituksetta voimme olettaa, ettd pallon keskipiste on origossa. Téalloin sen pinnan yhtélé on
22 4+ y? + 22 = R?. Ylempi puolipallo saadaan, kun z-koordinaatti rajataan vilille 0 < z < /R2 — 22 — 2.

Joka tapauksessa (x,y) on rajoitettu ympyralevyyn
S ={(z,y) e R? | 2® +y* < R?}.
Puolipallon tilavuus saadaan funktion f(x,y) = v/ R? — 22 — y? integraalina yli joukon S.

V_/SfdA.

Ympyrilevyn S kuvaileminen napakoordinaatteja kiyttéden on yksinkertaista. Piste (r cos ¢, r sin ¢) on levys-
sé S jos ja vain jos r < R — muita rajoituksia ei ole! Jos annamme kulmamuuttujan ¢ saada kaikki arvot
valilta [0, 27, niin kdymme lapi koko levyn tasan yhden kerran.

Siis valitsemme B : [0, R] x [0,27] ja g : B — S on napakoordinaattimuunnos

(z,y) = (rcos ¢, rsing) = g(r, ¢).

Téamé ei aivan ole bijektio, silld ¢(0, ¢) = (0, 0) kaikilla ¢:n arvoilla, ja puolestaan g(r,0) = g(r, 27) kaikilla r:n

arvoilla. Ndma ovat kuitenkin kumpikin nollajoukkoja, joten tdmé pulma voidaan yksinkertaisesti sivuuttaa!
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Kuva 3.27: Sisdintegraali yli mn laskee piirakan viipaletta muistuttavan viipaleen tilavuuden dV =

f:i(j;@) f(rcos @, rsin@)rdr dep.

Naéin ollen

/ f(x,y) dedy = / F(g(r, )T (g)(r, &)r dr dg.
S B

2

Laskimme jo Jacobin determinantin. Koska 22 + y? = r2, niin

flg(r,m)) = V/R? = (22 + 42) = VR? — 2.

Naéin ollen ) .
V= / V R2 —r2rdrdg.
$»=0 Jr=0

Sisdintegraalin laskeminen helpottuu, kun huomaamme, ettd funktion

1
derivaatta on h/(r) = —2r. Integrandina on siis —§h' (r)h(r)*/?, minkd madrdamiton integraali on
1 1 1 1 1
__hl h 1/2d _ = h 143 :__h 3/2'
[ O = =5 ke = )

Siis

|

|
&
<

eli puolet R-séteisen pallon tilavuudesta kuten pitikin.
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Joskus integroimisalueen reunakayra voidaan kdytdnnossé antaa vain napakoordinaatteja kdyttéden. TAl-

16in napakoordinaattien kdyttd vastaavan integraalin laskemisessa on tietenkin indikoitu.

Esimerkki 3.38. Niin sanottu kardioidi, ks. Kuva[3.28 on tasokdyré, jonka méardd napakoordinaattiyhtlo
r =1+ cos¢.

Valmistetaan pipareita, joiden pohjaa rajaa mainittu kardioidi. Piparin paksuus etéisyydelld r ja suunnassa

Kuva 3.28: Napakoordinaattiyhtdlon » = 1 4 cos ¢ maaradma kayra

¢ on
z(r,¢) = %r(l +cosp —r),

mistd ndemme, ettd z(0,¢) = z(1 4 cos¢) = 0, ja ettd z(r,¢) > 0 aina, kun 0 < r < 1 + ¢. Laske tillaisen

piparin tilavuus. Pipari Kuvassa

Ratkaisu. Reunakiyrian antava funktio 7(¢) = 1 + cos¢ on ei-negatiivinen koko vililld ¢ € [0, 27]. Niin
ollen piste, jonka napakoordinaatit ovat (r,¢) on kardioidin sisdalueessa K silloin ja vain silloin, kun 0 <

r <1+ cos ¢. Piparin tilavuus saadaan integraalista

V:/ zdA.
K
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Kuva 3.29: Napakoordinaattikidyran r = 1 + cos ¢ seké pintojen z = 0 ja z = r(1 4 cos ¢ — r)/3 rajaama
kappale.

Havaintojemme perusteella tdmé voidaan laskea iteroituna integraalina (dA = r dr d¢)

v:/: /THCOW 2(r, ) dr dé

r
0 =0

1 27 1+cos ¢

:—/ / r2(1 4 cos ¢ — r) dr de
3 »=0 Jr=0
1 27 |l4cos¢p 3 714

= - —(1 — —)d
5[] (GUrese) - Tas

2 4
4:1/ (1+COS¢) dqs
3Jpmg 12

1 2w

=35 (1 +4cos ¢+ 6cos® ¢ + 4 cos® ¢ + cos® @) dep.
$=0

Téassé integroidaan yli koko 27-mittaisen jakson, joten kosinin parittomien potenssien méaratyt integraalit

ovat automaattisesti nollia. Kaava-arkin nojalla integraalit yli neljainnesjakson ovat foﬂ/ *cosadr =T /4 ja

foﬂ/Q cos? x dz = 37 /16. Niin ollen

4 (7 T 37 357
V——(§+“z+ﬁ>—i@

Kolmiulotteisessa avaruudessa puhutaan pinta-alkioiden asemesta tilavuusalkioista dV. Karteesisia koor-
dinaatteja kiytettiessi dV = dxdydz. Suoraviivaisen tapa yleistdd napakoordinaatit avaruuteen R? on
kiyttad ns. sylinterikoordinaatteja (r, ¢, z). Talloin koordinaattipari (z, y) korvataan vastaavilla tason napa-

koordinaateilla (r, ¢), ja z-koordinaatti puolestaan jatetaan ennalleen. Eli

T  =T1Ccosp,
y =rsing, .
z =z

Huomaa, ettd talloin koordinaatti r ei mittaa etdisyytta origosta, vaan etéisyytta z-akselilta. Koordinaatis-
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tonmuunnosfunktion
g(r, ¢, z) = (rcos¢,rsing, z)
Jacobin matriisiksi saadaan osittaisderivoimalla

cos¢p —rsing 0
Dg = sing rcos¢ 0
0 0 1

Kehittdmalla viimeisen vaakarivin mukaan saadaan Jacobin determinantiksi 0(z,y, z)/9(r, ¢, 2) = r.

Kuva 3.30: Sylinterikoordinaattien tilavuusalkio. Etéisyys z-akselista vaihtelee dr:n mittaisella valill&, suun-
takulma d¢:n mittaisella valilld, z-koordinaatti dz:n mittaisella valilla.

Tama ndkyy myos tilavuusalkiossa, ks. Kuva [B.30 Jacobin determinantin antama lauseke
dV =rdrde,dz

nékyy kuvassa siten, ettd infinitesimaalisen pieni tilavuusalkio on suorakulmainen koppi, jonka sdrmien pi-
tuude ovat dr, r d¢ ja dz. Kuten napakoordinaattienkin tapauksessa tilavuusalkion koko riippuu paitsi koor-
dinaattien vaiteluvalien pituuksista niin myos kopin sijainnista Jacobin determinantin antaman r-kertoimen

vilityksella.

Esimerkki 3.39. Laske funktion f(x,v,2) = y+ 2 integraali yli alueen A, jota rajaavat putkipinta 22 +y? =
1, taso z = 0 ja pinta z = 1 + (22 + y?)/4.

Ratkaisu. Kiytetiin sylinterikoordinaatteja. Selviisti muuttujan 2 vaihteluvilli on 0 < 2z < 1+ 72 /4. Kul-
mamuuttujaa ¢ ei rajaa mikad, joten annetaan sen kdyda lapi vali [0,27] (jotta koko alue A tulee kdytya
lapi tarkalleen kerran). Putki rajaa muuttujan r vaihteluvéliksi 0 < r < 1. Integroitava funktio on sylinteri-
koordinaateissa

f(ry¢,2) =y+2z=z+rsing.
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Téssé z-koordinaatin vaiteluvili riippui muista muuttujista, joten on luontevinta tehdé z-integrointi ensin.

Kysytty integraali on siis Fubinin lauseen nojalla

/f /¢ /TO/HT /4z+rsm¢)rdzdrd¢

5
/ / —i———i———i—r sin ¢ + r 4 sin ¢) dr do
»=0Jr= 0

32
23
= [ (st o sing)do
/¢> 0192 7 60
_ blm
T 96

Esimerkki 3.40. Kirjoitetaan Esimerkin 327 integraali kdyttien sylinterikoordinaatteja.

Ratkaisu. Integroimisalue on puoliavaruudessa z > 0 pallopinnan z = \/ 1— (22 +y2) = V1 — 72 alapuolella
ja kartiopinnan z = \/m = r yldpuolella oleva avaruuden osa. Ndimme, ettd pari (x,y) oli rajattu
origokeskiseen ympyrién, jonka side on 1/v/2. Integroimisalue on symmetrinen z-akselin ympéri tapahtuvien
kiertojen suhteen, joten ¢ ei vaikuta rajoihin. Huomaa erityisesti, ettd z-koordinaatin vaihteluvéli pisteen

(z,y) yldpuolella riippuu ainoastaan koordinaatista r. Siis

1/vV2 pV/1-r2
/fxy, )dV = / / / f(rcoso,rsin g, z) dz dr de.
p=

Tutustutaan luvun lopuksi 3-ulotteisen avaruuden pallokoordinaatteihin. Niita kiytettiessa pisteen paikka
kuvataan antamalla sen etdisyys r origosta, ja sen suunta méaaratdan kahden kulmamuuttujan ¢ ja 6 avulla
hieman samaan tapaan kuin karttapallolla paikkakunnan sijainti ilmaistaan pituus- ja leveysasteen avulla.

Kun zz-tason piste A = (x0,0,20),20 > 0, pyorahtdd z-akselin ympéri, se piirtdd ympyrian tasossa
z = zp. Ympyralld ovat ne pisteet, jotka ovat etiisyydelld zo z-akselista. Jos ¢ on kiertokulma, niin ko.
pisteen koordinaatit ovat

(Ia Y, Z) = (:CO COos (bv Zo sin ¢a 20)7
ja parametri ¢ € [0,2m7). Tamén pyordysympyréan pisteet ovat kaikki etdisyydelld /a3 + 23 origosta. Kun
annamme pisteen A kayda lapi kaikki origokeskisen r-séteisenpuoliympyran

C ={(rsinf,0,rcosf) | 0 € [0, 7]}

pisteet, niin syntyvis pyordysympyrét tdyttavit r-siteisen origokeskisen pallon. Huomaa, ettd puoliympyréan
parametrisoinnissa kiytetdan hieman tavallisesta poiketen siniéd x-koordinaatin yhteydessé, ja kosinia z-
koordinaatin yhteydessé. Talla padstdan siithen, etta kaikilla C':n pisteilld z > 0 kun taas z kédy lapi suljetun

vilin [—r, r]. Huomaa myds, ettd kulmamuuttuja @ rajoitettiin vélille [0, ].
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Kaikki origokeskisen r-séteisen pallokuoren pisteet (x,y, z) saadaan siis parametrisoinnista

T =rcos¢sinb,
y =rsingsind,
z =rcosb.

e Kulmakoordinaatti 6 kertoo pallopinnan pisteen ‘leveysasteen’ Karttapallosta poiketen kuitenkin si-
ten, ettd kun # = 0 ollaan pohjoisnavalla (z,y,z) = (0,0,r), ja kun 8 = 7 ollaan etelinavalla
(x,y,2) = (0,0, —r). Pohjoisella pallonpuoliskolla 6 € [0,7/2), paiviantasaajalla 0 = /2, ja eteldi-
sella pallonpuoliskolla 6 € (7w/2, 7). Koordinaatin 6 voidaan siis ajatella kasvavan pohjoisesta eteldian

kuljettaessa.

e Kulmakoordinaatti ¢ puolestaan kertoo pallopinnan pisteen pituuspiirin (=meridiaanin). Téssé nolla-
meridiaanin pisteiden y-koordinaatti on nolla (sama koskee niité pisteitd, joilla ¢ = 7). Parametrisoin-
nille aiheutuu epéayksikésitteisyytta siita, ettd kulmat ¢ = 0 ja ¢ = 27 vastaavat samoja pisteita. Jos
koordinaattiakselisto asetetaan ‘oikeakétiseksi’, niin ¢ kasvaa itddn pédin liikuttaessa. Voidaan valita
myo6s ¢ valilta [—m, ). Talloin negatiiviset ¢:n arvot vastaavat kartapallon lantisid ja positiiviset itdisia

pituusasteita.

e Koko avaruus R? saadaan parametrisoitua, kun r kiy lipi vilin [0, c0). Kuten napakoordinaattejakin
kaytettdessa téassidkin bijektiivisyys sérkyy, kun r = 0. Nollaséteisen pallopinnan pistehdn on origossa

sen pituus- ja leveysasteista riippumatta.

Kuvauksen (x,y, z) = g(r,0, ¢) derivaatan matriisi on

sinfcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing
Dg(r,0,¢) = | sinfsing rcosfsing  rsinfcosg
cos —rsiné 0

Kehittamalla tdamé alimman vaakarivin suhteen saadaan Jacobin determinantiksi

(z,y,2)
a(r,0,¢)

Huomaamme, ettd Jacobin determinantti lahestyy nollaa paitsi silloin, kun r — 0, niin my6s silloin, kun

=r2siné.

sinf — 0, eli kun & — 0 tai # — «. Namaé leveysasteet vastaavat pallopinnan napoja. Karttapallolla
tamé ilmenee siten, ettd napa-alueilla (z,y)-pari on ldhelld origoa (tai siis z-akselia) riippumatta r- ja ¢-
koordinaatin arvoista, joten tilavuusalkiot jadvit télloin vékisinkin pieniksi.

Jacobin determinantin lausekkeen nojalla tilavuusalkio, ks. Kuva 33T on
dV = r%sin @ dr df de.

Kuva yrittdd havainnollistaa sitd, ettd tilavuusalkion sisédlld r-koordinaatti vaihtelee dr:n mittaisella vé-
lilld, kulmakoordinaatit vastaavasti. Voit harjoitustehtdvind osoittaa, ettd ylla lasketun Jacobin matriisin

pystyrivit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa olevia vektoreita. Tilavuusalkiossa tdméa ilmenee siten, etta
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Kuva 3.31: Pallokoordinaattien tilavuusalkio

(infinitesimaalisena) se on ‘suorakulmainen sdrmio’, jonka sivujen pituudet ovat dr (ulospéiin jatkuva sivu),
r df (pohjois-eteld suuntainen sivu) ja rsinfd¢ (itd-lansi suuntainen sivu). Viimeksi mainitun tekija r sin 0
selittyy silld, ettd kyseinen leveyspiiri on etdisyydelld r sin @ pyoraysakselista eli z-akselista. Tahén liittyva
VAROITUS: pallokoordinaatti r ja sylinterikoordinaatti » mittaavat ERI asioita. Harjoitustehtdvana voit
perusteella yhteyden

Tpallo sinf = Tsylinteri-

Joissakin ldhteissd kéiytetddn sekaannuksen vilttdmiseksi toisesta naistd symbolia p. Koska merkitys aina

selvidd asiayhteydesté, en pitdnyt téita tarpeellisena.

Esimerkki 3.41. Lasketaan R-sdteisen puolipallokuulan
P={(z,y,2) €R® | 2® + y* + 22 < R* 2 > 0}
tilavuus pallokoordinaatteja kdyttden (vrt. Esimerkki B3T).

Ratkaisu. Ylemmaélld puolipallolla 8 on vélilla [0, 7/2]. Pituuspiiri ¢ vaihtelee vélilli [0, 27] muista koordi-
naateista riippumatta. Samoin etéisyys origosta r vaihtelee vélilla [0, R] muista koordinaateista riippumatta.
Toisin sanoen, pallokoordinaattikolmikon (r, 6, ¢) piste on joukossa P silloin ja vain silloin, kun r € [0, R]

(maksimietéisyys origosta), ¢ € [0, 2x] (ei rajoituksia) ja 6 € [0, 7/2] (ylempi puoliavaruus).
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Tilavuus (tai mitta!) saadaan integroimalla vakiofunktio f = 1 yli joukon P. Siis

V:/ 1dv
P
27 /2 prR
:/ / r? sin 0 dr df do
$=0J0=0 Jr=0

27 R 3
/ / L) daoa
¢=0 r=0 3
R3

-

/2
sin 6
6=0
27

/2
_ ?/ﬁ)( (_cos9)> do

6=0
R3 /271'
== 1d¢
3 Joso
B 271 R3

Kun pallokoordinaatti r vaihtelee vélilld [0, 00), pituuspiirikoordinaatti ¢ vélilld [0, 27r] mutta leveyspii-
rikoordinaatilla # on jokin kiinted arvo, niin vastaavat karteesisen avaruuden pisteet kdyvat lapi sellaisen
kartiopinnan, jolla on kérki origossa, ja z-akseli symmetria-akselina. Tamé lienee helpointa mieltdd kuvasta

katsoen, mutta seuraa myos laskusta
2?2 + 3% = r?sin? O(cos® ¢ + sin? ¢) = r?sin? @ = tan® 022
Esimerkki 3.42. Kirjoitetaan Esimerkin [3.27] integraali kéyttden pallokoordinaatteja.

Ratkaisu. Pallopinnan 22 + 52 + 22 = 1 yhtélo saa pallokoordinaatteja kiytettiessi yksinkertaisen muodon

r = 1. Edellisen kappaleen havainnon perusteella kartiopinta
2 4y?=2%2>0,

vastaa tarkalleen niiden pisteiden joukkoa, joilla leveyspiirikoordinaatti 6 = 7/4 (tan(w/4) = 1), ja kartio-
pinnan ylapuolella 6 € [0, 7/4]. Pallokoordinaatteja kiyttden joukosta K tuleekin (7,6, ¢)-avaruuden vili,
eli B =10,1] x [0,7/4] x [0, 27]. Nain ollen Fubinin lauseen mukainen iteroitu integraali saa yksinkertaisen

muodon
/ flz,y,2)dxdydz :/ f(rcos ¢psin@, rsin ¢ sin 6, 7 cos 0)r? sin @ dr df do
K B
27 /4 pl
:/ / f(rcos¢sinf, rsin ¢sinb,rcos0)r? sin 6 dr do de.
¢= r=0

0J6=0

Esimerkki 3.43. Suoraviivaisesti nihd&én (harjoitustehtévi), ettd napakoordinaattiyhtélo r = 2sin ¢, 0 <
¢m maardd ry-tasossa l-siteisen ympyrin, joka sivuaa x-akselia origossa, ja jonka keskipiste on (0,1). Kun

koordinaattien roolit vaihdetaan vastaamaan pallokoordinaatteja, niin tdmaé tarkoittaa, ettd zz-tason kayra
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Kuva 3.32: Pallokoordinaattiyhtalon r» = 2sin 6 rajaama kappale

r = 2sinf,x = rsinf,y = 0,z = rcosf on l-sdteinen ympyra, joka sivuaa z-akselia origossa, ja jonka

keskipiste on (1,0,0). Kun tdmé ympyrd pyorahtdd z-akselin ympéri, se rajaa Kuvan B32 kappaleen K.

/ 22 dV.
K

Ratkaisu. Vililla 6 € [0, 7] funktio 2sin6 saa vain positiivisia arvoja. Néin ollen piste, jonka pallokoor-

Lasketaan integraali

dinaatit ovat (r,0, ) kuuluu kappaleeseen K silloin ja vain silloin, kun (0 <)r < 2sinf. Tall4 kertaa siis
r-koordinaatin vaihteluvali rippuu leveysastekoordinaatista 6. Mutta 6 ja ¢ saavat toisistaan riippumatta
kaikki mahdolliset arvot normaaleilta vaihteluvéleiltdéan [0, 7] ja [0, 27].

Pallokoordinaatteja kiiytettiessi integroitava funktio f(z,y, z) = 22 saa muodon (sijoitetaan z:n paikalle
x =rcos¢sinb)

(fog)(r,b,¢) = r2 sin? 0 cos? o.

Niin ollen integraalimme saadaan iteroidusta integraalista

™ 27 2sin 6
/ fdv = / / / (r% sin? 0 cos? ¢)(r? sin ) dr de df
K 0=0J¢=0 Jr=0

™ 2 2sin 0 T5
/ / cos? ¢sin® 6 — | dodb
0=0J $=0 5
32

r=0

T 27
= sin® 0 ( / cos? ¢d¢> do.
5 Jo=o $=0

27 /2 T
/ :4/ cos’pdp=4-—4d=n
$=0 $=0 /

saadaan kaava-arkista. Tamé tekijé ei riipu 6:sta, joten kaava-arkin avulla saadaan lopulta

32-27r/’f/2 64r 7 5 3 m Tn°
0

Téassé sisdintegraalin arvo

in®0dop = ——.-.2.2. -
oo 5 86 44 4

2 s
/de:3—7T sin® 0 df =
K 5 Jo—o
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Esimerkki 3.44. Erdéan planeetan B (pallomainen, side R) tiheys sen pinnalla on pg. Planeetan painovoi-
man ansioista tiheAmpi aines on painunut sen keskelle. Oletetaan, ettéd tiheys planeetan sisélle mentaessa

kasvaa lineaarisesti syvyyden funktiona siten, ettd planeetan keskipisteessa se on 3pg. Laske planeetan massa.

Ratkaisu. Asetetaan origo planeetan keskipisteeseen. Tehtdvissd annettiin, ettd planeetan tiheys p =

p(x,y, z) pisteessa (x,y, z) riippuu vain etiisyydesta r
p=p(r)=A+Br,

misséd A, B ovat vakioita. Yhtaloista p(0) = 3pg ja p(R) = po saadaan A = 3pg, B = —2p/R.
Keskipisteestd etaisyydella r = /22 + y2 + 22 olevan pienen tilavuusalkion dV = dz dy dz massa on siten
2. /z2 2 2
dm = p(@,y,2)dV = po(3 — %) dv.

Planeetan massa m saadaan laskemalla tilavuusalkioiden massat yhteen, eli integraalista

2 2 2 2
WA AR

m :/ dm :/ po(3 —
B @2 4y2422<R? R

Koska planeetta on pallosymmetrinen ja tiheysfunktio riippuu vain pallokoordinaatista r, on ilmeista siirtya
pallokoordinaatteihin, jolloin dx dy dz = 72 sin @ dr df d¢.

Nain ollen vastaukseksi saadaan

R T 27 o 5 .
m = po (83— = )r<sinfd¢dl dr
r=0J60=0J¢p=0 R
By 2r
= 2mpy / / (3-— E)Tz sin 6 df dr
r=0J6=0

R
2r
= 2-27Tp0/ (3— =) dr
r=0 R
3

=2-2mpg (%) =21 R3pq.

Tuloksen jélkitarkasteluna toteamme seuraava. Koska planeetan tilavuus on V = 47 R3/3, niin sen kes-

kim&adrdinen tiheys on
m
Paverage — V - 300/2

Tamé on valilla (po,3po), joten se on ainakin jossain méérin jarkevd. Suuri osa planeetan tilavuudesta
on ldhelld sen pintaa, joten on luonnollista, ettd keskimadréista tiheyttd laskettaessa tiheys pinnalla on

merkitsevampi kuin tiheys keskella.

3.5 Integraalilla maaritellyn funktion derivointi

Tarkastellaan luvun lopuksi Fubinin lauseen sovelluksena silloin télloin esiintyvad sdantod, jota usein kutsu-

taan “derivoinniksi integraalimerkin alla”. Se késittelee integraalina méériteltya funktiota

b
F(y) =/ f(x,y)de.
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Osoittautuu, ettéd tietyin sddnnollisoletuksin tdmén funktion derivaatta (muuttujan y suhteen) saadaan in-

tegroimalla vastaavaa osittaisderivaatta df/dy.

0
Lause 3.45. Olkoon a < b,c <d ja f : [a,b] X [¢,d] = R jatkuva funktio, jonka osittaisderivaatta 8—f(:v,y)
Y

on olemassa ja jatkuva valilld [a,b] X [c,d] (vilin reunalla ilmeisella tavalla tulkittuna). Silloin funktio

b
Fo) = [ S
on deriwoituva vdlilla y € [c,d] ja

Loy
P = [ G

Todistus. Kédytetddn Analyysin Peruslausetta ja Fubinin Lausetta (Lause BI0). Kaikille u € [¢,d] on osit-

taisderivaatan f, jatkuvuuden ja Analyysin Peruslauseen nojalla

ﬂaw:ﬂ%d+/ih@wwy

L;“L”“‘LL“L@“+LL(£;mLm@)m
‘iéiaﬂxﬂﬁh*jéic(AiaQCaywm>dy

Téassé ensimmainen termi ei lainkaan riipu u:sta. Jalkimmaisessa termissiakin u esiintyy vain integroimisvalin

Naéin ollen

ylarajana, joten derivoimalla u:n suhteen (Analyysin Peruslause!) saadaan viite

b
F'(u) = /: fy(z,w)de.
O

T&lla tuloksella on Leibnizin sddnténd tunnettu yleisempi versio, jossa funktion méérittelevin integraalin
yléa- ja alarajat riippuvat muuttujasta y. Jos ¢, : [¢,d] — [a, b] ovat derivoituvia funktioita, niin paéattelyn
mutkikkaampi versio antaa tulokseksi

P(y)

f(x,y)de = /_¢( ) fy(@,y) de + F(0(y), )" (y) — F(6(), y)d' (y).

d [*w
d_y r=¢(y)
Sivuutamme yksityiskohdat, mutta toteamme, ettd tulos on analoginen myos seuraavan Analyysin Perus-
lauseen yleistyksen kanssa
d @
f@)dt = f(b(x))V'(z) = f(a(x))a’ (z).

% t=a(x)

Edelleen tulos voidaan yleistaa tilanteeseen, jossa funktion mairittelevé integraali on epéoleellinen (tyypilli-
sesti yli ddrettoméan vélin). Tilanne esiintyy muun muassa integraalimuunnosten ominaisuuksia tarkasteltaes-
sa. T&lloin edellytetadn derivaatan antavalta integraalilta tasaista suppenemista. Yksityiskohdat vastaavilla

kursseilla.
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Luku 4

Airiarvot ja Implisiittifunktiolause

Tasséd luvussa perehdymme muutamiin usean muuttujan funktion differentiaalilaskennan sovelluksiin. Aloi-
tamme yleistdmalld usean muuttujan funktioille lukiokursseista tutun derivaatan sovelluksen, yhden muut-
tujan funktion lokaalien ddriarvojen etsimisen derivaatan nollakohtien avulla. Luvun lopussa tutustumme
sidottuihin &ériarvotehtiviin, joissa minimoitavan/maksimoitavan funktion muuttujien arvoja ei voida va-
lita toisistaan riippumattomasti, vaan niitd sitoo yksi tai useampi side-ehto. Taméantyyppisten tehtdvien
ymmartamiseksi kiytadmme ns. implisiittistd derivointia. Implisiittifunktiolause on mielenkiintoinen niin teo-
rian kehittdmisen kuin sovellustenkin kannalta, joten perehdymme sen siséltoon luvun keskivaiheilla hieman

pidempéédn. Valitettavasti todistukset on jatettava syventévien opintojen kursseille.

4.1 Lokaaleista aariarvoista

Maaritelma 4.1. Oletetaan, ettda A C R™ ja f: A — R. Sanotaan, ettd funktiolla f on joukon A sisépis-
teessd a lokaali minimi, jos 10ytyy sellainen r > 0, jolle f(x) > f(a) aina, kun x € B(a,r),x # a. Vastaavasti
sanotaan, ettd funktiolla f on pisteessi a € A° lokaali maksimi, jos 16ytyy sellainen r > 0, jolle f(x) < f(a)

aina, kun x € B(a,r),x # a.

Huomautus 4.2. Joissakin lahteissa sallitaan téssé funktioiden arvojen yhtdsuuruus palloympériston pis-
teisséd. Valittu versio helpottaa erdiden tulostemme muotoilua. Muihin l&dhteisiin tutustuessasi tarkista kay-

tossa olevat méaaritelmét!

Niemme heti, ettd jos funktiolla f on lokaali dériarvo pisteessi a = (a1, a2, ..., ay), niin talldin myos
yhden muuttujan funktiolla ¢(¢t) = f(a1,...,ai—1,t,ait1,...,a,) on vastaava lokaali ddriarvo (minimi tai
maksimi) pisteessd ¢ = a,. Erityisesti, jos funktio f on osittaisderivaattoineen jatkuva pisteen a jossakin

ympaéaristossd, voimme kurssin Analyysi I tulosten perusteella heti paitelld, ettd on oltava

of
O = ! t = a).
g(0) = 5 (@)
Tamé padttely voitiin tehdd kaikille koordinaateille x1,xs, ..., x,, joten olemme perusteelleet seuraavan

tuloksen.
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Lemma 4.3. Jos [ on osittaisderivaattoineen jatkuva joukossa A, ja silli on lokaali ddriarvo pisteessa

a € A°, niin Vf(a) =0.

Kutsumme pisteité, joissa funktion f gradientti haviaa (funktion f) kriittisiksi pisteiksi. Ne ovat dériar-
vokohtakandidaatteja samalla tavalla kuin derivaatan nollakohdat yhden muuttujan funktion tapauksessa.
Seuraava esimerkki osoittaa kuitenkin, ettd tilanne on nyt mutkikkaampi kuin yhden muuttujan funktion

tapauksessa. Syyné on se, ettéd kriittistd pistettd voidaan ldhestyé useista eri suunnista.

Esimerkki 4.4. Selitii, miksi funktiolla f(x,y) = 22 + y? on origossa lokaali minimi, mutta funktioilla
g(z,y) = 22 —y? ja h(z,y) = 2% + 4wy + y? ei ole lainkaan lokaalista dériarvoa origossa, vaikka se onkin

niiden kriittinen piste.

1.0

Kuva 4.1: Funktion g(z,y) = 2% — y? kuvaaja kriittisen pisteen (musta) lihistollid. Funktion saa kriittisti
arvoa suurempia ja pienempié arvoja riippuen siitd mihin suuntaan liikutaan, joten kyseessd on satulapiste

Ratkaisu. Jos (z,y) # (0,0), niin f(z,y) > 0 joten origo on sen lokaali minimi.

Funktiolla g ei ole origossa lokaalia #diriarvoa silld kaikilla t € R, ¢ # 0, on voimassa ¢(¢,0) = t2 > 0 =
g(0,0) ja g(0,t) = —t> < ¢(0,0). Ongelma on ilmaistavista siten, ettd x-akselin suunnassa funktiolla g on
origossa lokaali minimi, mutta y-akselin suunnassa silla onkin origossa lokaali maksimi. Funktiolle g origo
onkin ns. satulapiste, ks. Kuva 411

Origo on satulapiste myo6s funktiolle h, mutta sen havaitseminen on hieman tyolddmpéaéd. Nyt nimittain
h(t,0) = h(0,t) = t* > 0 = h(0,0), eli kummankin koordinaattiakselin suunnassa h:lla on origossa lokaali
minimi. Mutta h(t, —t) = t? — 4t? + > = —2¢? < 0, eli suoran y = —x suunnassa h:lla onkin origossa lokaali

maksimi.
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Yhden muuttujan funktion f(z) tapauksessa derivaatan nollakohdan = = a, f'(a) = 0, mahdollinen
adariarvoluonne usein selvidd tutkimalla toista derivaattaa — jos f”(a) > 0 on kyseessi lokaali minimi, jos
f"(a) < 0 on kyseessa taas lokaali maksimi, jos taas f”(a) = 0, niin d4riarvoluonne ei selvinnyt. Esittelemme
menetelmén, joka on ndhtava usean muuttujan funktion vastineeksi télle tulokselle. Sen sitova perusteleminen
tehddédn luonnollisimmin kiyttden Taylorin sarjoja. Néin ollen se sivuutetaan téssi vaiheessa.

Esimerkissa B4 ndimme, etta kriittisen pisteen 1dhistolld funktion kdyttdytyminen (dériarvomielessd)

riippuu siitd mihin suuntaan kriittisestéd pisteestd liikutaan. Tamé motivoi seuraavan maéritelman.

Maéritelma 4.5. Oletetaan, ettd funktio f on médritelty pisteen a € R™ avoimessa ympéristossia A. Olkoon

u € R" jokin yksikkovektori. Muodostetaan apufunktio

gu(t) = f(a+tu).

Koska a + tu € A kun ¢ on jossakin luvun 0 ympéristossa, niin voimme tutkia funktion g, derivaattoja

kohdassa t = 0. Funktion f toinen derivaatta pisteessa a vektorin u suuntaan on

D3 f(a) = g"(0),
mikéli toinen derivaatta ¢”(0) on olemassa.

Kun oletetaan, ettd funktio f on vihintdén luokkaa C?2, niin suunnatulle toiselle derivaatalle saadaan

funktion f toisen kertaluvun osittaisderivaattojen avulla seuraava lauseke.

Lemma 4.6. Oletetaan, ettd A CR™ on avoin, a € A, ja f : A — R luokkaa C?. Jos u = (uy,ug,...,uy,) €

R™ on jokin yksikkovektori, niin funktion f vektorin u suuntainen toinen derivaatta pisteessi a on

Dif(a) = 303 Gd— (@

Todistus. Olkoon gyu(t) = f(a + tu) tarvittava apufunktio. Viite saadaan soveltavammalla ketjusdantod
kahdesti. Sisdfunktiona esiintyy yksinkertainen vektoriarvoinen funktio h(t) = a + tu, jolle 9;h(t) = u;

kaikille ¢ = 1,2,...,n. Niin ollen

Q\
—~
o~
~
Il
=
(o))

N
Il
-

a—+tu) -
CUz( ) - ui

Derivoimalla jokainen termi uudelleen saadaan

n n
; ; xza% (a+ tu)u,u;.

Viite seuraa sijoittamalla tdhin ¢t = 0. O

Huomaamme, ettd Lemman [£.6] lauseke on suuntavektorin u komponenttien polynomi, jossa kaikki termit
ovat astetta kaksi. Algebrassa téllaista polynomia kutsutaan neliomuodoksi. Reaalikertoimisten neliémuoto-

jen teoriaan tutustuttiin (ehka?) kurssilla Lineaarialgebra. Kertaamme sitd alla tarvittavin osin.
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Miiritelmi 4.7. Liitetddin tissd C2-funktioon f: A — R ja pisteeseen a € A erids n x n-matriisi H(f,a),

funktion f Hessen malriisi pisteessd a

0% f 0% f 0% f
B—x%(a) o 0x10z; (@) - 0x10xy,
| ey o2 f Y
H('ﬁ a) o 8:17181171 (a) o 8:1718517J (a) o 8171817" (a)
02,011 a 0%y, 0 a 0x10x,

Vastaavasti liitdmme tdhén tilanteeseen funktion f Hessen muodon pisteessd a. Se on vektorin u nelidmuoto

Q(u) = D3 f(a).
Koska oletustemme nojalla 9;; f(a) = 9;; f(a), niin ndemme, ettd Hessen matriisi on symmetrinen eli oma

transpoosinsa.

Lemman tulos voidaan kirjoittaa kompaktisti matriisitulona
D;f(a) = Q(u) = uH(f,a)u’.

Kaikki vektorin x = (x1, 22, . .., 2, ) neliomuodot voidaan kirjoittaa muodossa

n n
Q(I17x27 s ';In) = ZZG;»LJI»L.IJ
i=1 j=1

Koska z;x; = x;z;, niin voimme rajoituksetta olettaa, ettd a;; = aj;, jolloin @) voidaan kirjoittaa myos
muodossa Q(x1,...,Tn) = Y i, aiz? + ZKJ. 2a;jx;x;. Joka tapauksessa nelibmuoto voidaan kirjoittaa

matriisikertolaskun avulla
Tl
To
Q(x1,$2,...,$n):($1 T - xn)A . )

In
missi on térkedd, ettd A = (a;;)1<i j<n On symmetrinen reaalinen n x n matriisi (eli 4 = AT).
Lineaarialgebran tulosten perusteella
e Symmetriselld reaalisella n x n-matriisilla A on (multiplisiteetit huomioiden) n kappaletta reaalisia
ominaisarvoja, ja niihin liittyen avaruudella R™ lineaarisesti riippumattomien ominaisvektorien muo-

dostama kanta.
e Kyseiset ominaisvektorit voidaan valita siten, ettd ne muodostavat ortonormaalin joukon.

e Niin ollen on olemassa sellainen matriisi P, jolle P~ = PT ja jolle

A 0 0
0 Ay - 0

PTAP =P 'AP=| . | . |=D
0 0 An
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on diagonaalinen.

Tehddan avaruudelle R kannanvaihto, jonka matriisi on P. Siirrytdan siis (pilkulliseen) koordinaatistoon,
jolle (x4, 2%, ..., 2)PT = (x1,22,...,2,). TAmin koordinaatiston suhteen

€1
€2
Q(x1,xa,...,xy) = (1 22 -+ xy)A

Tn
zy
ro / T xé
= (2} 7} x,)P* AP )
i,
2
/ / / xl2
= (2} vy -+ x,)D .
Th

=Mz + Xox + o+ A2l
Maiiritelmé 4.8. Neliomuoto Q(x1,x2,...,%,) on positiividefiniitti, jos Q(x1,2a,...,2,) > 0 aina, kun
(z1,...,2n) € R™\ {0}. Jos taas Q(x1,x2,...,2,) < 0 aina, kun (x1,...,2,) € R™\ {0}, niin sanotaan,
ettd Q on megatiividefiniitti. Jos @) saa sekd postiivisia ettd negatiivisia arvoja, sanotaan ettd @ on inde-
fingitti. Symmetrinen matriisi A on positiividefiniitti, negatiividefiniitti tai indefiniitti, jos sitd vastaavalla

neliomuodolla xAx” on kyseinen ominaisuus.

Huomautus 4.9. Termejé positiivisemidefiniitti ja negatiivisemidefiniitti kdytetdan tilanteissa, joissa salli-
taan neliomuodon saavan arvo nolla myds origon ulkopuolella (mutta ei tietenkdén molempien etumerkkien

esiintymista).

Huomautus 4.10. Jos Q(z1, 22, ..., 7,) = xAx’ on miki tahansa nelidmuoto, niin origon on sen kriittinen
piste. Osittaisderivoimalla ndemme, ettd funktion () Hessen matriisi origossa on 2A. Kerroin 2 muodostaa

samasta syystd kuin yhden muuttujan funktion Q(x) = az? tapauksessa, jolloin triviaalisti Q”(0) = 2a.

Lemma 4.11. Nelidmuoto Q on posititvidefiniitti, jos ja vain jos sithen liittyvdn symmetrisen matriisin A

kaikki ominaisarvot A1, Aa, ..., Ay, ovat positiivisia. Vastaavasti QQ on negatiividefiniitti, jos ja vain jos A; < 0
kaikille 1 = 1,2, ..., n. Jos kummankinmerkkisii ominaisarvoja esiintyy, niin Q on indefiniitti.
Todistus.llmeinen. .

Lemman [Tl tulos on selked, mutta laskujen kannalta aika ikévé, koska vihdnkdan isomman matriisin
ominaisarvojen ratkaiseminen on tyolédstd, eiké aina edes mahdollista. Tarvitaan seuraava helppokéyttoisempi

kriteeri.

Lause 4.12. (Sylvesterin kriteeri) Olkoon A symmetrinen reaalinen n X n matriisi, ja Q sitd vastaava nelio-

muoto. Olkoon kullakin i = 1,2, ..., n, luku A; matriisin vasemman i X i yldnurkan determinantti. Talloin
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Q on posititvidefiniitti silloin ja vain silloin kun kaikki luvut A;, i = 1,2, ..., n, ovat positiivisia. Edelleen @

on negatiividefiniitti silloin ja vain silloin kun kaikki luvut (—1)!A;,i =1,2,...,n, ovat positiivisia.

Todistus. Sivuutetaan. Huomaa kuitenkin, ettd () on negatiividefiniitti tarkalleen silloin kun —@Q on posi-
tiividefiniitti. Koska neliémuotoa —@Q vastaa matriisi — A, ja A;(—A) = (—=1)*A;(A), niin negatiividefiniitti-

syytta koskeva tulos seuraa positiividefiniittisyytté koskevasta tuloksesta. O

Huomautus 4.13. Sylvesterin kriteerin alideterminanttien etumerkkien jono siis ratkaisee padkysymyk-

semme seuraavasti:

e Muoto on positiividefiniitti, jos ja vain jos jono on +,+,+,. ...

e Muoto on negatiividefiniitti, jos ja vain jos jono on —, 4+, — +, —, +....

e Muissa tapauksissa muoto on joko indefiniitti tai semidefiniitti.
Esimerkki 4.14. Tutkitaan Esimerkin 4] neliémuotoja kehitetyn teorian valossa.
Ratkaisu. Muotoa f(z,y) = 2% + y? vastaava matriisi on

A(f):((l) (1)>:IQ.

Sille A = 1 on kaksinkertainen ominaisarvo. Koska 1 > 0, niin kyseinen muoto on positiividefiniiti. Sylvesterin
kriteerissd esiintyvét alideterminanti Ay =1 > 0 ja Ay = 1 > 0, joten my6s Sylvesterin kriteerin nojalla f
on positiividefiniitti.

2 — y? on sekin valmiiksi diagonalisoitu, ja sitéi vastaa matriisi

aw=(g )

Sen ominaisarvot ovat erimerkkisid, joten kyseinen muoto on indefiniitti. Samaan paddytdan Sylvesterin

Muoto g(z,y) = =

kriteerin avulla, silli A; =1 >0 ja Ay = -1 < 0.

Muotoa h(z,y) = x? + 4xy + y? vastaa symmetrinen matriisi

A(h)_<; f)

Sen ominaisarvoiksi saadaan Ay = 3 ja Ay = —1. Naméi ovat erimerkkisid, joten muoto on indefiniitti.

Sylvesterin kriteerin alideterminantit ovat A; = 1 ja Ay = —3, miké johtaa samaan loppupédételméaén.

Esimerkki 4.15. Tutkitaan neliomuodon
Q(x,y, 2) = 2° + 3y + 22° + 4wy + 222 + dyz

definiittisyyttd Sylvesterin kriteerin avulla ja ilman sita.
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Ratkaisu. Neliomuotoa @ vastaava symmetrinen matriisi on

A:

— N =

1
2
2

N LN

Té&lla matriisille saadaan
A =1

1 2
2 3
Ag,:detA:—l

Ay = ‘ ‘ =3-4=-1

Koska As ei ole positiivinen, niin muoto ) ei Sylvesterin kriteerin nojalla ole positiividefiniitti. Koska
(—=1)'A; ei ole positiivinen, niin @ ei ole mydskiin negatiividefiniitti. Niiin ollen @ on indefiniitti, ja origo
on sille satulapiste.

Sama ndhdddn myos ominaisarvopolynomin avulla. Laskemalla saadaan ominaisarvopolynomiksi
m(z) = det(xl — A) = 2® — 627 + 22 + 1.

Téassd m(—1) = -8 < 0, m(0) =1 > 0, m(1) = =2 < 0 ja m(6) = 13 > 0, joten Bolzanon lauseen nojalla
ominaisarvot A\ < (—1,0), A2 € (0,1) ja A3 € (1,6). Ndemme, ettd matriisilla A on kummankin merkkisia

ominaisarvoja. Niin ollen muoto @ on indefiniitti.

Lause 4.16. Oletetaan, ettd n:n muuttujan funktion f kaikki toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jat-

kuvia joukossa A, ja ettd a € A° on funktion f kriittinen piste. Tdlloin
o Jos Hessen matriisi H(f,a) on positiividefiniitti, niin a on lokaali minimikohta.
o Jos Hessen matriisi H(f,a) on negatitvidefiniitti, niin a on lokaali maksimikohta.

e Jos Hessen matriisi H(f,a) on indefinditlti, niin a on satulapiste (eikd siis lainkaan lokaali ddriarvo-

kohta,).

Sitd vastoin, jos Hessen matriisi on semidefiniitti, niin emme voi sanoa mitidn pisteen a lokaalista ddriar-

voluonteesta.

Todistus. Yksityiskohdat sivuutetaan. Huomaa kuitenkin, ettd esimerkiksi Hessen muodon positiividefiniit-
tisyys takaa yhden muuuttujan funktioiden teorian nojalla, ettd funktiolla g, (t) = f(a + tu) on kohdassa
t = 0 lokaali minimi olipa w mikd yksikkévektori tahansa. Viite itse asiassa seuraa tédstd, mutta apuna
tarvitaan yksikkovektorien joukon kompaktiutta ja Seurausta Yksityiskohdat mahdollisesti ohjattuna

harjoitustehtavina teoreettisia haasteita kaipaavalle lukijalle. O

Esimerkki 4.17. Maaraa funktion

fla,y) =2 =3z —y°

kriittiset pisteet ja selvitd niiden dariarvoluonne.
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Kuva 4.2: Funktion f(z,y) = 2% — 32 — y? kuvaaja

Ratkaisu. Osittaisderivoimalla saadaan gradientiksi
Vi(z,y) = (32% - 3,-2y).

Tamé on nollavektori vain, jos samanaikaisesti —2y = 0 ja 322 — 3 = 0. Ensin mainittu yhtilé on voimassa,
kun y = 0 ja jalkimméinen, kun x = 1. Néin ollen kriittisié pisteitd on kaksi: a; = (1,0) ja ag = (—1,0).

Laskemalla osittaisderivaatat saadaan Hessen matriisiksi

H(z,y) = < 6036 _02 >

Niin ollen Aj(x,y) = 6z ja Aq(x,y) = det H(x,y) = —12x. Pisteessi a; on siis A; =6 >0 ja Ay = —12 <
0. Niin ollen Hessen muoto H(f,a;) ei ole positiividefiniitti eikd negatiividefiniitti. Vastaavan matriisin
ominaisarvot ovat 6 ja —2, joten muoto on indefiniitti ja a; on siis satulapiste.

Sitéd vastoin pisteessd as saadaan A; = —6 ja Ay = 12. Muoto H(f,a2) on Sylvesterin kriteerin nojalla
negatiividefiniitti, ja piste ag on niin ollen funktion f lokaali maksimikohta. Kuva sopii hyvin yhteen

néiden tulosten kanssa.

Huomautus 4.18. Kahden muuttujan tapauksessa voidaan kehitelld seuraavat muistisédnnot. Ne perustu-
vat Sylvesterin lauseeseen seké siihen, ettd matriisin determinantti on sen ominaisarvojen tulo. Jos symmet-
risen 2 X 2 matriisin determinantti on negatiivinen, ovat sen ominaisarvot valttdmatta eri merkkisia. Olkoon

siis A Hessen matriisi funktion f(x,y) kriittisessé pisteessé a.

e Jos det A < 0 niin Hessen muoto on indefiniitti ja kyseessé on satulapiste.

e Jos det A > 0 niin kyseessa on lokaali dariarvokohta. Téll6in matriisin A diagonaalialkiot ovat saman-
merkkisid. Jos ne ovat negatiivisia kyseessa on lokaali maksimi, jos taas positiivisia on kyseessé lokaali

minimi.

100



e Jos det A = 0 niin pistee a dériarvoluonnetta ei voida selvittad Hessen muotoa tutkimalla.

4.2 Implisiittifunktiolauseesta

Differentiaalilaskennassa keskeinen teema on pienten muutosten suhteet — etenkin niissé tilanteissa, kun
tarkastelun kohteina olevien muuttujien (tai suureiden) pienid muutoksia sitoo toisiinsa lineaarinen yhtalo.
Toisessa luvussa esitelty koneisto antaa menetelmén tuottaa ndmé pienid muutoksia toisiinsa sitovat line-
aariset yhtdlot siind tapauksessa, kun osa muuttujista (yksi tai useampi) on muiden (yhden tai useamman)
differentioituva funktio. Usein vastaan tulee kuitenkin tilanteita, jolloin vaadittua funktiota ei ole suoraan (eli
eksplisiittisesti) annettu, vaan muuttujia sitoo toisiinsa jokin yhtilo. Toivomme kuitenkin, ettd ndmé yhtalot
méadraisivat yhden tai useamman muuttujan (yhtéloiden lukuméérdsté riippuen) muiden funktiona impli-
stittisesti — ainakin jos rajoitamme tarkastelun koko avaruuden asemesta pieneen alueeseen yhtéloryhmén

yhden tunnetun ratkaisun ympéristossa.

4.2.1 Implisiittifunktiolause tasossa

Kerrataan aluksi, mita implisiittisista funktioista ja implisiittisestd derivoinnista sanottiin (ehka?) kurssilla
Analyyst I. Samalla yritdn valottaa sité, miten rajoittuminen sopivaan pieneen alueeseen téssé yhteydessa
helpottaa tilannetta.

Tasossa on 2 koordinaattia, = ja y. Koska haluamme ajatella néista joidenkin olevan muiden funktio, ai-
noa mahdollisuus on kahden muuttujan tapauksessa toivoa toisen koordinaatin olevan toisen funktio. Impli-
siittisesti maaraytyvia koordinaatteja on siis yksi, joten meille riittda yksi yhtélo, jonka voimme kirjoittaa
muodossa G(x,y) = 0. Oletamme funktion G olevan riittivin sdénnollinen. Yleensd vihintdin luokkaa C*.

Lisaksi aina oletamme, ettd yhtalollda G(z, y) = 0 on jokin ratkaisu, eli piste P = (zq, y0), jossa G(xq, yo) = 0.

-2 -1

2L

Kuva 4.3: Kartesiuksen lehti
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Kuvassa 4.3 on niin sanottu Kartesiuksen lehti, joka muodostuu yhtalon
3+ 3 = 3zy (%)

toteuttavista pisteistd (x,y). Selvésti voimme vaihtoehtoisesti kuvailla tdmén kdyran funktion G(x,y) =
2% + y3 — 3zy nollakohtien joukkona. Ei ole lainkaan ilmeisté, ettd ko. yhtilon ratkaisujoukko niyttédi juuri
taltd, mutta emme nyt valita siitd. Kaytdmme kuvaa ensin esiintyvien ilmioiden kuvailuun.

Ensimméinen havaintomme on, ettei yhtélo () salli meidén suoraan ratkaista muuttujaa y muuttujan x
funktiona. Periaatteessa kolmannen asteen yhtdlon ratkaisukaava sallisi meidédn tehdé tdmén, mutta syntyvit
lausekkeet ovat epamukavia kiyttéd, ja lisdksi ratkaisuja on joillakin x:n arvoilla enemmén kuin yksi, mika
ei funktiolle ole sallittua! Kuvasta ndemme heti, ettd kutakin = € (0,1) kohti yhtalolla (x) on kolme

reaalista ratkaisua y.

-2 -1

2L

Kuva 4.4: Kartesiuksen lehden piste ja sen ympéristo, jossa kumpi tahansa koordinaatti on toisen funktio.

Edellisessé kappalessa kuvattu ongelma voidaan yleenséd ratkaista rajoittamalla piste (z,y) sopivaan
laatikkoon, jonka sisépiste P = (x¢,yo) on. Helposti ndemme, ettd P = (4/3,2/3) on Kartesiuksen lehdell4.
Kuvassafdlndemme erdén pisteen P ympérilld olevan laatikon, jolla on se haluttu ominaisuus, etta sen sisalla
kutakin a-koordinaatin arvoa kohti on olemassa yksikésitteinen sellainen y:n arvo, jolla yhtilé G(z,y) =0
toteutuu. Edelleen, saman laatikon sisélla kutakin y-koordinaatin arvoa kohti on olemassa yksikéasitteinen
sellainen z:n arvo, jolla yhtilo G(z,y) = 0 toteutuu. Kyseisen laatikon sisélli yhtdlo (x) siis maéariad kumman
tahansa koordinaatin toisen funktiona.

Erilaisia poikkeustilanteita tistd yleissiinnostd kuitenkin tulee vastaan. Piste Q = (v/2, V/4) on sekin
Kartesiuksen lehdelld. Kuvasta katsoen ndemme helposti, ettd sen ympérille voidaan piirtdéd laatikko,
jonka sisilld kutakin z-koordinaatin arvoa kohti 16ytyy yksikéisitteinen sellainen y, jolla G(z,y) = 0. Huo-

maamme kuitenkin, ettei laatikkoa voida valita siten, ettd x-koordinaatti olisi y:n funktio. Osoittautuu, etta
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Kuva 4.5: Kartesiuksen lehden piste ja sen ympéristo, jossa y-koordinaatti on z-koordinaatin funktio.

y = /4 on suurin mahdollinen y:n arvo pisteen @ lihistolld, ja sitéd hivenen pienempii y:m arvoja aina vastaa

kaksi ratkaisua x:lle.

2L

Kuva 4.6: Kartesiuksen lehden piste ja sen ympéristo, jossa z-koordinaatti on y-koordinaatin funktio.

Pisteen R = (3/4, /2) ldhistolla puolestaan esiintyy piinvastainen tilanne. Kuvasta nidemme, ettd
sen ympariltd 10ytyy laatikko, jossa kédyran pisteen z-koordinaatin voidaan ajatella olevan y-koordinaatin
funktio. T&lla kertaa z-koordinaatti on pisteessé R suurimmillaan (laatikon sisélld), ja sitd hivenen pienempia

x:n arvoja vastaa aina kaksi y:n arvoa kéyréalla.

Origo O = (0,0) on sekin Kartesiuksen lehden piste. Sen l&histolld tilanne on poikkeuksellisen huono.

103



2L

Kuva 4.7: Origo on Kartesiuksen lehden singulaarinen piste.

Piirrammmepé origon ympérille miten pienen laatikon tahansa, niin sen sisélla ei kumpaakaan koordinaa-
teista voida ajatella toisen funktiona — aina kutakin z:n arvoa kohti 10ytyy kaksi y:n arvoa ja kdéntéen.
Vertaa Kuvaan [4.7] Sanomme, etté origo on Kartesiuksen lehden singulaarinen piste.

Implisiittifunktiolause on vahva tulos, joka sallii meidan tehdé diagnoosin néisté poikkeustilanteista pel-

késtadn funktiota G(z,y) ja sen osittaisderivaattoja tutkimalla.

Lause 4.19. (Implisiittifunktiolause tasossa) Olkoon A C R? avoin joukko, G : A — R jokin osittaisderi-

vaattoineen jatkuwva funktio, ja (xo,yo) € A piste, jolle G(xo,yo) = 0.

o Jos 0y(G(zo,y0) # 0, niin on olemassa olemassa sellaiset luvut 61 > 0,02 > 0 ja sellainen valilld
x € (wg—01, xo+01) jatkuvasti derivoituva funktio f, ettd laatikon L = (x9—01, To+91) X (Yo—02, yo+02)
piste (x,y) € L on yhtilon G(x,y) = 0 ratkaisu jos ja vain josy = f(x). Erityisesti f(xo) = yo. Lisdksi

talloin
Ga(20,Y0)

! I
x0) = ——— L.

F () Gy(20,Y0)

o Jos 0,(G(xo,y0) # 0, niin on olemassa olemassa sellaiset luvut 51 > 0,92 > 0 ja sellainen vdlilld
y € (yo—02, yo+02) jatkuvasti derivoituva funktio f, ettd laatikon L = (xo—0d1,x0+01) X (yo—02, Yo+02)
piste (x,y) € L on yhtilon G(x,y) = 0 ratkaisu jos ja vain jos x = f(y). Erityisesti f(yo) = xo. Lisiksi
talloin

iy Gyl(xo,0)
o) = _Gz(iﬁo,yo).

Todistus. Sivuutetaan. Wikipediassa

https://en.wikipedia.org/wiki/Implicit_function_theorem#Proof_for_2D_case
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esitetddn padttely, jossa tulos palautuu differentiaaliyhtéléiden teoriaan.
Huomataan kuitenkin, ettd mikéli tapauksessa (i) vaadittu derivoituva funktio f on olemassa, niin deri-

vaatan f’(xg) lauseke saadaan ketjusdannon avulla seuraavasti. Oletuksemme nojalla
Gz, f(z)) =0 (%)
kaikille 2 € (xg — 81,29 + 01). Derivoimalla (x) puolittain saadaan tulokseksi, ettd yhtdlo

0G.(x, f(2)) + 0G, (x, f(2)) f' () = 0

on voimassa kaikille z € (zg — 01,z + 01). Koska Gy (zo, f(x0)) = Gy(z0,y0) # 0, derivaatta f'(zo) ratkeaa

tasta lineaarisesta yhtalosta. O

Saamassamme implisiittisen funktioin derivaatan kaavassa kiinnittd& huomiota, ettd muuttuja yo esiin-
tyy vield lopullisessa derivaatan lausekkeessa. Tamé on tyypillista implisiittisessd derivoinnissa, eikd aiheuta
lainkaan ongelmia, kun tutkimme derivaattaa tunnetussa ratkaisupisteessa (zo,yo), koska talléin yo on tun-

nettu!

Esimerkki 4.20. Lasketaan, mitd implisiittinen derivointi antaa Kartesiuksen lehden (Kuva [L3) esiinty-
neisiin pisteisiin piirrettyjen tangenttien kulmakertoimiksi. Osoitetaan lisdksi, ettd origo on sen ainoa singu-

laarinen piste.

Ratkaisu. Kartesiuksen lehti muodostuu funktion
G(z,y) =2 +y* — 3ay
nollakohdista. Osittaisderivoimalla saadaan gradientiksi
VG(z,y) = (32% — 3y, 3y> — 32).

Jos siis X = (z¢, yo) on Kartesiuksen lehden piste, niin sithen piirretyn tangentin kulmakertoimeksi saadaan

@(X)* 317(%—3240735(2)—190

de' " 3y3 -3 wo—y3

Pisteessa P = (4/3,2/3) saadaan derivaataksi

4y py (4/3)2-2/3 5

de™ 77 4/3—(2/3)2 4

Tangentin yhtaloksi saadaan néin
2 5 ( 4)
——-=—(x— 7).
VU371 T3
Kuvan perusteella saatu suoraa ainakin niyttda tangeeraavan Kartesiuksen lehted pisteessd P.

Pisteessi Q = (V/2, V/4) sité vastoin osoittaja 22 —yo hividi. Tangentin kulmakertoimeksi tulee siis nolla,

miké sopii hyvin yhteen Kuvan kanssa — tangentti on vaakasuora.
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Kuva 4.8: Origo on Kartesiuksen lehti ja sen pisteeseen P = (4/3,2/3) piirretty tangentti.

Pisteessii R = ({/4, ¥/2) puolestaan nimitt4ji zo—y2 haviad. Tamé on huono juttu, koska tilloin yritimme
jakaa nollalla. Mutta jos ajattelemmekin ratkaisevamme x:n y:n funktiona, niin tarvitsemme derivaatan
dx/dy(R) = (xo —y2)/ (22 —yo), minki arvo on nolla. Kuten Kuvasta L6 nikyy, tissi pisteessi Kartesiuksen
lehdelld on pystysuora tangentti.

Mutta origossa O = (0,0) kumpikin osittaisderivaatta havidd — G, (0) = 0 = G,(O). Tangentin kulma-
kertoimeksi tulee epamadrainen 0/0, ja olemme singulaarisessa pisteess.

Gradientti hividé siis sellaisissa pisteissé, joissa yhtilot 22 = y ja x = y? toteutuvat samanaikaisesti.

Sijoittamalla ensiin mainittu jaljempéin saadaan muuttujan = yhtélo
0=a'—z=ux(®-1).

Timin yhtilon ratkaisut ovat 2 = 0 ja 2 = 1. Jos = 0, niin y = 22 = 0. Koska G(0,0) = 0, niin origo
todella on kiyrélli, ja siis sen singulaarinen piste. Jos taas z = 1, niin y = 22 = 1. Koska G(1,1) = —1 # 0,

niin piste (1, 1) ei kuitenkaan ole kiyréin piste. Néin ollen origo on Kartesiuksen lehden ainoa singulariteetti.

4.2.2 Implisiittifunktiolause korkeampiulotteisesa avaruudessa

Muuttujien méédran kasvattaminen tuo lisdd vaihtoehtoja, mutta perustilanne on sama. Yritdmme yhtélon
G(z1,x2,...,2,) =0

annetun ratkaisupisteen P ympéristossa esittdd yhden tai useamman muuttujan muiden differentioituva-

na funktiona. Kuten tasossakin, funktion G osittaisderivaattojen avulla voidaan analysoida, onko tilanne
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jossakin mielessd poikkeuksellinen. Esimerkeissé keskitymme tapaukseen n = 3, koska silloin voimme vield
havainnollistaa syntyvié tilanteita kuvin.

Merkittéva ero edellisen pykalan tilanteeseen tulee siité, ettd yleisemmin funktio G voi olla vektoriarvoi-
nen, eli meilld voi olla useita yhtaloita (yksi kutakin G:n komponenttia kohti). Normaalitapauksessa yritam-
me ratkaista niin monta muuttujaa kuin meilld on yhtélsitd. Aloitamme kuitenkin yhden yhtélon tapauksen

tarkastelulla.

Yhden yhtidlon tapaus

Jotta voisimme ajatella ratkaisujoukossa yhtd koordinaattia muiden funktiona, meidén on (olemassaolon
takaamiseksi ja monikésitteisyyden sulkemiseksi pois) rajoituttava sopivaan annetun ratkaisupisteen ympé-

risto6n. Samoin menettelimme jo tason tapauksessa.

Kuva 4.9: Yhtilon y? = 2% — 3222 + 2 toteuttavat pisteet (z,y, z) avaruuden R? origon lihistolld

KuvassalLd on esimerkki tillaisesta tilanteesta. Ndemme, ettd yhtilon y? = 2 — 3z22 4 2 ratkaisut néyt-
tavit muodostava siledn pinnan avaruudessa R3. Voimme toki toisen asteen yht#lén ratkaisukaavalla rat-
kaista tasta yhtdlostd muuttujan z tai y muiden kahden eksplisiittisenéd funktiona, mutta lausekkeesta tulee
hiukan ikéva. Vield ikdvampié lausekkeita saadaan, jos ratkaisemme muuttujan x kolmannen asteen yhtalon
ratkaisukaavan avulla. Koska pinta kuitenkin ndyttdé siledltd (=késite, jonka méérittelemme myohemmin
tarkasti), niin sen jokaisessa pisteessd néyttéisi olevan jonkinlainen tangenttitaso.

Kuva havainnollistaa tilannetta. Siind meilld on merkattu yksittdinen ratkaisupiste (z,y,z) =

(—1,2,1) punaisella tiplilld, seki otettu yhtdlon y?> = 2® — 3222 + 2 ratkaisuista mukaan vain ne, jotka
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Kuva 4.10: Yhtilon y? = 23 — 3222 + 2 toteuttavat pisteet (x,vy, z) pienessi laatikossa

ovat laatikossa S, jonka pisteiden koordinaatit toteuttavat epayhtélot
-13<z<-0,7, 1,7<y<23, 07<z<1;3.

Kuvan perusteella ndyttdéd ilmeiseltd, ettd kunhan teemme rajaukset (x,y,z) € S, niin talloin kutakin ky-
seeseen tulevaa paria (x,y) kohti meille todellakin on yksi ja vain yksi z, jolle (z,y, 2) € S ja tietenkin myos

y? = a3 — 3x22 + 2.

Kuva 4.11: Yhtélén y? = 2 — 3z2% + 2 ratkaisujoukko pisteen (—1, 1,0) lihist6l14 on pystysuorassa asennossa

Voi myo6s kaydéa niin, etta tutkittavan yhtalon ratkaisujoukko on jonkin pisteen lahistolla sellaisessa asen-

108



nossa, ettei halutun muuttujan esittdminen muiden funktiona onnistu, vaikka pinta itse onkin siled. Kuvassa
I on yhtalomme ratkaisujoukosta osasuurennus pisteen (x,y, z) = (—1,1,0) (musta tépld) lahistolld. Pinta
nayttaa kyseisen pisteen lahistolla ihan siledltd. Kun katsomme ylhaalta alas paljastuu ongelma. Rajaam-
me tarkastelun miten pieneen pisteen (z,y) = (—1,1) ympéristoon tahansa, niin kyseisessi ympéristossi on
seké sellaisia pisteitd, joita kohti ei 16ydy yhtddn z:n arvoa seki sellaisia pisteitd, joita kohti niitd 10ytyy
kaksi. Tallaisen pisteen ldhistolla joudumme luovuttamaan — ei ole ole mahdollista esittdd z:aa x:n ja y:n
funktiona kun (z,y) € B((—1,1),r) olipa » > 0 miten pieni tahansa. Vastaavaan ongelmaan térmésimme
Kuvassa [4.6] jolloin ratkaisukéyralla oli tutkittavassa pisteessa pystysuora tangentti.

Taman viimeisen ongelman alkusyyn selvittdmiseksi yritdmme edetéd implisiittisesti méardytyneen funk-

tion z = z(x,y) osittaisderivoinnissa kuten tasonkin tapauksessa. Kirjoitamme yhtdlémme ensin muodossa
G(z,y,2) =0,

missé talla kertaa

G(x,y,2) =2® — 3222 —y? + 2.

Selviisti G on differentioituva kaikkialla avaruudessa R3. Oletamme, etti z = z(z,y) on yhtélén G(z,y,2) = 0

jatkuvasti differentioituva ratkaisu, kun (z,y) € A C R? (A jokin sopiva avoin joukko). Tilloin funktio

H(:E,y) = G(:E,y, Z(xvy))

on selvisti vakio nolla kaikille (z,y) € A. Néin ollen H,(z,y) = H,(x,y) = 0 kaikille (z,y) € A.
Toteamme, ettd H(z,y) on yhdistetty funktion H = G o ¢, missi ¢ : A — R3, (z,y) — (z,y, z(x,y)).

Oletustamme nojalla ¢ on jatkuvasti differentioituva A:ssa. Ketjusddnnon avulla saamme

- 8H - 8¢1 8¢2
0= e 01G(x,y, z(x,y)) O + 02G (7, y, 2(x,y)) Bz + 03G (7, y, 2(x,y))

:Gx'1+Gy'O+GZ'Zz.

23
ox

Téastd voimme ratkaista osittaisderivaatan

0z Gel(z,y,2) 322 — 322 2?22

2w = — — =
T Ox G.(z,y,2) —622 2wz

Etenemalla samalla tavalla, ensin laskemalla osittaisderivaatan 0 = H, ja sitten ratkaisemalla saadusta
yhtélosta osittaisderivaatta z,, saadaan

L0z Gylewye) o 2y oy
Y oy G.(z,y,2) —6xz 3xz’

Esimerkki 4.21. Méirdd pinnan y? = 2% — 3222 + 2 pisteeseen P = (—1,2,1) piirretyn tangenttitason

yhtilo. Miten pisteen @ = (—1,1,0) poikkeava tilanne ilmenee, kun yritetdén soveltaa samaa menetelmai?

Ratkaisu. Ylli jodettujen kaavojen nojalla pisteessd P on (lokaalisti méardytyneen) ratkaisun z = z(z,y)

osittaisderivaatoille voimassa




ja
Y -2 2
Zy 3.’L’Z(x ay aZ ) . . 3

Niiden avulla saadaan tangenttitason yhtaloksi

(y—2)+1.

z =

[SUAR )

Sité vastoin pisteessd @) kdy huonosti. Osittaisderivaattojen z, ja z, lausekkeiden nimittéj& on nimittéin

nolla, koska nyt z = 0, joten osittaisderivaattoja z, ja z, ei téssa pisteessd saada.

Kuvatut ongelmatilanteet kattavat yhden yhtalon kanssa kohdattavat ongelmat, joten yhteenvetona to-

detaan seuraavaa.

Lause 4.22. (Implisiittifunktiolause — yhden yhtdlon tapaus) Olkoon A C R™ avoin joukko, G : A — R

jokin osittaisderivaattoineen jatkuva funktio, ja a € A piste, jolle ehdot
(i) G(a) =0,
(ii) 0,G(a) #0
ovat voimassa. Tdlldin on olemassa sellaiset positiiviset luvut 61,09, ..., 0y, ettd n-ulotteisen laatikon
S={xeR"|Vi:|x;—a;| <d}
sisdlld yhtalon G(x) = 0 ratkaisut muodostavat erdin differentioituvan funktion
g: (a1 —dg,a1 + 1) X -+ X (an-1—0n-1,0n-1+0p—1) > R

kuvaagjan, eli kun x € S, niin G(x) = 0 & z, = g(x1,29,...,2n_1). Lisiksi funktion g osittaisderivaatat
pisteessd a' = (a1, as,...,a,—1) saadaan kaavoista

dg ., _ G, (a)
8_%(3" ) - _Gzn(a)'

Todistus. Sivuutetaan. Esitetddn myohemmilld kursseilla. O

Gradientti ja tangenttiavaruus

Katsotaan viela osittaisderivaattoineen jatkuvan funktion G : A — R, A C R”, nollakohtien joukon S

tangenttitasoa implisiittifunktiolauseen valossa. Oletetaan siis, ettd a € R™ toteuttaa yhtdlon G(a) = 0,

ja ettd 0,G(a) # 0. Merkitdin a’ = (a1, a2,...,a,—1) € R*"L Tillsin siis voimme lokaalisti ratkaista
koordinaatin x; muiden funktiona, x; = g(x1, z2,...,z,—1), ja lisdksi kaikille i = 1,2,...,n — 1,
89 o 8ZG(a)

2 %) = 8.6 (@)
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Tamé tarkoittaa sitd, ettd funktion g kuvaajan (eli joukon S ja jonkin pistettd a ympéroivan laatikon

leikkausjoukon) tangenttiavaruuden yhtilo on
Ty —ap = 01g(@") (w1 —a1) + -+ O 1(@") (Tn_1 — an_1)-

Viedddn tdssd kaikki termit vasemmalle puolelle, ja kerrotaan yhtdlé puolittain luvulla 9,G(a). Koska

—0,9(a")Gp(a) = G;(a) kaikilla i = 1,2,...,n — 1, saadaan tangenttiavaruuden yhtélé muotoon
nG(a)(z1 — a1) + 0G(a)(x2 — az) + -+ + 0,G(a)(zn — ayn) = 0. (%)
Tama voidaan sisdtulon avulla kirjoittaa kompaktista muodossa
(VG(a),x —a) =0,
minké tulkitsemme geometrisesti

Joukon S pisteeseen a € S piirretty tangenttiavaruus on kohtisuorassa gradienttivektoria VG (a) vastaan.

Huomautus 4.23. Tamai voidaan tulkita myo6s suunnattuja derivaattoja kayttden. Kun litkumme pisteesté
a lahtien ratkaisujoukon G(x) = 0 suuntaisesti, niin funktion G arvo pysyy lahelld nollaa, eli lineaarises-
sa approksimaatiossa ei muutu lainkaan. T&ll6in vastaavan suuntavektorin u suuntaan laskettu suunnattu

derivaatta D,,G(a) on pakosta nolla. Lauseen ZI7 nojalla tdmé tarkoittaa sitd, ettd u L VG(a).

Tassa tangenttiavaruuden yhtdlossé koordinaatit x1,zo,. .., x, ovat kaikki tasaveroisessa asemassa pain
vastoin kuin LauseessalZ.22] jossa ‘ratkaistava’ koordinaatti a;, oli erityisessé roolissa muihin ndhden. Kuiten-
kin koordinaattien indeksit ovat ldhinné sattumanvaraisessa jarjestyksessa niille annettuja nimilappuja, jotka
voimme halutessamme vaihtaa. Néin ollen voimme soveltaa Lausettald.22]jonkin muun koordinaatin x; ratkai-
semiseen annetun ratkaisupisteen a ympéroivissa laatikossa muodossa x; = g(z1, T2, ..., Tim1, Tit1, -« -, Tn)-
Kuitenkin edellyttien, etta osittaisderivaatta 9;G(a) # 0.

Huomaamme, ettd mikéli gradientilla VG(a) on yksikin nollasta eroava komponentti, niin tilléin ainakin
yksi koordinaateista voidaan lokaalisti ratkaista muiden differentioituvana funktiona. Edellisen nojalla voim-
me t4lloin muodostaa ratkaisujoukolle G(x) = 0 tangenttiavaruuden pisteeseen a. Tamé motivoi seuraavan

maéaaritelmén

Maaritelma 4.24. Oletetaan, ettd reaaliarvoinen funktio G on osittaisderivaattoineen jatkuva joukossa

A C R™. Funktion G nollakohtien joukko on siled pisteessi a € A°, jos VG(a) # 0.
Kirjataan Lause [£.22 uudelleen muotoiltuna

Lause 4.25. (Implisiittifunktiolause — yhden yhtdlon tapaus, yleisempi versio). Oletetaan, ettd funktio
G: A — R, ACR"” on osittaisderivaattoinen jatkuva avoimessa joukossa A. Oletetaan, etti a € A on

sellainen, ettd G(a) = 0 ja VG(a) # 0. Jos gradientin komponentti 0;G(a) # 0, niin talloin ratkaisujoukko
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S ={x € A| Gx) = 0} on silei pisteessi a. Lisiksi on olemassa sellainen a-keskinen n-ulotteinen
laatikko L, jonka sisdlld muuttuja x; voidaan ratkaista muiden koordinaattien differentioituvana funktiona:

x; = g(T1,. .. Ti1, Tit1, ..., Tn). Pinnan S tangenttiavaruudella on talloin yhtdlo
0= (VG(a),x —a) = 01G(a)(x; —a1) + 0:G(a)(xe — az) + - - - + 0,G(a)(x,, — ay).
Esimerkki 4.26. Avaruuden R? origokeskinen R-séiteinen, R > 0, pallopinta S muodostuu yhtélon
2 +y* +2° =R

ratkaisuista. Osoitetaan, ettd S on siled pisteessid P = (xq, 4o, 2z0) € S. Osoitetaan, ettd pisteeseen P piirretyn
tangenttitason yhtalo on

Tox + Yoy + 202 = R%.

Katsotaan kuvan avulla millaisissa pallopinnan osissa kukin koordinaateista voidaan esittdd muiden diffe-

rentioituvana funktiona.

Ratkaisu. Pallopinta S muodostuu funktion G(z,y, z) = 2 + 3% + 22 — R? nollakohdista. Suoraan osittais-

derivoimalla gradientiksi saadaan

VG(z,y,z) = (2z,2y,2z).

Jos siis VG(x,y,2) = 0, niin & = y = z = 0. Piste (0,0,0) ei kuitenkaan ole pallopinnalla S, koska
G(0,0,0) = —R? # 0. Niin ollen pallopinta on siledi sen jokaisessa pisteessi. Lauseen nojalla pisteeseen
P piirretyn tangenttitason T normaalivektori on gradientin VG(P) = (2, 290, 220) suuntainen. Gradientti
on yhdensuuntainen vektorin t = %VG(P) = (0, Y0, 2z0) kanssa, joten lineaarialgebran kurssin perusteella
tangenttitason yhtdlé on muotoa

Tox + Yoy + 202 = ¢,

missd vakio ¢ méérdytyy ehdosta P € T. Sijoittamalla saadaan c:lle yhtils ¢ = 22 + y2 + 23, mistd seuraa

¢ = R?, koska P oli pallopinnalla.

Esimerkki 4.27. (Jatkoa Esimerkille £21)) Osoitetaan, ettd pinta y? = z3 — 3x2? + 2 on siled pisteessi

Q = (—1,1,0) ja médrataan vastaavan tangenttitason yhtalo.

Ratkaisu. Kyseinen pinta muodostuu funktion G(z,y, z) = 2® — 3222 — ? + 2 nollakohdista. Aiemmin jo

laskimme osittaisderivaatat joten
VG(z,y,2) = (32 — 322, -2y, —612).

Erityisesti siis

VG(Q) = (3,-2,0).
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Kuva 4.12: Pinnan y? = 2% —3x2%+2 pisteeseen Q = (—1, 1,0) piirretty tangenttitaso on z-akselin suuntainen

Koska VG(Q) # 0, niin pinta on siled pisteessi Q. Edelleen n = VG(Q) = (3,—2,0) on pisteeseen @
piirretyn tangenttitason 7" normaali, joten T":n yhtdlé on muotoa 3z — 2y + 0z = d. Koska @ € T, on oltava

d = —5. Tangenttitason yhtalo on siten
T:3x—-2y+5=0.

Kuvassald.I2 on kuvattu pinta lapikuultavana ja piste @) mustana taplédni. Tangenttitaso T on pystysuorassa.

Kuvassa [ IT kyseinen pinnan osa on kuvattu ylhaalta pain, ja on helppo uskoa, ettd nain tassa pitikin kayda.

Usean yhtalon tapaus

Haluamme myos selvittdd, miltd implisiittifunktiolause nédyttéda silloin, kun haluammekin ratkaista muut-
tujista z1,x9,...,x, useamman, esimerkiksi m viimeisintd eli z, 41, Tn—m+2,...,T, edeltdvien avulla.
Tarvitsemme talloin tietenkin m yhtdloa, jotka voimme kirjoittaa muodossa Gi(x) = 0, Ga(x) = 0,...,
G (x) = 0. Namé voimme koota yhdeksi vektoriyhtéiloksi G(x) = 0, missi G = (G1,Ga, . .., Gy,). Edellisen

pykélan perusteella pidimme seuraavia vaatimuksia odotettuina:
(i) Tarvitsemme pisteen a € R™, joka toteuttaa yhtdlét G(a) = 0.

(ii) Ratkaisusta tulee lokaali, eli se on voimassa vain sopivassa pistettd a ympéaroivissid n-ulotteisessa

laatikossa.
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(iii) Funktion G : R™ — R"™ tulee olla jatkuvasti differentioituva avoimessa joukossa, jonka sisépiste a on.

(iv) Tarvitsemme gradienttien VG;(a) avulla muotoilun kriteerin vastaamaan yhden yhtélon tapauksen

ehtoa 0,,G(a) # 0.

Niista viimeisen kohdan oikean vastineen keksiminen vaatii pohdiskelua. Koska seké derivaatta etta
tangenttiavaruus pyrkivat mutkikkaan funktion lineaariseen approksimointiin, otetaan mallia lineaaristen
yhtéloryhmien teoriasta. Olkoot 1 < 41 <19 < -+ < i, < n jotkin m indeksid. Muistamme, ettd lineaarisesta

yhtaloryhmésta (n > m)

1171 + a12%2 + -+ A1nTy = b
2171 + a22%2 + -+ + 2Ty = by
) ()
Am1%1 + Am2Z2 + -+ QupTn = bm
voidaan muuttujat z;,,xs,, ..., x;, ratkaista muiden funktiona (eli yksikésitteisesti) silloin ja vain silloin

kun niitd vastaavan kerroinmatriisin

A14, A1y " A14,,

24, 24y v A2,
Ailig---im =

Amiq Amio Tt Ami,,

determinantti det A;,iy...s,, # 0.

Osoittautuu, ettd usean yhtdlon tapauksessa implisiittifunktiolauseesta on voimassa tarkalleen tdmén
lineaarialgebran tuloksen analogia - tietenkin vain lokaalissa muodossa lineaarisesta tilanteesta poiketen.
Toinen luonnollinen tapa ajatella tilannetta on seuraava. Kunkin yhden yhtélon G;(x) = 0,7 =1,2,...,m,
ratkaisujoukolla S; C R™ on, tiettyjen sddnnollisyysehtojen vallitessa, tangenttiavaruus T}, joka on erdéan (n—
1)-ulotteisen aliavaruuden sivuluokka. Nyt koko yhtdléryhmén G(x) = 0 ratkaisujoukko S on yksittaisten
yhtédléiden ratkaisujoukkojen leikkaus S = (-, S;. On luonnollista toivoa, ettd koska tangenttiavaruus 7}
(lokaalisti) seuraa hyvin tarkasti ratkaisujoukkoa S;, niin t&llsin tangenttiavaruuksien leikkaus 7" := (-, T}
seuraa (lokaalisti) hyvin tarkasti yhtdloryhmén ratkaisujoukkoa S. Implisiittifunktiolauseen yleinen muoto
sanoo, ettd néin kéy silloin, kun leikkausavaruus T on (n — m)-ulotteinen.

Implisiittifunktiolauseen muotoiluun tarvitaan hivenen komplisoituja merkint6jé, néista seuraavaksi. Jos
a € R", U on jokin a-keskinen laatikko ja S = {i1,i2, - ,im} C {1,2,...,n} jokin joukko indekseji,

11 < ig < --- < iy, niin kdytetddn projektiosta
p:R® 5 R (21,20, ..., 20) — (Tiy, Tiy, - .., T,

merkintéid p = pg, ja laatikon projektiosta merkintéii Us = pg(U). Olkoon edelleen S := {1,2,...,n} \
S komplementaarinen joukko indeksejd, ja pg ja Ug vastaavat projektiot. Téasséd projektio pg(x) poimii

vektorista x ne koordinaatit, joiden indeksi € S, ja projektio pg poimii jiljelle jaéneet komponentit. Selvisti
U =pg (Us) Npg'(Ug),
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ja voimme ilmeiselld tavalla samaistaa laatikon U laatikoiden Ug ja Ug karteesisen tulon kanssa.

Lause 4.28. (Implisiittifunktiolause — usean yhtdlon tapaus). Oletetaan, ettd funktio
G= (Gl,GQ,...,Gm) : A—)Rm,

A C R™ on osittaisderivaattoineen jatkuva avoimessa joukossa A. Oletetaan, ettd a € A on sellainen, ettd
G(a) = 0. Olkoot S = {iy < iz < -+ < iy} joukko indekseji. Jos funktion G Jacobin matriisin DG(a)
sarakkeista i;,7 = 1,2,...,m, muodostetun neliématriisin determinantti # 0, niin on olemassa sellainen

pisteen a sisdltavd laatikko U, ja sellainen jatkuvasti differentioituva funktio

g = (gilvglé;"'?g’im) : US - US’

etti x € U toteuttaa yhtilon G(x) = 0 silloin ja vain silloin kun

ps(x) = (9i, (Pg (%), 9i> (P5 (%), -+, 9i, (D5 (X))

Erityisesti yhtdloryhman G(x) = 0 ratkaisujoukko voidaan laatikon U sisdlla esittada differentioituvan funk-
tion g : pgyry — ps(U) kuvaajana jollekin indeksijoukolle S, #S = m, silloin kun Jacobin matriisi DG(a)

on tdysiasteinen eli astetta m.

Todistus. Sivuutetaan. Viimeinen tulos seuraa siitd lineaarialgebran tuloksesta, jonka mukaan m x n- mat-
riisi (missd m < n) on tdysiasteinen silloin ja vain silloin kun silld on jokin nollasta eroava m x m alideter-

minantti. Kyseisen alideterminantin sarakkeiden joukko muodostaa talloin vaaditun indeksijoukon S. O

Implisittifunktiolauseen tilanteessa luvatun funktion g = (gs,, iy, - - -, gs,,,) Osittaisderivaatat (tai Jaco-
bin matriisi) pisteessi pg(a) voidaan ratkaista ketjusddnnon avulla samaan tapaan kuin yhden yhtélon ta-
pauksessakin. Lahtokohtana kéytetddn télloin tietoa siité, ettd yhdistetty funktio joka saadaan korvaamalla
funktion G’ muuttujat z;, funktion g;, arvolla (tatd yhdistettyd funktiota on hyvin hankala merkita!) havi-
aa kaikkialla. Kuvaillaan menetelmédé (samalla implisiittifunktiolausetta visualisoiden) seuraavan Esimerkin

avulla.

Esimerkki 4.29. Tutkitaan avaruuden R? pintojen 2 +v? = 5 ja 7z = 2 + 2y + 1y leikkausjoukkoa pisteen

a = (2,1,1) lahistolla implisiittifunktiolauseen avulla.

Ratkaisu. Télla kertaa pintojen leikkausjoukko méaaraytyy yhtélosta G(z,y, z) = (0,0), missd G (z,y, z) =
2?2 +y* — 5 ja Go(z,y,2) = 22 + 2y + y* — 72. Suoraan sijoittamalla nihdédin, ettd G1(2,1,1) = 0 ja
G2(2,1,1) = 0, joten piste a todella on kyseisessé leikkausjoukossa.

Kuvassa [£13] on kuvattu yhtalon Gi(z,y, z) = 0 ratkaisujoukko, yhtalon Ga(z,y, z) = 0 ratkaisujoukko
ja korostettu niiden leikkauskayré.

Osittaisderivoimalla saadaan
le(xayuz) = (2%2%0) ja VGQ(:Euy?Z) = (2x+y7‘r+2y7_7)7
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Kuva 4.13: Pinnat 22 + y? =5 ja 7z = 2% + zy + y? pisteen (2,1,1) lihistolld

joten pisteessi a = (2, 1,1) gradientit ovat
VG1(2,1,1) = (4,2,0) ja VGa(2,1,1) = (5,4,-7).

Néin ollen pinnalla G (z,y, z) = 0 voidaan pisteen a lahistolla esittad joko 2 tai y muiden koordinaattien

funktiona. Kyseisen pinnan tangenttitason yhtaloksi saadaan gradientin avulla
0=4(x—2)4+2(y—1)+0(z—1) <= 224+y=>5.

Avaruudessa R? tdmi on pystysuora taso, miki ei tietenkiidin yllité, koska yhtilon Gy (z,y, z) = 0 ratkaisu-
joukko on z-akselin suuntainen putki.
Vastaavasti pinnalla Ga(z, y, z) = 0 voidaan pisteen a lihistolld mikéd tahansa koordinaatti esittdé kahden

muun funktiona. Tangenttitason yhtaloksi saadaan
5(x—=2)+4y—1)—-7(z—1)=0<=br+4y—Tz=1T1.

Leikkauskdyrdan tangenttisuora pisteessd a saadaan tangenttitasojen leikkauksena. Se muodostuu siis

yhtaloparin

t

2z 4y =
Sr4+4dy—T7z = 7
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ratkaisuista. Lineaarialgebran menetelmilld téssé ratkaisuksi saadaan (esimerkiksi z:n avulla)

y = 5—2x
_ 13-3

N 7

2 1 0
A‘<5 4 —7)

mikd tahansa 2 x 2-alideterminantti # 0. Néin ollen mitka tahansa kaksi koordinaattia voidaan ratkaista

Huomaa, etté kerroinmatriisin

kolmannen funktiona.

1
|V T ¥
D, |

IR

Kuva 4.14: Esimerkin pinnat niiden tangenttitasot, leikkauskayra ja sen tangenttisuora

Kuvassa LT nahdédn molemmat pinnat, tangenttitasot, leikkauskédyra ja sen tangenttisuora.

Maiéaritelmé 4.30. Oletetaan, ettd A C R™ ja G = (G1,Ga,...,Gyp) : A — R™ on osittaisderivaattoineen
jatkuva funktio, ja ettd a € A° toteuttaa yhtdlon G(a) = 0. Sanotaan, ettd piste a on siled funktion G

suhteen, jos Jacobin matriisi DG(a) on téysiasteinen (eli astetta m).

Sileyden asemesta puhutaan myos sadnnollisyydestéd. Joskus varataan termi sileys tilanteelle, jossa kaikki
ratkaisujoukon pisteet ovat sdannéllisid. Joukon S pisteitd, jotka eivit ole sdannoéllisia kutsutaan singulaa-
risiksi. Siledd ratkaisujoukkoa kutsutaan joissakin yhteyksisséd myos ei-singulaariseksi.

Useamman yhtélon tapauksessa singulaarisuus tyypillisemmin syntyy siten, ettd jossakin pisteessid Jaco-

bin matriisin vaakarivien vélilld on lineaarisia riippuvuuksia.
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Esimerkki 4.31. Pallopinta 22 + y? + 22 = 1 ja taso z + 1 = 0 selviisti leikkaavat ainoastaan pallon
eteldnavalla pisteessd P = (0,0, —1). Néin ollen niiden kahden pinnan leikatessa ei muodostukaan kdyraa

pisteen P lahistolla. Miksi tdma ei ole ristiriidassa implisiittifunktiolauseen kanssa?

Ratkaisu. Tarvittavat kaksi funktiota, joiden nollakohtapinnoista on kysymys, ovat
Gi(z,y,2) =2 +y* + 22 -1
ja
Go(x,y,2) =2+ 1.
Osittaisderivoimalla saadaan nédiden gradienteiksi VGi(z,y,2) = (2z,2y,22) ja VGa(z,y,2) = (0,0,1).

Pisteessi P siis VG1(P) = (0,0,—2) ja VG2(P)(P) = (0,0,1). Ndmé& ovat toistensa sklaarimonikertoja,
joten implisiittifunktiolause ei lupaa mitdan pisteen P l&histolla.
Yhden yhtélon tapauksessa yhden tietyn koordinaatin implisiittinen mééraytyminen muiden funktiona

riippui siité, ettei gradientin vastinkomponentti saanut havitd. Useamman yhtalon tapauksessa implisiitti-

funktiolause edellyttad meiltd sopivan determinantin tarkistamista.

Kuva 4.15: Pallon 22 + 32 + 22 = 9 ja tason © 4+ y + z = 5 leikkauskéyra

Esimerkki 4.32. Tarkista, etti piste Q = (2, 1,2) on pallopinnan 22 + 3% + 22 =9 jatason z +y+2 =5
leikkauskayralld. Selvitd, minkd koordinaatin avulla muut kaksi voidaan esittdd implisiittisind funktioina

pisteen @ lahistolla.

Ratkaisu. Tutkittavat funktiot ovat G1(z,y,2) = 22 + y? + 22 — 9 ja Go(w,y,2) = v +y + 2z — 5. Niiden
gradientit ovat VG (z,y, 2) = (2z,2y,22) ja VGa(x,y, z) = (1,1,1), joten Jacobin matriisi pisteessé @ on

b -(13 1)
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Selvisti DG(Q) on tiysiasteinen, joten saamme pisteessi @ sddnnollisen leikkauskédyran. Jos yritdmme impli-
siittisesti ajatella y- ja z-koordinaatteja koordinaatin x funktioina, niin meidan on tutkittava determinanttia,
joka saadaan ottamalla matriisista DG(Q) mukaan toinen ja kolmas sarake (jotka vastaavat implisiittisesti

ratkaistavia koordinaatteja y ja z). Saamme determinantin
2 4
Agg—’l 1'—2—4——27&0.

Néin ollen implisiittifunktiolause lupaa meiddn onnistuvan. Sitd vastoin, jos yritdmme esittda implisiittisesti
2- ja z-koordinaatit y:n funktioina pisteen @ 1&histolla, joudumme vaikeuksiin silld matriisin DG(Q) 1. ja 3.

sarake ovat lineaarisesti riippuvia, ja

4 4
A13—’ 11 ‘—4—4—0.
Helposti ndhdéén, ettd jattamalla 3. sarake pois, saadaan Ao = 4 — 2 # 0 jdlleen nollasta eroava determi-
nantti, joten muut koordinaatit maaraytyvit implisiittisesti z-koordinaatin funktioina.
Kuva [A15] esittda leikkaavia pintoja ja leikkauskdyrdd. Geometrisesti on ilmeistéd, ettd leikkauskéay-
rd on ympyrd. Myohemmaéssd Esimerkissd selvitdmme, ettd leikkauskdyrdn pisteistd pisteelld @ on pie-

nin y-koordinaatit. Taméa myo6s selittdd sen, miksi juuri tdmén pisteen ymparistossa emme voi kayttaa y-

koordinaattia leikkauskéyréan pisteiden parametrisointiin.

Seuraava tekniikka tulee vastaan kun kisitelliin kahta avaruudessa R? leikkaavaa pintaa. Kummankin
pinnan tangenttitason normaali méaraytyy vastaavasta gradienttivektorista. Koska leikkauskéayran tangentti
on kummallakin tangenttitasolla, tangenttisuoran suuntavektori on kohtisuorassa kumpaakin gradienttia vas-
taan. Implisiittifunktiolausetilanteessa kyseiset gradientit ovat lineaarisesti riippumattomia, joten kyseisen

suuntavektorin on pakko olla yhdensuuntainen gradienttien ristitulon kanssa.

Esimerkki 4.33. Maariaa Esimerkin @29 pintojen 22 +y2 = 5 ja 7z = 22 +xy + 12 leikkauskéyran pisteeseen

a = (2,1,1) piirretyn tangenttisuoran suuntavektori ristituloa kiyttaen.

Ratkaisu. Selvitimme Esimerkin [4.29] ratkaisun yhteydessé, ettd mainittujen pintojen tangenttitasojen nor-

maalit ovat vektorien 7y = (2,1,0) ja iz = (5,4, —7) suuntaiset. Néiden ristitulona saadaan vektori
5= ﬁl X ﬁg = (—7, 14,3)

Nain ollen leikkaussuoran normaalimuotoinen yhtalé on

x—2 y—1 =z-1

-7 14 3
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4.3 Sidotuista aariarvoista

Siirrymme tarkastelemaan sidottuja ddriarvotehtdvid. Ne eroavat luvun alussa késitellyista lokaaleista dériar-
voista siten, ettd minimoitavan tai maksimoitavan tavoitefunktion f(x) muuttujaa x ei saa varioida vapaasti,
vaan sitd rajataan yhdelld tai useammalla side-ehdolla. Menetelmémme toimii ainoastaan, kun side-ehdot
on muotoiltavissa yhtaloind G;(x) = 0, i = 1,2,...,m, missid m on side-ehtojen lukumééri, ja funktiot G;
ovat differentioituvia.

Olkoon S C R" side-ehtojen ratkaisujoukko
S ={xeR"|Gi(x)=0kaikille i = 1,2,...,m}.

Sanotaan, ettd piste a on funktion f lokaali sidottu maksimi, jos on olemassa sellainen r > 0, ettd f(a) on

suurin funktion f joukossa B(a,r) N S saamista arvoista. Lokaali sidottu minimi méaritellddn vastaavasti.
Oletetaan ensin, ettd a = (ay,...,a,) on sddnndllinen funktion G = (G1,Ga, ..., G,,) suhteen. Talloin

voimme kéayttdd implisiittifunktiolausetta tilanteen analysoimiseen. Permutoimalla tarvittaessa koordinaat-

teja voimme rajoituksetta olettaa, ettd implisiittifunktiolauseen kuvailemalla tavalla voimme side-ehdoista

G(x) = 0 ratkaista koordinaatit x1, za, . . ., 2, pisteen a ldhistolld muiden funktiona: x; = g;(Tm41,- .-, Tn)-
Jos piste a on sidottu lokaali dériarvo, niin téalloin pisteen a’ = (am41,...,a,) on oltava muuttujan
x' = (Tm+41,- .., Ty) yhdistetyn funktion

(b(xl) = f(gl(x/)aQQ(X/)v s ,gm(x’),me, i ,:En)

lokaali dariarvo. Néin ollen a’ on funktion ¢ kriittinen piste, eli Vg(a’) = 0.

Lasketaan osittaisderivaatat 0¢/dz; indekseilld j = m + 1,m + 2,...,n. Ketjusddnnolla saadaan

of
0= 317] Zaf ng ) O g( a).

Téamén yhtdlon oikea puoli on gradientin V f(a) ja vektorin

v; = (0;01(a"),0;92(a"),...,0;9m(a’),0,...,1,0,...,0)

valinen sisatulo. Téssé vektorin v; viimeiset n — m komponenttia ovat muut nollia komponenttia j lukuun
ottamatta (mikd = 1).

Téssa vektorit v;, j = m+1,m+2,...,n, generoivat funktion g = (g1, . . ., gm) kuvaajan pisteeseen a piir-
retyn tangenttiavaruuden. Toisaalta implisiittifunktiolause kertoo, ettéd joukon S pisteeseen a piirretty tan-
genttiavaruus muodostuu vektoreista, jotka ovat kohtisuorassa kaikkia gradientteja VG;(a),i = 1,2,...,m,
vastaan.

Kerrataan lineaarialgebrasta ortogonaalisen komplementin késite: Jos V' C R”™ on aliavaruus, niin sen

ortogonaalikomplementti ¥+ muodostuu vektoreista

+={y e R"| (x,y) = 0 kaikille x € V}.
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Tillsin (sisdtuloavaruuksien teoria tai harjoitustehtiivi) jos dim V' = k, niin dim V+ = n — k. Liséiksi meilld
on tulos

(vt =V,

joka kertoo, ettd jokainen vektori, joka on kohtisuorassa kaikkia niitd vektoreita vastaan jotka ovat kohtisuo-
rassa aliavaruuden V' kaikkia vektoreita vastaan, kuuluu itse aliavaruuteen V.

Soveltamalla tata ylla kuvattuun tilanteeseen olemme perustelleet seuraavan tuloksen.

Lause 4.34. (Lagrangen kertoimien menetelmd) Oletetaan, etti piste a € R™ on C-luokan funktion f sidot-
tu dariarvokohta side-ehtojen G1(x) = Go(x) = -+ = G (%) = 0 suhteen. Jos a on lisiksi saannollinen funk-
tion G = (G1,...,Gy) suhteen, niin talloin gradientti V f(a) kuuluu gradienttien VG;(a),i = 1,2,...,m,

generoimaan avaruuteen. Erityisesti on olemassa sellaiset vakiot A\, Aa, ..., Ay ettd
Vf(a) = )\1VG1(&) + -+ )\me(a).

Lauseessa [1.37] esiintyvid kertoimia A1,..., A, kutsutaan yleisesti Lagrangen kertoimiksi. Ne antavat
meille tyokalun sidotun &ariarvotehtdvin ratkaisemiseksi. Jos nimittiin tieddmme, ettd side-ehtojen ratkai-
sujoukko S on epatyhja kompakti, niin talloin Seurauksen [[27 nojalla jatkuva funktio f saavuttaa joukossa
S sekd suurimman ettd pienimmén arvonsa. Y1la kerrotun mukaisesti sidotut dariarvot ovat joko side-ehdon
suhteen epésddnnollisié pisteitd, tai sitten ne toteuttavat Lauseen [34] vektoriyhtdlon joillakin Lagrangen
kertoimien arvoilla. Talld tavalla l0yddmme yleensd &érellisen joukon kandidaattipisteitd. Nédiden joukosta

on sitten yksinkertainen tyo 16ytda kokeilemalla se, jossa tavoitefunktion arvo on suurin tai pienin.

Esimerkki 4.35. Olkoon F seuraava tason pisteiden joukko
E={(z,y) € R? | 2* + 2y +y* = 3}.
Millé joukon z pisteistd on suurin z-koordinaatti? Milla taas pienin?

Ratkaisu. Meilld on side-ehto

Gla,y) =a* +ay+y°>-3=0

ja tavoitefunktio f(x,y) = x. Tarkistamme ensin, ettd joukon F pisteet ovat kaikki sdannollisia side-ehdon
suhteen. Funktion G gradientti
VG(x,y) = 2z +y,z + 2y)

hévidd ainoastaan origossa, koska yhtélot 2z +y = 0 ja  + 2y = 0 médrddvat kaksi erisuuntaista origon
kautta kulkevaa suoraa. Koska origo ei kuitenkaan ole kiyralla F, niin viite seuraa.

Selviisti joukko E = G~1({0}) on suljettu (Lause [[21)). Kédyrin E yhtilosti seuraa, etti

y2,

B~ w

1 3
3:x2+$y+y2:(x+§y)2+1y22
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Kuva 4.16: Yhtilon 22 + zy + y? = 3 ratkaisujoukko

mistd voimme péitelld, ettd y? < 4. Samoin niemme (symmetria), etti 22 < 4. Niin ollen joukko E on
rajoitettu, koska x? + y? < 8 aina, kun (x,y) € E. Niin ollen F on kompakti. Koska (1,1) € E, niin £
on myos epatyhja. Néin ollen Seurauksen nojalla tavoitefunktio saavuttaa joukossa E suurimman ja
pienimmén arvonsa. Joukko E on kuvassa

Funktion f gradientti on vakiovektori V f(z,y) = (1,0). Lagrangen kertoimien menetelmé kertoo siten,

ettéd sidotussa ddriarvokohdassa (x,y) = 0 on voimassa vektoriyhtdlo
(1,0) = A2z +y,x+2y). (%)

Tamaén lisdksi meilld on tietenkin kdytossimme side-ehto G(z,y) = 0 (3 yhtalod 3 tuntematonta). Yhtalo (x)
ei voi toteutua, jos A = 0. Kun A # 0, niin vertailemalla siiné jalkimmaéisid komponentteja ndemme, ettéd ()
voi toteutua vain, jos x + 2y = 0. Sidotuissa ddriarvokohdissa siis # = —2y. Sijoittamalla tdma side-ehtoon
saamme yhtalon

0=G(-2y,y) =4y> —2y° +y* — 3 =3y" - 3,

mistd ratkeaa y = +1. Koska @ = —2y, niin saamme kaksi kandidaattipistettd a; = (—=2,1) ja as = (2, —1).
Vastaukseksi saamme siis, ettd kiyrdlla E suurin a-koordinaatti on pisteelld (2, —1) ja pienin pisteelld

(—2,1).

Edellinen esimerkki yritti myos valaista Lagrangen kertoimien roolia. Voimme ne toki myos ratkaista
muodostuneesta yhtaloryhmaésta, mutta niiden arvon l6ytdminen ei aina ole tarpeen tehtavéin ratkaisemiseksi.
Sidottuun &dariarvotehtdavaan ajaudutaan myos silloin, kun tehtdvana on etsia tavoitefunktion f suurin
ja pienin arvo annetussa kompaktissa joukossa K C R". Koska Seurauksen nojalla mikd tahansa jat-
kuva funktio saavuttaa joukossa K suurimman ja pienimmén arvonsa, niin ongelman ratkaisemiseksi riittaa

tuottaa sellainen dérellinen joukko kandidaattipisteité, joiden joukosta ratkaisu 16ytyy:
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e Jos suurin tai pienin arvo saavutetaan joukon K sisédpisteessd a € K°, niin kyseisessd pisteessd on
oltava lokaali dériarvo. Téllaiset kandidaattipisteet 10yddmme méaaradméalld pisteet, joissa Vf = 0 (tai

joissa f ei ole differentioituva).

e Jos suurin tai pienin arvo saavutetaan reunapisteessi a € 0K, ja a kuuluu sellaiseen reunan osaan,
joka madraytyy side-ehdoista G(x) = 0, G differentioituva, niin 16yddmme pisteen a vastaavan sidotun

dariarvotehtavin kandidaattipisteiden joukosta.

e Yleisesti reuna 0K voi muodostua useasta suljetun joukon C;,i = 1,...,k, unionista, kukin oman
side-ehtonsa maéarittelema. Télloin on vield erikseen kasiteltdva reunan osien epéatyhjat leikkaukset
C; N 0}, jolloin saamme kaksi side-ehtoa. Tarvittaessa on jatkettava useamman kuin kahden reunan

osan leikkauksiin.

Esimerkki 4.36. Olkoon K C R? osajoukko
K ={(z,y,2) e R’ | 2® + 9> +2° < 3,2 < 1}.

Selvitii, missi joukon K pisteessi funktio f(x,y,2) = o + xy + 22 saa suurimman arvonsa ja missi taas

pienimman.

Ratkaisu. Selvisti K on suljettu ja rajoitettu, joten se on kompakti. Aloitetaan selvittdmalld funktion f

kriittiset pisteet. Osittaisderivoimalla saadaan gradientiksi
Vi(z,y,2) =1 +y,x,2z).

Nihddin, ettd tAméa havida ainoastaan pisteessid a; = (0, —1,0). Koska a; € K otamme sen mukaan kandi-
daattipisteiden joukkoon, ja laskemme f(a;) = 0.

Joukon K reunasta osa on pallokuorella Gy (z,y,2) = 22 + y? + 2% — 3 = 0 ja osa tasolla Ga(z,y,2) =
z —1 = 0. Ndmai reunan osat ja niiden leikkausjoukon nahdaan Kuvassa [Z17]

Tutkimme ensin pallokuorta, jolla on voimassa side-ehto G1(x,y, z) = 0. Lagrangen kertoimien menetelmé

antaa meille vektoriyhtdlon
Vi=00+y,x,22) = A2x,2y,2z) = A\VG;. (%)

Vertailemalla téssd viimeisida komponentteja ndemme, ettd joko A = 1 tai z = 0. Jos A = 1, niin kahta
ensimmaéistd komponenttia vertaamalla ndemme, ettd x = 2/3,y = 1/3. Yhtdlostd G;(z,y, z) = 3 ratkeaa
talloin 2 = 4+1/22/3. Koska v/22/3 > 1, niin ainoastaan miinusmerkkinen ratkaisu kuuluu joukkoon K.
Loysimme siis toisen kandidaattipisteen ag = (2/3,1/3, —v/22/3), ja f(ag) = 10/3.

Jos taas z = 0, niin yhtélossé (x) meitd kiinnostaa vain 2 ensimmaéistd komponenttia. Koska emme ole

funktion f kriittisessd pisteessd A # 0. Yhtéaloparilla
(a,b) = Xe, d)
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Kuva 4.17: Epdyhtéléiden 22 + y? + 22 < 3 ja z < 1 médrdiméin joukon reunan osat

on ratkaisu A # 0 vain, jos ad = be. Télld tavalla voimme eliminoida kertoimen A, ja saamme yht&lon
2% = 2y + 2y* = 2 =y + o2
Sijoittamalla tdmé side-ehtoon G1(x,y,0) = 0 saadaan
2 +y—3=0,

jonka ratkaisut ovat y = —3/2 ja y = 1. Kumpaakin néité y:n arvoa kohti saamme 2 vaihtoehto z:lle yht&lostéa
22 = y + y2. Kaiken kaikkiaan 16ydimme nelji uutta kandidaattipistettd as = (v/2,1,0), a3 = (—v/2,1,0),
as = (v3/2,-3/2,0) ja a5 = (—v/3/2,—3/2,0). Funktion f arvot niissi pisteissi ovat f(ag) = v/3/4 =
—f(a3), f(as) = 2v2 = —f(as)

Tasolla z = 1 kiiytamme side-ehtoa Ga(z,y, z) = 0, ja Lagrangen kertoimien menetelmé antaa vektoriyh-
talon

(1+y,z,22z) =X (0,0,1).

Vertailemalla kahta ensimmaéistd komponenttia ndemme, ettd télloin y = —1,2 = 0. Téastad saamme siis
kandidaattipisteen ag = (0, —1, 1), jossa tavoitefunktio saa arvon f(ag) = 1.

Suurin tai pienin arvo voidaan vield saavuttaa pallokuoren ja tason z = 1 leikkausympyrélld. Huomaa,

ettei télla leikkauskayrélla oleva piste valttdmatta tule esille sidottuna dériarvokohtana vain toista side-ehtoa

kaytettdessd! Lagrangen kertoimien menetelmé antaa talloin yhtalon

(1+y,x,22) = A\ (22,2y,22) + A2(0,0,1).
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Toisaalta tieddmme toisen side-ehdon perusteella, ettd z = 1. Ndemme, etté kolmansia komponentteja kos-
kevan yhtélon ainoa tarkoitus on justeerata kertoimen Ao arvo. Koska Ay ei meitd varsinaisesti kiinnosta,

unohdamme kolmannet komponenti, jolloin meille jaa yhtélopari
(1+y,z) = A (22,2y) ()
seké side-ehto G1(x,y,1) = 0. Eliminoimalla A; yhtdlostd (sx) kuten aiemminkin saamme jélleen
o® =y +y?
Sijoittamalla tdmé side-ehtoon 22 + y? + 12 = 3 saadaan nyt
2% +y =2,

mistéd edelleen ratkeaa
1
Yy = Z(_l +V17).
Talloin

1
x2:y2+y:§(7:|:\/ﬁ).

Merkitidin o = /(7 — V17)/8, B =/ (T+V17)/8, v = (-1 = V/17) /4 ja § = (=1 + 1/17) /4. Saamme nelji
kandidaattipistetta lisdd a7 = (o, v, 1), ag = (—a, 7, 1), a9 = (5,0,1) jaa;g = (=0, d,1). Laskemalla ndimme
niistd suurin arvo on f(ajg) & 3,0998 ja pienin f(ag) ~ —1,0998.

Yhteenvetona toteamme, etti joukossa K funktio f saa pisteessi a; = (2/3,1/3, —+/22/3) suurimman

arvonsa 10/3 ja pienimmén arvonsa —2+/2 pisteessi a5 = (—v/2,1,0).
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Luku 5

Vektorikenttien kayraintegraaleista

Sovelluksissa tormétadn myos tilanteisiin, joissa haluamme integroida yli ‘n-ulotteisen’ joukon A, misséd A
on kuvailtu korkeampiulotteisen avaruuden R™ n < m, osajoukkona. Haluamme esimerkiksi muodostaa
integraalin yli tason (tai korkeampiulotteisen avaruuden) parametrisoidun kiyriin, tai yli avaruudessa R3

lilluvan pinnan. T&ll6in ensimmé&inen ongelma on ‘sallitun’ integroimisjoukon kuvaileminen.

5.1 Kayrista

Mielikuvaamme avaruuden R™ kéyréstéd vastannee suurin piirtein joukkoa, jonka pisteet voidaan jatkuvasti
parametrisoida yhden parametrin avulla (kidyrdn on tarkoitus olla 1-ulotteinen objekti). Parametrisointi

saadaan aikaan funktiolla
v [CL, b] — Rna’}/(t) = (Cl(t)v CQ(t)a cee ,Cn(t)).

Téssé [a,b] C R on parametrin ¢ vaihteluvili, ja funkiota ~ vastaava kdyrd on sen kuvajoukko

V(la, b)) = {7(t) € R" | t € [a, 0]}

Saamme siis kilyrin pisteitd antamalla parametrille ¢ arvoja valilta [a, ].

Vaadimme ehdottomasti, ettd tassa esiintyvét funktiot ¢;,¢ = 1,2, ..., n, ovat kaikki jatkuvia valilla [a, b].
Muutoinhan kéyra voisi hyppiéd sinne tdnne. Itse asiassa tdméa ei aivan riité, silla pelkka jatkuvuus sallii
vield sangen patologisia tilanteita. Esimerkiksi ns. Peanon kdyrd muodostuu jatkuvien funktioiden parista
v = (e1,¢2), jolle (]0,1]) = [0,1] x [0, 1]. Téssé siis kuvajoukko on tdysindinen nelié, miké ei 2-ulotteisena
sovi mielikuvaamme kéyrastd. Taméan kurssin puitteissa ei ole aikaa paneutua tdhédn problematiikkaan, ja
tyydymme seuraavaan madritelméén, joka on sovellusten kannalta riittdvin yleinen. Maariteltédva késite tie

rajaa pois anomaliset tapaukset.

Madéritelma 5.1. Oletetaan, ettd a,b € R, a < b. Sanotaan, ettd v : [a,b] — R™,t — (c1(t), ca(t), ..., cn(t))
on polku (R™:ssd), merkitsemme kuvajoukkoa v* = {v(t) | t € [a,b]}, ja sanomme, ettd v* (eli y:n jalki)
on kayrd ja v sen (erds) parametriesitys tai parametrisointi. Sanotaan, ettd v(a) on kiyran alkupiste ja v(b)

loppupiste.
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Polku 7 : [a,b] — R™ on sulkeutuva, jos sen péaitepisteet yhtyvét, eli jos v(a) = v(b). Sulkeutuva polku
on Jordanin kdyrd, jos silld on sellainen parametrisointi v : [a, b] — R™, ettd v(t1) # v(t2) aina kun ¢; < o
poikkeusta t; = a,t2 = b lukuun ottamatta (kiyra ei siis leikkaa itsedan).

Polku v : [a,b] = R™ on paloittain jatkuvasti derivoituva, jos vali [a, b] voidaan jakaa dérellisen moneen

osaan jakopisteilld a =ty < t; <ty < .-+ <t = b siten, etté
e kukin funktioista ¢;,4 = 1,2,...,n, on jatkuva koko vélilla [a, b],
o kukin funktioista ¢;,¢ = 1,2,...,n, on jatkuvasti derivoituva kullakin avoimella osavalilld (¢;_1,t;),

7 =1,2,...,k, ja toispuoleisesti jatkuvasti derivoituva kunkin osavélin paatepisteissa,

o derivaatoista muodostettu vektori (¢ (), ch(t), ..., c,(t)) (missd derivaatat tulkitaan toispuoleisina ja-

e n

kopisteissé t = t;) ei ole nollavektori kuin mahdollisesti dérellisen monella parametrin ¢ arvolla.

Paloittain jatkuvasti derivoituvaa polkua kutsutaan myds lyhyesti tieksi.

Kuva 5.1: Siled kédyra pisteestd A pisteeseen B, ja sulkeutuva kayri, joka alkaa ja padttyy pisteessa P.
Kéyrien kulkusuunta osoitetaan nuolilla.

Rajoitetulla méaéritelméllamme on se miellyttivd seuraus, ettd kiyrélle voidaan talloin mééritelld tan-
gentti. Jos v : [a,b] = R™ on paloittain siled parametrisointi, ja kohdassa t = t; sen kaikilla komponenteilla
¢i(t),i =1,2,...,n, on derivaatta, niin kiyran v tangenttivektori v/(¢o) pisteessa ~y(¢y) on

lim y(to +h) —~(to)
h—0 h

= (Cll(to), C/Q(to), - ,C;L(to)) e R™.

Y14 erotusosaméadrissi esiintyy pisteen 7(to) ja sitd 1dhelld olevan pisteen (g + h) erotusvektori. Kun
h — 0 niin tavalliseen tapaan erotusvektori lyhenee ja kdantyy tangentin suuntaiseksi. Jakaminen suureella

h johtaa siihen, ettd raja-arvoksi saadaan jokin nollasta eroava vektori, joka selvéstikin kertoo meille kdyran
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kulkusuunnan pisteesti () kasvavan parametrin suuntaan jatkettaessa. Huomaa, ettd mééritelmén ehtojen
viimeisen ehdon perusteella paloittain siledsti parametrisoidulla kéyralld on tangentti kaikkialla darellista
poikkeuspisteiden joukkoa lukuunottamatta.

Y Y

X

Kuva 5.2: Pisteessi, jossa y(t) on derivoituva ja 7/(t) # 0 saadaan kéyrille tangenttivektori. Vastakayralla
on sama jalki, mutta kulkusuunta on péinvastainen. Tangentti kertoo myos parametrin kasvusuunnan.

-
Tarvitsemme usein annetun kayrdn v wvastakdyrdn 7 kasitettd. Idea on, ettd kyseessd on sama kayra

kuljettuna vastakkaiseen suuntaan, jolloin tietenkin alkupiste ja loppupiste vaihtavat rooleja keskendén. Jos

v i fa,b] = R™ t— (c1(t), ..., cn(t)) on paloittain siled parametrisointi, niin vastakayralld on parametrisointi
5 [-b,—a] = R™,t — (c1(=t),...,cn(—t)). Ketjusddnnon nojalla
!

Y (—to) = =7/ (to),

eli vastakdyran tangenttivektori on alkuperaisen kdyran tangenttivektorin vastavektori. Huomaa, etta tassa
5 (—to) = v(to), eli ndmé tangenttivektorit on piirretty samaan pisteeseen.

Vield useammin tarvitaan ns. kdyrien summaa (tai yhdistettyd kdiyraa). Jos v : [a1,b1] — R™ ja 72 :
[az, ba] — R™ toteuttavat ehdon 71 (b1) = vy2(az), eli jos kiyran 1 loppupiste yhtyy kiyran v, alkupisteeseen,
niin kdyrd 1 + 72 kulkee ensin pitkin kadyriad v, ja jatkaa sitten pitkin kayraa ~o. Siis

. 71 (1), jos t € a1, b1], ja
Mtz lan bt (b - el b {Wg(t — by +az), jost€ [b1,b+ (b — az)l.
Jos téssd 1 ja o olivat paloittain sileitd parametrisointeja, niin sama koskee parametrisointia v, + vs.
Komponenttifunktioiden jatkuvuuden kannalta oli valttaméatonta, ettd v1(by) = Y2(az).
Kéayrien summasta kadytetddn myos merkintdd v, V 2. Kysehédn on erddnlaisesta unionista, mitd V-
merkintd muistuttaa enemmén kuin +-merkinté. Lisdksi summamerkintdd kéytettdessd on lievid vaaroja

sekaannuksesta. Koska R™ on vektoriavaruus, niin R"-arvoisten funktioiden summa usein méaritellian pis-

teittdin (f + g)(t) = f(t) + g(t). Kéyrien summassa tastd EI ole kyse. Lisdksi on pidettdva mielessa, ettei
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Kuva 5.3: Jos 1 on paloittain siled kiyra pisteestd A pisteeseen B, ja o paloittain siled kayra pisteestd B
pisteeseen C, niin yhdistetty kéayréd 1 + 72 on paloittain siled kayré pisteestd A pisteeseen C.

summaa ole madritelty kaikille kdyrille, vaan ainoastaan niissé tapauksissa, joissa seuraava kiyrdd jatkaa
edellista.

Kéayran parametrisointi ei ole yksikésitteinen. Piddmme kahta silefisti parametrisoitua kiyrda samoina,
jos niilld on sama jalki ja sama kulkusuunta. Asetamme teknisié rajoituksia parametrin vaihdolle. Seuraava

tulos antaa tarkan mééritelmén, ja vetdd yhteen parametrinvaihdon ominaisuudet.

Lemma 5.2. Oletetaan, etti vy : [a,b] — R™,t +— (c1(t),ca(t),...,cn(t)) on paloittain siled parametrisointi.
Oletetaan lisiksi, ettd T : [, ] = [a,b] on aidosti kasvava ja koko valilld jatkuvasti derivoituva bijektivinen
funktio. Talloin yor :uw (c1(1(u)),ca(r(w)),...,cn(T(n))) on sekin paloittain siled parametrisointi. Nditd
vastaavat kdyrat v([a,b]) ja (v o 7)([er, B]) yhtyvdt pistejoukkoina. Koska T(a) = a ja 7(B) = b, niin nditd
parametrisointeja vastaavilla kayrilld on myds sama alkupiste ja sama loppupiste. Niiden tangenttivektorit
ovat yhdensuuntaisia kaikissa niissi kdyrin pisteissi v(t),t = 7(u), joissa v'(t) on olemassa, ja 7'(u) # 0.
Tésmallisemmin:

(vor) (u) = 7'(u)y'(r(u))

kaikille u € [a, f].

Todistus. Koska vaadimme, ettd 7 on aidosti kasvava bijektio, sen on kuvattava vélin [, 5] padtepisteet vilin

[a, b] padtepisteiksi esitetylld tavalla. Tangenttien vélinen yhteys seuraa yhden reaalimuuttujan funktioiden

ketjusdannosta
d(ci(r(w) _ /
—— =c(t(uw)) - 7' (u),
Z () ' (w)
joka on voimassa kaikille ¢ = 1,2, ..., n, niissé pisteissé joissa esiintyvét derivaatat ovat olemassa. |
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Kuva 5.4: Murtoviiva on luonnostaan paloittain siledsti parametrisoitu kayra.

Esimerkki 5.3. Kuvan[E.4lmurtoviiva on helposti parametrisoitavissa paloittain siledsti. Esimerkiksi funktio
v :[0,4] — R?
(t,0), kun 0 <t < 2,
v(t) =< (¢t —2), kun 2 <t < 3,
(6—t,t—2), kun3<t<4
parametrisoi sen. Téssd 7/(t) = (1,0) kun ¢ € [0,2), v/ (¢) = (1,1) kun ¢t € (2,3) ja 7/(¢t) = (—1,1) kun
t € (3,4]. Kayralla ei ole tangenttia kérjissd v(2) ja v(3). Toispuoleiset derivaatat niissikin kuitenkin on.

Kuva 5.5: Napakoordinaattiyhtalon r = esr vililla ¢ € [—m, 3w parametrisoima kéyra.

Esimerkki 5.4. Napakoordinaattikulma ¢ on usein luonteva parametri tasokayralle. Kuvassa [5.5] on napa-
koordinaattiyhtélon r = e?/2™ kuvaaja vililli —m < ¢ < 3w. Tissi (z,y) = v(¢)
r =e??" cos ¢,
y =e??Tging.
Timin kiyrin alkupiste on (—e~!,0) ja loppupiste (—e3,0). Kéyrin tangentti pisteessi v(¢) on
e®/2m

v'(¢) = o (cos ¢, sin @) + e¢/2”(— sin ¢, cos ¢).
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5.2 Kayran pituus

Kasittelemme kayrdn pituutta ainoastaan siledssé tapauksessa, eli oletamme parametrisoinnin olevan pa-
loittain jatkuvasti derivoituva. Koska suoran jananpétkéan pituus ei ole lainkaan ongelmallinen késite, on
luonteva ldhestymistapa jakaa kéyra lyhyisiin "suoriin' osiin.

Y Y

ds dy

Kuva 5.6: Sileén kdyridn approksimointi murtoviivalla ja kaarialkio ds = /dxz? 4 dy?.

Jos kéyrallimme on paloittain siled parametrisointi v = (¢1, ¢a, ..., ¢n) : [a,b] — R™, niin véilin [a, b] jakoa
D:a=ty <t <...<ty, = b vastaa kilyran korvaaminen pistejonon v(to), y(t1), - .., v(t;) maaradmalla

murtoviivalla kuten Kuvassa vasemmalla. Murtoviivan yksittédiset jananpéatkat ovat erotusvektoreita

Ay (i) = y(t:) —v(ti-1).

Téllaisen murtoviivan pituus L(y, D) on tietenkin nédiden vektorien pituuksien summa

L(y, D) = Z 1Ay (@)]]-

Toiveena on, ettd jaon D tihentyessd téllaisten murtoviivojen pituudet l&hestyisivit raja-arvona jotakin
reaalilukua L. Jos néin on, sanomme, ettd kiyrd v on suoristuva, ja maérittelemme sen pituudeksi L(v) =
L. Osoitamme, ettd siledn kayran tapauksessa asia on aina néin, ja johdamme kiyrdn pituudelle kaavan
madrattyna integraalina. Perustelu on hieman kursorinen.

Oletuksen mukaan voimme jakaa kiyrdn darelliseen moneen osaan, joilla parametrisointi jatkuvasti deri-
voituvaa. Voimme tutkia pituuta yksi tdllainen osa kerrallaan tarvittaessa jakoa tihentamaéllé, joten oletam-
me yksinkertaisuuden vuoksi funktioiden ¢;(t),j = 1,2,...,n olevan jatkuvasti derivoituvia valilla ¢ € [a, b].
Sovelletaan differentiaalilaskennan véliarvolausetta funktioon ¢; osavalilld I; = [t;—1,¢;]. DVAL lupaa, ettd

on olemassa luku &;; € I;, jolle

cj(ti) = cj(tio1) = ¢ (&ij)(ti — tiz1).
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Naéin ollen

[[Ay(2)[| = 203(51'3‘)2(%— i-1) /ZC (&j)2(t —tiz1). (%)

Kiinnitetdén toleranssi € > 0. Komponenttien derivaattojen neliot ¢ (t)?, j = 1,2,...,n, ovat tasaisesti
jatkuvia suljetulla valilla [a, b], joten kunhan jako D on tarpeeksi tiheé, niin kullakin j:n arvolla on voimassa
epayhtalo

|c(&i7)? — ¢ (t:)?] < €2 /n.
Korvaamme yhtélossa () luvut &;,7 = 1,2,...,n, kaikki samalla luvulla ¢;. Ndemme, ettd tihedd jakoa

kéytettaessd kaavassa (%) syntyvd virhe on < e(t; — t;—1), eli

[[A(3)]| — Z L(ta)? (b —tic1)| < ety —tio1).

J

Laskemalla osavélien I; kontribuutiot yhteen saamme tulokseksi

L(%D)—Z /Zc}(ti)z(ti—ti,l) <elb—a). (%)

Téssé esiintyvd summa on méaédrattyyn integraaliin

ja jakoon D liittyva Riemannin summa. Jatkuvuuden vuoksi kyseinen integraali on olemassa. Koska voimme
valita luvun € > 0 mielivaltaisen pieneksi, ja jaon D riittévén tihedksi, niin epayhtélon () nojalla murtovii-

vojen osamédarat lahestyvat raja-arvonaan mainittua integraalia. Olemme perustelleet seuraavan tuloksen.

Lause 5.5. Oletetaan, ettd v : [a,b] = R™ on paloittain jatkuvasti derivoituva kayrd. Talloin kayrdlld v on

pituus L(v), ja

Tulos on ehké helpompi muistaa kéyttden kaarialkiota ds. Koska kéyréd on siled, sen infinitesimaalinen

patki on suora vektori dr = (dx1,dxs, . .., dx,), jonka pituus

ds:\/d:c%—i—d:c%—l—~-~—i—d:c$I

n-ulotteisen Pythagoraan lauseen mukaisesti. Kuvassa[5.6] oikealla on kuva 2-ulotteisen kiyrin kaarialkiosta.
Téssd du; = ¢}(t)dt, ja kaava kiiyrdn pituudelle L = [ ds seuraa.

Samalla saamme tangenttivektorin pituudelle lausekkeen

V@I = \/0’1(15)2 + ()2 4+ o (1)?

132



ja yhteyden
ds = [|y'(¢)]] dt.

Tarkistetaan ensin, ettd Lause antaa oikean tuloksen ympyrén kaaren pituudelle.

Esimerkki 5.6. Origokeskiselld R-siteiselld ympyrilld on parametrisointi v(¢) = (Rcos¢, Rsing), ¢ €
[0,27]. Kéyrd on suljettu, silld v(0) = v(27) = (R,0). Derivoimalla dx/d¢ = —Rsin¢, dy/d¢ = Rcos ¢,
mista
' (9)* +y/'(9)* = R*(sin” ¢ + cos” ¢) = R*.
Ympyréin kaaren pituudeksi saadaan néin
21
L= VR?d¢p =27 R.

$=0

Esimerkki 5.7. Yhden reaalimuuttujan funktion f(x) kuvaajalla y = f(x) voimme kiyttad a-koordinaattia

parametrina, y(x) = (z, f(z)). Kunhan f on luokkaa C! vililli = € [a,b], niin téssd ¢} (z) = dz/dx = 1 ja

ch(z) = dy/dx = f'(x). Kuvaajakdyran pituus L saadaan siis integraalista

L:/b V1T (@) de.

Kuva 5.7: Ruuvikierre- eli heliz-kéyra.

Esimerkki 5.8. Ruuvikierrekédyralld (ks. Kuva [5.7)) on parametrisointi

r = Rcost,

y = Rsint,
ht
21’
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missé ¢ on parametri, ja h, R kdyradn muodon ja koon kiinnittaviad vakioita. Kuvaile vakioiden h ja R geo-

metrinen merkitys ja laske ruuvikierteen yhden kierroksen, ¢ € [0, 27|, pituus L.
Ratkaisu. Huomaamme, etté kaikilla parametrin ¢ arvoilla
2? +y? = R*(cos®t +sin’t) = R?,

eli ruuvikierre on lierion 22 + y? = R? pinnalla Kuvan 5.7 mukaisesti. Lisiksi trigonometristen funktioiden

jaksollisuuden vuoksi kaikilla parametrin ¢ arvoilla on voimassa yhtalot

x(t+2r) = Recos(t+2m) = z(t),
y(t+2w) = Rsin(t+27) = y(t),
S(tt2m) = W — ) +h

Nama tarkoittavat sitéd, ettd aina, kun parametri ¢t kasvaa 2m:n verran, kayralla siirrytddn matkan h verran
ylospéin (lierion akselin eli tdlla kertaa z-akselin suuntaan).

Derivoimalla ndemme, etté

h2
() +y'(t)* + 2/ (1) = R* ((—sint)® + (cost)?) + yo)
7r
h2
Y > 2
* An?’

eli parametrista ¢ riippumaton vakio. Ruuvikierteen yhden kierroksen pituus on néin ollen

27
L= [ O+ + 20 d
t=0

12
—om[R2 4+ 2
T + 472

= /(27 R)? + h2.
Huomaamme, ettd L on myo6s sellaisen suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus, jonka kateetit ovat
27 R ja h. Tama on selitettéavissd seuraavasti. Kuvittele mielessési suorakaiteen muotoinen paperiarkki, jonka
sivujen pituudet ovat 27 R ja h. Kyseisen suorakaiteen lavistajan pituus on télloin L. Kyseisella paperiarkilla
voi paperoida R-sdteisen ympyréalierion muotoisen putken, jonka pituus on h. Paperoitaessa arkin lavistaja
seuraa tarkalleen ruuvikierrekdyréd lierion pinnalla. Huomaa, ettd lieriotd paperoitaessa arkki ei rypisty

(painvastoin kuin pallon muotoista lahjaa paperoitaessa).

5.3 Kayraintegraali

Oletetaan, ettd v on alueessa A C R™ kulkeva tie, ja f = (f1, f2,.-., fn) : A = R™ joukossa A médritelty
jatkuva vektorikenttd. Kentdn f integraali yli kdyran v laskee kentdn f kdyrdn + tangentinsuuntaisten
sisdtulojen summaa. Tahdn késitteeseen tormétddn muun muassa fysiikassa, kun lasketaan voimakentéan

kayréda v pitkin liikkuvaan kappaleeseen tekemd tyo, mutta késite on yleisempi.
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Naihin liittyvét differentiaalit esiintyvét kirjallisuudessa usein merkinnoéin: paikkavektorin r differentiaali
dr (etenkin fysiikassa) sekéd pienen kaarenpalan pituus ds = ||dr||. Avaruudessa R™ kéytetddn dr:std myos
(vektori)merkintdéd dr = (dx1,dzs, . .., dz,). Kun n = 2 tai n = 3, ja tavalliset karteesiset koordinaatit ovat
kéaytossd, niin dr = (dx, dy) tai dr = (dx, dy, dz) niin ikd4n tarkoittavat samaa.

Jos v : [a,b] — A on paloittain siled parametrisointi, ja D : a =ty < t; < ... <t = b on jokin vélin [a, b]

jako, niin voimme muodostaa tdhén jakoon liittyvid Riemannin summia

k
S(Dv 5) = Z(f(V(&))v A%)v
i=1
missé luvut &;,7 = 1,2,...,k, valitaan satunnaisesti vélilta [t;_1,¢;]. Kiyrdintegraali f,y f médaritellaan sit-

ten ndiden Riemannin summien raja-arvona jakoa D tihennettiessd (mikéli tdllainen lukujen &; valinnasta
riippumaton raja-arvo on olemassa). Voisimme yrittd4 my6s muodostaa tdhin jakoon liittyvit ylé- ja alasum-
mat, jolloin annamme lukujen &; kdyda lapi koko osavilin [t;—1, ;] ja madradmme sisatulon (f(y(&)), Av:)
infimumin ja supremumin kullakin osavililld, ja muodostaa vastaavat yli- ja alasummat. Tahan liittyy kui-
tenkin se periaatteellinen ongelma, ettei jaon tihentdminen yleenséa kielld sitd, etteikoé yldsumma voisi kas-
vaa! Tamé pulma voidaan kiertad paloittaisen sileyden avulla, mutta sivuutamme yksityiskohdat. Toteamme

yksinkertaisesti, ettd paloittain silefissi tapauksessa voimme kiyttdd yhteyttd Avy(i) = +'(t;—1)At;. Talloin

k k n
DO ED), Ay (@) =Y (v (€0)(es(t) — ¢(tia).
i=1 =1 j=1
Téssa koordinaattia x; vastaavassa summassa
k
S HEOEN(C () —eiltic) (%)
i=1

on differentiaalilaskennan véliarvolauseen ja funktion c¢; derivoituvuuden nojalla kullakin osavélilld olemassa
sellainen luku &;; € (ti—1,t;) jolle ¢;(t;) — ¢j(ti—1) = c; (&) (t; — ti—1). Kentdn f komponenttifunktioiden f;
tasaisen jatkuvuuden vuoksi voimme valita & = &;; (periaate on sama kuin kéyrén pituutta méériteltdessa,
mutta sivuutamme yksityiskohdat). Téll6in summa (%) muuttuu summaksi

k

S L@ Gt —ti). (%)

i=1
Néemme, ettd tdmé on funktion g;(t) = f;(y(t))c;(t) vilin ¢ € [a,b] jakoon D liittyvd Riemannin summa.
Erityisesti se on funktion g;(¢) tdhén jakoon liittyvien yld- ja alasummien vélissi. Paloittainen sileys takaa,
ettd funktio g;(t) on paloittain jatkuva, ja siis integroituva yli vilin [a, b]. Néin ollen summat (*x) ldhestyvét
integraalia

b

fi(y(#)e;(t) dt

t=a

jaon tihentyessé. Laskemalla yhteen eri koordinaattien kontribuutiot pdddymme seuraavan tulokseen, jota

voimme kéyttda myos kayrdintegraalin maaritelméana valitsemassamme rajoitetussa kontekstissa.
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Lause 5.9. Oletetaan, ettc A C R™ on avoin, [ = (f1, f2,--., fn) : A = R™ jatkuva vektorikenttd, ja

v=(c1,¢2,...,¢n) : [a,b] = A paloittain siled kayrd. Talloin

Af=[:§yxwmq@ﬁ.

Tastéa kdyraintegraalista kdytetadn myos merkintaa

/f1d$1+f2d5€2+"'+fnd$na
,

missé integrandina esiintyy differentiaalimuoto fidx1 + fodxg 4+ -+ + fn dx, (niistd enemmén kurssilla

Differentiaaligeometria). Koska tdmé voidaan formaalisti ajatella sisédtulona

fld:cl+f2da:2+-~+fnd:cn:f~dr,

/Vf-dr

on myos kdytossa (ja 2- tai 3-ulotteisissa tilanteissa sangen havainnollinen!).

niin merkinta

Huomautus 5.10. Kéayraintegraali on sikdli hyvinméaritelty, ettei se riipu kiayrédn parametrisoinnista. Jos
nimittiin v : [a, b] — R™ on erédén kiyran paloittain siled parametrisointi, ja 7 : [, 5] — [a, b] on derivoituva

parametrinvaihtofunktio, niin ketjusddnnon nojalla

deon)(w) _
du 7

valin u € [, B8] niissd pisteissé, joissa ¢; on derivoituva (eli aarellistd poikkeusjoukkoa lukuun ottamatta

kaikkialla). Néin ollen sijoitus ¢ = 7(u) muuttaa integraalin

b n
~/t: Z Fi(v(#)e(t) dt

integraaliksi

B n Jé] n
[ S hat@ng i @de= [ 3 56w
mikd méaritelmin nojalla on vektorikentdn f kayrdintegraali yli paloittain siledn kédyrin
;7'/ = (617627 e ,Cn),
missé ¥ =y o7 ja ¢; = ¢; o7 saatiin parametrinvaihtoa 7 vastaavina yhdistettyind funktioina.

Analogisesti yhden muuttujan maéérattyja integraaleja koskevan sdédnnon f; f = fac f+ fcb f kanssa

saamme kiyrien summan kéyrdintegraaleille sidnnon

/%Hzf:/wﬁ/wf.
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Luonteeltaan samanlainen havainto on

[ifs
il Y

Tama on kédyraintegraalien vastine yhden muuttujan maarattyja integraaleja koskevalle sdannolle f: f=
~l f

Esimerkki 5.11. Lasketaan vakiokentdn f = (1,1) kdyrdintegraali yli Kuvan (B4 murtoviivan.

Ratkaisu. Murtoviivalla on parametrisointi « : [0, 4] — R?

(t,0), kun 0 <t < 2,
y(t) =< (¢t —2), kun 2 <t < 3,
(6—t,t—2), kun3<t<4.

Naéin ollen
(150)7 kun0<t<2,
(c(t),ch(t) =< (1,1), kun2<t< 3,
(-1,1), kun3d<t<4.

Edelleen sisiatulo (f,7/(t)) saa arvot 1,2 ja 0 vastaavilla parametrin ¢ véleilld. Etsitty kiyraintegaali on siis

/f:/dx—i—dy
¥ 2l
2 3 4
:/ 1dt—|—/ 2dt+/ 0dt
t=0 t=2 t=3

—(2-0)-14+(3-2)-2+(4-3)-0=24+2=4.

Esimerkki 5.12. Lasketaan avaruuden R? vektorikentin f = (—y/(z? + y?), z/(2? + y?)) integraali
/ rdy —ydx
. x2 + y2
yli yksikkéympyran v(t) = (cost,sint),t € [0, 2x].

Ratkaisu. Kéayrilld v on x = cost, joten dx = —sint dt. Vastaavasti y = sint, joten dy = costdt. Tiella ~

on tietenkin z2 + 32 = 1. Niin ollen

rdy —ydx = cos® tdt — (—sint)(sint) dt = (cos®t + sin?t) dt = dt.

2m
/f = / dt = 2m.
o t=0

Kuvastab.8ndemme, ettd vektorikentté ‘pyorii kaikkialla samaan suuntaan kuin yksikkoympyrapolku’. Ta4ma

Tamén integrointi on siis helppo

nikyy siiné, ettd integrandimme on positiivinen (jopa vakio 1) koko integroimistiella.
Palaamme tahén kéyraintegraalin jatkossa. Se on ehka tarkein Funktioteorian kurssilla vastaan tulevista

kéyraintegraaleista, ja ansaitsee myos talla kurssilla saamansa ylimaarédisen huomion.

Esimerkissi BT1] tavallaan laskimme erdéin kdyriintegraalin yli jananpétkien 47 : (0,0) — (2,0), 72 :

(2,0) = (3,1) jays : (3,1) = (2,2) summakéyrand 1 + v2 + v3 saatavan murtoviivan.
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Kuva 5.8: Vektorikenttd (—y,z)/(2? + y?) ja yksikkdympyritie

Huomautus 5.13. Jos kdyrd v : [a,b] — R™ on sulkeutuva, eli y(a) = (b), niin téta tarkead erikoistapausta

korostetaan usein kédyraintegraalin merkinnéssa lisddmalld sen pédlle ympyré:

i

Talloin lukijaa automaattisesti muistutetaan siitd, ettd integraali on yli suljetun kayrén.

5.4 Greenin lause tasossa

Tarkastelemme seuraavassa tarkemmin kiyraintegraaleja tasossa R2. Osoittautuu, ettd vektorikentin kiy-
rdintegraali yli Jordanin kdyrdn yhtyy erddn funktion integraaliin yli kyseisen kdyrin sisdalueen. Tulos yleis-
tyy n-ulotteiseen avaruuteen ns. Stokesin lauseeksi — siitd enemmén kurssilla Differentiaaligeometria.

Greenin lause tasossa vaittad seuraavaa.

/(ﬁ—@>dzdy—/ gdx + fdy.
A\dz Oy A

Téssd A on tasoalue. Talla kurssilla vaadimme siltd enemmén kuin mitd Seuraus edellytti. Vaadimme
nimittéin, ettd alueen A reunan osina esiintyvat kdyréat ovat paloittain sileitd. Tamaé tietenkin siksi, ettemme
tormaisi esiintyvan kéayraintegraalin olemassaoloon liittyviin ongelmiin. Erityistd huomiota kohdistamme
(paloittain sileéin) reunakéyrin 0 A kulkusuuntaan. Yleisperiaatteena on, ettd reunaa tulee kulkea siten, ettd
alueen A sisdosa on kulkusuuntaan katsottuna vasemmalla.

Todistamme Greenin lauseen muutamissa erikoistapauksissa. Todistuksen yksityiskohdat riippuvat paljol-
ti alueen muodosta ja topologiasta (karkeasti ottaen mahdollisista rei’std, niiden lukuméérasta ja sijainnista
toisiinsa). Emme yritdkéin todistaa yleisintd mahdollista versiota. Tavoitteena on antaa lukijalle mielikuva

tekniikasta, jolla yleistys ainakin monireikéisille ja muille erikoisen muotoisille alueille voidaan tehda.
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T

Kuva 5.9: Yksinkertainen tasoalue, jonka reuna leikkaa koordinaattiakselin suuntaista suoraa enintdédn kah-
dessa pisteessa.

Lause 5.14. Oletetaan, ettd A on sellainen tason osajoukko, jonka ylareunalla ja alareunalla y on xz:m

derivoituva funktio, sekd vasemalla ja oikealla reunalla puolestaan x on y:n derivoituva funktio:
A={(z,y) e R*,z € [a,b],y1(2) <y < ya(2)}
= {(z,y) e R%y € [¢,d],x1(y) <z < wa(y)}
missa y1,y2 : [a,b] = R ja x1,x2 : [¢,d] = R ovat derivoituvia funktioita, ja lisiksi y1 < ya, y1(a) = ya(a),

y1(b) = y2(b) ja 1 < wo, z1(c) = x2(c), x1(d) = x2(d) tarkasteluvdleilli, ks. Kuva [529. Osoitetaan, ettd

Greenin lause on voimassa tallaiselle alueelle A.

Todistus. Funktio y; (x) midria alueen alareunan, ys(x) yldreunan, ;1 (y) vasemman reunan ja x2(y) oikean.
Kuvassa siis P = (a,y1(a)) = (a,52(a)), @ = (b,51(0)) = (b,12(b)), R = (21(c),¢) = (22(c),c)), S =

(z1(d),d) = (x2(d),d). Lasketaan funktion —d¢g/0y integraali yli alueen A. Kéytetaéin ala- ja ylidreunoista
Y

T

Kuva 5.10: Yksinkertaisen alueen reuna jaettuna yla- ja alareunaksi

merkintoja: 1 : [a,b] = R2, v (t) = (t,41(2)), 72 : [=b, —a] = R%,y1(t) = (—t,y2(—1)).
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Kummallakin reunalla ¢ kasvaa Kuvan nuolen suuntaan. Tassa
9 b y2(z) 9
/(——g)d:vdy:/ —/ —gdy dx
a0 z=a \ Jy=y(x) O
b y2(z)
/ - / 9(z,y) | dx
r=a y=y1(x)

- / (9(z,y1(2)) — g9(x,y2(2))) dx

b: —a
:/t g('yl(t))dt+/t:7 9(2(t)) dt

)

g(x,y)dx + / g(x,y) de.
Y2

=

T

Kuva 5.11: Yksinkertaisen alueen reuna jaettuna vasemmaksi ja oikeaksi reunaksi

Lasketaan sitten funktion df/Jz integraali yli alueen A. Kéytetddn oikeasta ja vasemmasta reunasta
merkintoji: v : [c,d] — R y3(t) = (w2(t),t), 74t [—d. —c] — RZ yu(t) = (w1(—1), —1).
Kummallakin reunalla ¢ kasvaa Kuvan [E.11] nuolen suuntaan.

Tésséd puolestaan

of

d z2(y) of
—dxdy = / / —dzx | dy
A Ox y=c < z=z1(y) Oz )
d z2(y)
= / / f(x,y) | dy
y=c \/ z=z1(y)

d

:/_ (f(z2(),y) — f(z1(y), v)) dy
U; .

= [ eande+ [ ey

3 Y4

Polkusummat v + 71 ja v4 + 3 muodostavat kumpikin alueen reunakéiyrin (sulkeutuval!) positiiviseen

kiertosuuntaan — toinen alkaen ja péddttyen pisteestd P, toinen alkaen ja péadttyen pisteestd R.
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Harjoitustehtéivina voit osoittaa, ettd kiyriintegraalin arvo yli suljetun kéyrén ei riipu alkupisteen (=lop-
pupisteen) valinnasta. Koska 0A = v2 + 71 ja dA = 4 + 3, niin laskemalla yhteen ylld saadut integraalit

saadaan Greenin lause yksinkertaiselle alueelle

/(g—@)dxdyz/gdx—i-fdy.
A \dz Oy -

Huomautus 5.15. Lauseen (.14 tilanteessa reunakayra 0A kuljetaan positiiviseen kiertosuuntaan alueen

O

A jaddessa sen sisélle. Niin sanottu Jordanin kdyrdlause sanoo, ettd Jordanin kéyra jakaa tason aina sisé- ja
ulkoalueeseen. Tamén ‘ilmeisen’ faktan todistaminen on yllattdvan hankalaa, ja vaatii esimerkiksi algebral-
lisen topologian koneistoa. Emme kiinnitéd talld kurssilla huomiota tdhan liittyvdén problematiikkaan, silla

esiintyvisséd esimerkkitilanteissa tdmé on helposti tarkistettavissa.
Esimerkki 5.16. Tarkistetaan Greenin lauseen voimassaolo, kun f(z,y) = 2% + 2y + y2, g(z,y) =  + y, ja

A={(z,y) eR*|0<z<1,2° <y <z}

06 / i

04 —

021 —

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Ratkaisu. Nyt

joten

1 2 4
Tx T
= - — — 2 - )d
/m_o( T+ 5 2):0
1
15



Alareunalla v (t) = (¢,t2), dz = dt, dy = 2t dt, f(71(t)) = t2 + 2 + t* ja g(11(t)) = t + 12, joten
1
/ gdw—l—fdy:/ (t+£2]- 1+ [+ 3+ 14 - 2t) dt

Y1 t=0

1
= / (2t° 4 2t* + 2% + 2 +- t) dt = 31/15.
t=0
ja ylireunalla Ao (t) = (t,t), doe = dy = dt, f = 32, g =12, ja
1
/ gdr+ fdy = —/ (3t 4-2t) dt = —2.
V2 t

=0

Siis my0s

31 1
do+ fdy="—2=—.
/ﬂ vl =gy 15

e Toistamalla Lauseen [£.14] todistuksessa tehdyt laskut ndhdéaédn, ettei haittaa vaikka jollakin reunan
osalla olisikin = tai y-koordinaatti vakio. Se muuttaa hieman laskun yksityiskohtia: joko y1,y2 tai
1, To -pari eivit saa jommassa kummassa reunapisteessé samoja arvoja, mutta tdmé ei haittaa, koska

vaakasuoralla (vast. pystysuoralla) osuudella dy = 0 (vast. de = 0). Yksityiskohdat harjoitustehtavina.

e Monimutkaisemmat alueet voidaan késitelld jakamalla ne yksinkertaisiin osiin, joille Greenin lause on
jo todistettu. Talloin lisdtdan viliaikaisesti reunakdyradn yliméédraisid osia, jotka kuljetaan kahdesti,

kerran kumpaankin suuntaan, jolloin ndiden ylimééaraisten osien vaikutus kéyraintegraaliin kumoutuu.

Esimerkki 5.17. Selitd, miksi Greenin lause on voimassa myos Kuvan [B.12 alueelle U, vaikka sen reuna ei
jakaudukaan vasempaan ja oikeaan reunaan kuten Lauseessa [5.14]

Y

T

Kuva 5.12: Mutkikkaampi alue, jota koordinaattiakselin suuntainen suora voi leikata useammassa kuin kah-
dessa pisteessa

Ratkaisu. Halkaistaan alue janalla L(A, B) kahteen osaan U; ja Us Kuvan [B.I3] Tassd Uy ja Uz molemmat
ovat ‘yksinkertaisia’
Merkitdén: kaari A — B = ~q, kaari B — A = 7, jana BA = ~3. Télloin yhdistetty polku 3 + 1 on

. e .
alueen Us reuna. Vastaavasti 3 +7v2 on alueen U; reuna (positiiviseen kiertosuuntaan).
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Kuva 5.13: Mutkikkaamman alueen jakaminen yksinkertaisiin palasiin

Lyhennetddn h = 0f/0x — 0g/0y ja w = gdx + f dy. Greenin lauseen yksinkertaista aluetta koskevan

[l o]
Uz 71 73

/hz w—i—/ w
U Y2 V5
/w—/ w.
72 Y3

version mukaan

ja

Naéin ollen

/Uh

I

g
>
_|_

g
>

S
+

T

N

o]
3 Y2

&
+
&

=

w.

Il
T~

Y2+71

Tassé yhdistetty polku 72 4+ 1 on alueen U reuna positiiviseen suuntaan kierrettyna.

Huomautus 5.18. Esimerkin[B.I7tulos yleistyy tilanteeseen, jossa A on Jordanin kéyran rajaama tason osa,
jolloin kyseinen kéyra muodostaa reunan 0A. Greenin lause tasossa yleistyy myos alueille, joiden keskelld on
vksi tai useampi reiké. Talloin reuna muodostuu useammasta Jordanin kayrésté, ja meiddn on kiinnitettéava

erityistd huomiota reunan kiertosuuntaan. Esimerkkejé tasta luennoilla.

Kasittelemme téssd yhteydessd Greenin lauseen soveltamista tasoalueen pinta-alan laskemisessa. Ei ehké
niin yllattden tasoalueen pinta-ala voidaan méardta laskemalla sopiva kiyrdintegraali sen reunan yli. Jos

nimittain funktiot f(x,y) ja g(z,y) toteuttavat ehdon

of 99 _
or Oy
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koko tasossa, niin t#lléin alueen A C R? pinta-ala saadaan integraalista
m(A):/ 1:/ (3_f_@) dz dy
A A ox (9y
=/ 9(z,y) dz + f(z,y) dy,
DA

kunhan reunan 0A osat suunnastetaan Greenin lauseen edellyttamalla tavalla.

e Valinta f(z,y) = 0, g(x,y) = —y johtaa mm. koulusta tuttuun tasoalueen pinta-alan kaavaan, missi

integroidaan muuttujan « suhteen.
e Valinta f(x,y) = z, g(z,y) = 0 johtaa kaavaan missé integrointi tapahtuukin y:n suhteen.

e Symmetrisempi valinta f(z,y) = /2, g(x,y) = —y/2 johtaa kaavaan

1

m(A):—/ xdy — ydx.
2 Joa

Esimerkki 5.19. Pitkin z-akselia vierivd R-sdteinen ympyra piirtda sykloidiksi kutsutun kdyrédn. Jos mer-

kitdan ¢:11a ympyran pyorahtdméi kulmaa, niin sykloidin parametrisoinniksi v(¢) = (x(¢), y(¢)) saadaan
z(t) = R(t —sint), y(t) = R(1 — cost).

Sykloidi koskettaa z-akselia pisteissd (0,0) ja (2Rm,0) vastaten parametrin vaihteluvalid ¢ € [0, 27]. Laske

sykloidin talld valilla olevan kaaren ja z-akselin rajaaman alueen pinta-ala.

Ratkaisu. Laskettavan alueen reuna muodostuu kahdesta osasta. Palanen z-akselia origosta pisteeseen

(2Rm,0) ja sen jilkeen palataan sykloidin kaarta oikealta vasemmalle. Vaakasuoralla patkalld y = 0, joten

m(A) :/(M(—y)dx:‘/wydm.

Koska dx = R(1 — cost) dt vastaukseksi saadaan

kannattaa kiyttad vaihtoehtoa

m(A) = /yd:c
g
27
:/ R%*(1 — cost)? dt
t=0

2m
= / R%*(1 —2cost + cos® t) dt = R*(2mr — 0 + )
t=0

= 37R%.

Napakoordinaatteja kdytettdessd symmetriselld differentiaalimuodolla

1
w= §(xdy—ydz)
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on muutama etu. Ensinnékin, kiytettiessd suuntakulmaa ¢ parametrina kiyrallda » = r(¢) on tuttu para-

metrisointi
x =rcosp = r(¢)cosd, y = rsing = r(¢)sin ¢.
T&lloin

1 1
W= §(gcdy—yd:v) = 5[ 2 cos? ¢ + 1’ cos ¢ sin ¢

— (rsin ¢)r(—sin ¢) — 7’ sin ¢ cos qﬂ do
%72 (cos? ¢ + sin? ¢) dop

L 5
= —r°do.
5" a9
Differentiaalimuodolla w on lisdksi se ominaisuus, ettd origosta ldhtevilld séteelld x = tcosa, y = tsinc,

t > 0, a kiinted, se havida. Nimittdin

xdy —ydx = (tcosasina — tsinacosa) dt = 0.

T

Kuva 5.14: Napakoordinaattikdyran r = r(¢) sektorissa ¢ € [«, 5] rajaama alue

Seuraus 5.20. Oletetaan, ettd napakoordinaattikiyrd r = r(¢p) ja siteet ¢ = « ja ¢ = B rajaavat tasoalueen

A, ks. Kuwva[5.14) Oletetaan lisiksi, etti r(¢) > 0 tarkasteluvdlilla. Talloin

=«
Todistus. Aluetta A rajaavat kulmia « ja § vastaavat sidteet (Kuvassa .14 punaisia) ja kdyrda r = r(¢) > 0
(musta), joka valilld ¢ € [a, 8] saa ei-negatiivisia arvoja. Greenin lauseen nojalla sen pinta-alaksi saadaan

m(A) %/BA:vdy—yd:v

1 1 1
TR
side p=a 2 kiayrd r=r(¢),a<p<p 2 side ¢p=p

5
1 B
. /¢ R
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Esimerkki 5.21. Selitd, miksi napakoordinaattiyhtélo » = 6 + sin 6¢ rajaa Kuvan (.15 mukaisen piparin-

muotoisen alueen ja laske sen pinta-ala.

Kuva 5.15: Napakoordinaattikdyrdn r» = 6 + sin 6¢ rajaama alue.

Ratkaisu. Funktion r = 6 + sin 6¢ kuvaaja ¢r-tasossa olisi normaali Kuvan [5.16 mukainen sinikéyra, joka
heilahtelee vélilla r € [5, 7]. Vastaava napakoordinaattikéyra heilahtelee etédisyydella r € [5, 7] origosta. Koska
27 on funktion sin6¢ erds jakso, napakoordinaattikdyra alkaa toistaa itsedédn téyden kierroksen jélkeen.
Erityisesti koska 7(0) = 6 = r(27), niin suuntakulmat ¢ = 0 ja ¢ = 27 molemmat vastaavat pistetta
(z,y) = (6,0) Kuvassa 518

Piparin alaksi tulee néin

27
/ (6 + sin 6)% dob
¢

=0

27
/ (36 + 125in 66 + sin® 6¢) do
0

(Gl

(21 +0+m7) = 5

= N = N

6-siteisen ympyrédn ala olisi 36w. Pipari on siis aavistuksen verran isompi. Témé ei ole kuvasta katsoen

i
SW
sE

1 2 3 4 5 6

Kuva 5.16: Funktion r = 6 + sin 6¢ kuvaaja (¢, r)-tasossa
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erityisen ilmeistd mutta ei myoskéaédn yllattavas.

5.5 Potentiaaleista

Esimerkki 5.22. Kiyrilli v, () = (1—1t,t),t € [0,1], 72(t) = (cost,sint), t € [0,7/2], v3(t) = (cos®t,sin®t),

t € [0, 7/2] on kaikilla alkupisteena (1,0) ja loppupisteena (0, 1). Lasketaan kéyraintegraalit
/ 2*dx +ydy
Tk
kaikille teille v4, k& = 1, 2, 3.

Ratkaisu. Tiella v; on do = —dt, dy = dt, joten

1
((1 — " + ﬁ) = 0fracl6.

1
/xzd:ﬂ—i—ydy:/ [—(1 —t)* +t]dt =
71 t=0 =0 3 2

Tielld vo on dx = —sintdt, dy = costdt, joten

/2

/x2dac+ydy=/ (—cos? tsint 4 sint cost) dt =
Y1 t=0

/2 cos® t n sin?t 1
3 2

t=0
Tielld v3 puolestaan on dx = —3cos? tsint dt ja dy = 3sintcost dt, ja

/2

(

t=0

/2
/ J:Qda:—l—ydy:/ (=3 cos®tsint + 3sin® t cost) dt =
V3 t=0

3cos?t  3sint¢ 1
+ )= =
9 6 6

Esimerkki 5.23. Lasketaan myo6s kdyraintegraalit fv xdx + zdy yli edellisen tehtavin kidyrien v, ja 7a.

Ratkaisu. Kayralld v, on dz 4+ dy = —dt + dt = 0, joten kdyriintegraali saa arvon nolla. Kayralld o sité

vastoin
71'/2 T — 2

/ :Cd:v—l—xdy:/ (—sintcost 4 cos?t) dt =
Y2 t=0 4

Nayttéaisi siltd, ettd joillakin vektorikentilld on sellainen ominaisuus, ettd niiden kayrédintegraali riippu
ainoastaan kédyrdn padtepisteistd eikd lainkaan kuljetusta tiestd. Perehdymme tédhdn ongelmaan. Ilmié on
keskeisessa roolissa esimerkiksi mekaniikassa ja sdhkoéopissa, ja ndin terminologiakin on osin lainattu fysii-

kasta.

Maiéaritelmé 5.24. Oletetaan, ettd A C R™ on avoin joukko, ja ettd vektorikenttd f = (f1, f2,..., fn) On
luokkaa C! joukossa A. Sanotaan, ettd kentén f kiiyrdintegraalit ovat riipumattomia tiesti alueessa A, jos

kaikille teille 1 : [a1,b1] = A ja 72 : [ag,b2] — A joiden alku- ja loppupisteet yhtyvéit, on voimassa

[r=1..

147



N

P

Kuva 5.17: Jos 71 ja 2 ovat kaksi tietd pisteestd P pisteeseen @), niin v+ *?2 ja ”71 472 ovat sulkeutuvia
teitd. Ensin mainitulla alku- ja pédtepisteend P, jalkimmaiselld Q.

Huomautus 5.25. Kéyraintegraalin riippumattomuus tiestd annetussa alueessa A on ekvivalenttia sen
kanssa, etté integraalit yli suljettujen teiden hévidvat. Jos nimittdin 1 ja o ovat kaksi tietd A:ssa pisteesté

P pisteeseen @, niin talléin summakéayréd v, + % on sulkeutuva kiyrd (P on sen alku- ja loppupiste), vrt.

Lst=Lo-Lr

Jos integraalit yli suljettujen kéyrien hévidvét, niin tdssd vasemmalla puolella on nolla, jolloin oikealta

Kuva 517 Yhteys perustuu havaintoon

puolelta voidaan ratkaista f'n f= f'm f.
Kéintéaen, jokainen sulkeutuva kiyré voidaan esittda talla tavalla kahden kaksi pistetté yhdistavin kdyrin

"erotuksena".

Miiritelmi 5.26. Oletetaan, etti A C R™ on avoin, ja f = (f1, fa,- .-, fn) : A — R™ C'-luokan vektori-
kenttd. Sanotaan, ettd funktio uw : A — R on kentdn f potentiaali alueessa A, jos kaikille : = 1,2,...,n, ja

kaikille x € A on voimassa

ou
6:51-

Talloin sanomme, ettd kenttda f vastaava differentiaalimuoto

(x) = fi(x).

fi(x)dzy + fa(x)das + -+ + fr(x) day,
on eksakti (vrt. Differentiaaliyhtéloiden kurssi).

Esimerkki 5.27. Esimerkin [[.222 kentélld f = (22, y) on koko tasossa R? potentiaali
_ls 1
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silla osittaisderivoimalla ndemme, etta

ug(t,y) =2 = fi(z,y) o uy(z,y) =y = falz,y).

Lause 5.28. Oletetaan, etti avoimessa joukossa A C R™ mddritellylli C'-luokan vektorikentdlli f =

(f1, f2s .-+, fn) on potentiaal u : A — R. Tdlloin kaikille teille 7 : [a,b] = A on voimassa

/ f = u(y(b)) - u(x(a)).

Erityisesti kentan f kayrdintegraalit alueessa A ovat tiestd riippumattomia.

Todistus. Olkoon (t) = (¢1(t), ca(t),. .., cn(t)). Tutkitaan yhdistettyd funktiota

h(t) = u(y(t)) = ulcr(t), ca(t), ..., cn(t)).

Ketjusddnnon nojalla

~ Ou Ju , ou ,

= 20, ()1 (t) + Bz, YE)ea®) + -+ = (y(B)en(t)

= (@) () + fa(y()ea(8) + -+ + (v ()) (1)

h'(t)

Naéin ollen .

/f:/t (1YL (1) + F2(y (1)) h(t) + -+ + fuly(£)C, (1)) dt

=a

b
= / R (t) dt
t=a
= h(b) = h(a) = u((b)) — u(v(a))
Analyysin Peruslauseen nojalla.

Jos sitten v ja ' ovat kaksi tietd alueessa A, kummankin alkupiste P ja loppupiste @, niin nahdyn

[r=u@-ur = s

joten kentdn f kayriintegraalit alueessa A ovat tiestd riippumattomia. O

perusteella

Esimerkki 5.29. Esimerkin tulos saadaan nyt helposti potentiaalin u(z,y) = 2%/3 + y?/2 avulla.
Jokaisen esiintyvan kiayran alkupiste on P = (1,0) ja loppupiste @ = (0, 1). Potentiaalifunktion arvojen

erotus

N | =

1
—w(P) = -
u(@ - u(P) =5 -5 =3
yvhtyy Lauseen 5.28 nojalla jokaiseen kayraintegraaliin f,y f, kunhan P on v:n alkupiste ja @ loppupiste.

Esimerkki 5.30. Esimerkin tulos

/ —ydr + xdy
——— =2m,

I2+y2
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missé v on tason yksikkGympyré positiiviseen kiertosuuntaan kuljettuna, osoittaa, ettei vektorikentalld

1

f:x2+y2

(_yv ,T)

ole potentiaalia puhkaistussa tasossa R? \ {(0,0)}. Osoitetaan kuitenkin, ettd vilille ¢ € (—m,7) rajoitettu

napakoordinaattifunktio u(x,y) = ¢ on kentdn f potentiaali sidettd pitkin leikatussa tasossa
A={(z,y) € R? |y #0 tai > 0}.

Ratkaisu. Téssa siis u(x,y) on pisteen P = (x,y) kuvatulla tavalla rajattu napakoordinaatti ¢ kunhan P
ei ole ei-positiivisen x-akselin piste.
Kun y > 0, niin ¢ € (0, 7). Talla valilld kosini on injektiivinen, joten ¢ ratkeaa yhtalostd @ = rcos ¢, ja

saamime
x

Jos t = x/y/a2 + 42, niin 12 = 22/(2® +y?), 1 — 12 = y2/(2® + y?) ja siis VI —12 = |y|//22 +12 =
y/ \/m . Edelleen suoraviivaisesti derivoimalla saadaan
ot y?

or (22 + y2)3/2

x
¢ = arccos — = arccos
r

ja
ot Ty
oy @y
Ketjusdédnnon ja derivointikaavan D arccost = —1/+/1 — t? avulla saamme siten
o9 1 ot

Pty O
__VERE Y
Tk
Yy
x2+y2’

Jja vastaavasti
oo 1 ot

__\/:102+y2. —xy

v @y
oz
a2 4y
Niin ollen V¢ = f puolitasossa y > 0.
Puolitasossa y < 0 suuntakulma ¢ € (—m,0), jolloin ¢ = — arccos(z/r). Lasku etenee samoin lukuun

ottamatta detaljia /1 — t2 = lyl/ \/m =—y/ \/m . Tamé juurikin kompensoi arkuskosinin merk-
kieron.

Positiivinen x-akseli hoidetaan osana puolitasoa x > 0. Téssé alueessa ¢ € (—m/2,7/2). Kyseiselld véalilla
sini on injektiivinen, joten ¢ saadaankin lausekkeeta ¢ = arcsin(y/r). Laskut etenevit samalla tavalla, ja ne

jatetadn harjoitustehtavéksi.
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Huomaa, ettemme saa aikaiseksi samaa tulosta puolitasossa x < 0. Negatiivisella z-akselilla valitulla
tavalla rajatun kulmamuuttujan ¢ arvo hyppéé arvosta ~ m arvoon ~ —m eikd nédin ollen ole edes jatkuva
funktio. Huomaa kuitenkin, ettd jos asettaisimmekin suuntakulman avoimelle vélille (0, 27), saisimme siita

kentdn f potentiaalin tason siihen osaan, josta ei-negatiivinen x-akseli on poistettu.

Lause 5.31. Jos vektorikentdllid f = (f1,fa,..., fn) on luokan C? potentiaali u(x) avoimessa joukossa

A CR™, niin tdlloin komponenttifunktioiden osittaisderivaatat toteuttavat yhtalot

ofi _ 0f;
8$j 8IEZ

koko A:ssa kaikilla indeksipareilla i, j.

Todistus. Timé seuraa C2-luokan funktion sekaderivaattojen yhtymisesti. Koska f; = d;u, nii

ofi _ 0 (Ou 0%u 0%u 9 (Ou\ _9f;
ox; or;) Oz

8Ij B 8Ij

- 8IJ8$Z - 8$18$J a 8IEZ

O

Tarkastelemme seuraavaksi kysymysté, misséd méaérin edellisen Lauseen tulos on kddnnettévissa? Esimer-
kissd [£.30 ndimme, etté vektorikentdlld f = (f1, f2) = (—y,z)/(2? + 2?), jolla on potentiaali seki alueessa
A; = R2\ {(z,0) | # < 0} ettii alueessa Ay = R?\ {(z,0) | # > 0}. Néin ollen sen komponentit toteuttavat

differentiaaliyhtalon
o5 _ ot
dy ox
joukossa A = A; U Ay =R?\ {(0,0)}. Kyseisessi joukossa silli ei kuitenkaan ole potentiaalia Esimerkin [5.12]

nojalla. Osoittautuu, ettd ongelman alkusyy on joukon A origossa oleva reiké, jonka integroimistiet voivat

kiertda eri suuntiin.

Maaritelma 5.32. Pisteitd x,y € R™ yhdistda jana
L(x,y) ={x+tly—x)|te[0,1]}

Sanotaan, ettd avoin joukko A C R™ on tdhtimdinen, jos on olemassa sellainen piste a € A, jolle L(a,x) C A
aina, kun x € A.

Sanotaan, ettd avoin joukko A C R™ on yhtendinen, jos sité ei voida esittdd kahden epétyhjén, avoimen
ja erillisen osajoukon unionina. Ei siis ole mahdollista 16ytda kahta avointa epatyhjaéd joukkoa U, V', joille
A=UUVijaUNV =.

Sanotaan, ettd avoin joukko A C R"™ on koordinaattimurtoviivayhtendinen, jos sen mitké tahansa kaksi
pistetta voidaan yhdistda joukkoon A sisdltyvalld murtoviivalla, jonka jokainen jana on jonkin koordinaat-

tiakselin suuntainen.

Lemma 5.33. Avoin epdtyhji joukko A C R™ on yhtendinen jos ja vain jos se on koordinaattimurtoviivayh-

tendinen. Tdhtimdinen avoin joukko A on aina yhtendinen.
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Kuva 5.18: Téhtiméaisessa alueessa on ainakin yksi sellainen piste, josta kaikki muut pisteet “nakyvat”.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd A on yhtenédinen. Kiinnitetaédn piste a € A. Maaritellddn joukossa A relaatio
~ asettamalla x ~ y silloin ja vain silloin kun on olemassa joukkoon A sisdltyva koordinaattimurtoviiva,

jonka alkupiste on x ja loppupiste y. Seuraavat seikat on helppo perustella:
(i) Kaikille x € A on voimassa x ~ x (nollan mittainen murtoviiva).
(ii) Jos x ~ y, niin my6s y ~ x (korvataan murtoviiva v kidnteiselld murtoviivalla ;)
(iii) Jos x ~y jay ~ z, niin x ~ z (muodostetaan yhdistivien koordinaattimurtoviivojen summatie).
(iv) Néin ollen ~ on joukon A ekvivalenssirelaatio, joten A jakautuu ekvivalenssiluokkiin.

(v) Josx € A, ja B(x,r) on avoin joukkoon A sisiltyvé pallo, niin jokaiselle pisteelle y € B(x, ) on voimas-
sa X ~ y (voimme suoraviivaisesti ‘korjata’ koordinaatit yksi kerrallaan mielivaltaisessa jirjestyksessi

poistumatta pallosta B(x,7)).
(vi) Néin ollen jokainen ekvivalenssiluokka [x] on avoin.

Jos téssd A = [a], niin talléin A on koordinaattimurtoviivayhtenidinen, koska sen jokainen piste voidaan
yhdistdd pisteen x kanssa koordinaattimurtoviivalla (ja kohiten 2 ja 3 nojalla mitké tahansa kaksi joukon
A pistettéd voidaan yhdistdéd keskenédén). Jos taas U = [a] on joukon A aito osajoukko, niin V= A\ [a] on
sekin avoin ekvivalenssiluokkien unionina. Koska kahden eri ekvivalenssiluokan leikkaus on aina tyhja, niin
A ei olekaan yhtendinen.

Oletetaan sitten, ettd A on koordinaattimurtoviivayhtenidinen. Tehdéédn vastaoletus, ettei A ole yhtenéi-

nen. T&ll6in 16ytyy jotkin kaksi avointa epétyhjii joukkoa U ja V, joille A = UUV, UUV = (. Valitaan piste
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x € U jay € V. On olemassa koordinaattimurtoviiva 7 : [a,b] — A, jolle y(a) = x ja v(b) = y. Tutkitaan
joukkoa
S ={telab]| () eU}.

Koska S C [a,b], joukko S on ylhdiltd rajoitettu. Koska a € S, se on myos epétyhjia. Néin ollen silld on
supremum s = sup{t € [a,b] | v(t) € U}. Osoitamme, ettei v(s) kuulu kumpaankaan joukoista U, V', mikéa
on ristiriidassa sen kanssa, ettd U UV = A.

Jos v(s) € U, niin on olemassa sellainen r > 0, ettd pallo B(v(s),r) C U. Polun ~ jatkuvuuden nojalla
on olemassa sellainen § > 0 ettd vy([a,b] N (s — d,s+0)) C B(y(s),r) C U. Talloin erityisesti y(s+d/2) € U,
eiké s olekaan joukon S ylaraja.

Jos taas v(s) € V, niin joukon V avoimuuden nojalla samoin 16ytyy sellainen 6 > 0, ettd v kuvaa kaikki
vélin [a,b] N (s —§, s+ §) pisteet joukkoon V. Erityisesti SN (s —d,s+ ) = ). Taten s — /2 on sekin joukon
S ylaraja vastoin supremumin méaritelméa.

Viimeinen viite tdhtiméisen joukon yhtendisyydestéd todistetaan kuten ylla todistettu implikaatio koor-
dinaattimurtovitvayhtendinen = yhtendinen. Koordinaattimurtoviivan asemesta kiytetdan janaa, joka yh-

distdd tahtimiisen alueen keskipistettd a johonkin sellaiseen pisteeseen x, joka ei kuulu samaan joukkoista

U ja V kuin a. Sivuutamme yksityiskohdat. O

Lause 5.34. (Poincarén lemma) Oletetaan, ettd A C R™ on tahtimdinen alue, a sen erds keskus. Oletetaan
lisiksi, ettd Ct-luokan vektorikentti f = (fi, fo,..., fn) : A — R™ toteuttaa differentiaaliyhtildt O, f; =

Oy, fi koko A:ssa kaikilla indeksipareilla i,j. Tdlloin kentdlld f on olemassa potentiaali u : A — R.

Todistus. Médaritellddn funktio u : U — R yhdysjanojen L(a, x) yli laskettuna kiyrdintegraalina.

U(X)Z/ fidzy + fodzo + -+ frdxy,
L(a,x)

1 n
=/ . (Z fila+t(x —a))(z —Pi)> dt.
=0 \i=1

Osoitetaan sitten, ettd tdma on vaadittu potentiaali, eli ettd 0,,u = f; kaikille j = 1,2,...,n. Oleelliset
ideat nikyvét jo tapauksessa n = 2, joten merkintojen yksinkertaistamiseksi késitelldan vain se.

Oletetaan siis, ettd a = (z9,y0),x = (z,y) € U, 0y f1 = 05 f2 koko alueessa U. Merkintdjen lisdyksin-
kertaistamiseksi todetaan, ettd voidaan olettaa a = (0,0). Jos nimittdin suuntaissiirramme koko tarkaste-
lun vektorin —a verran, eli méérittelemme vektorikentdn g alueessa U —a = {x —a | x € U} sddnnolld
g(x) = f(x+ a), niin ehdot 0,92 = 0yg1 ovat yhtépitévia ehtojen 0, fo = 0, f1 kanssa. Edelleen kentén g
potentiaali u, alueessa U — a antaa kentén f potentiaalin alueessa U sdannolld u(x) = ug(x —a), silla talloin
diu(x) = iug(x —a) = g;(x — a) = fi(x).

Luovutaan apumerkinnoista U — a, g, ja oletetaan (siis yleisyyttd loukkaamattal!) ettd a = (0,0). Maé-

rittelemme siis

1
ulz,y) = /  iltaty)a -+ falta.ty)] de.
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Lauseen [3.43] ja ketjuséd&nnon nojalla

ou

1
9 :/ [D1fir(te, ty)te + fi(tx, ty) + Dy fo(te, ty)y] dt
Y t=0

' [oh o1,
/t:O [%(t ylte + 250 (b, ty)ty | dit

1

+ f1(te, ty) dt, (%)
t=0

missé kéytimme oletusta 0, fo = 9y f1.

Tutkitaan apufunktiota
h(t) = fi(tx, ty).

Ketjusdanto kertoo meille, etta
dh _0f

dt — Ox

joten yhtélon (x) oikean puolen ensimméisen integraalin hakasuluissa oleva integrandi voidaan kirjoittaa

9fi

——(to, ty)x —i—a—y(tx,ty)y,

muodossa th'(t). Osittaisintegroinnilla (u = ¢, dv = h/(t) dt) saadaan

/01 th!(t) dt = /t—loth(t) - /tio h(t)dt.

Sijoittamalla tdmé yhtdloon (x) saadaan
1 1
ou _ / th'(t) dt +/ f1(tx, ty) dt
Ox 0

= /t—loth() / 1 t)dt + / fu(te, ty) dt

=(1-h(1 / fi(tz, ty) dt—i—/ fi(tz, ty)d
=h(1) = fi(z,y).
Toistamalla vaiheet ndhdd4n samaan tapaan, ettd du/dy = fa(x,y). O

Poincarén Lemma itse asiassa tarjoaa my0s menetelmén potentiaalin konstruoimiseksi. Koska tieddmme,
ettd kayrdintegraali on tassd tilanteessa tiestd riippumaton, voimme kayttdd yhdysjanan asemesta integroi-

mistiend esimerkiksi koordinaattimurtoviivaa.

Esimerkki 5.35. Osoita, etti vektorikenttd f = (f1, fo, f3) : R® — R3

fi(z,y,2) =sinzcosz + e%y? + 23,
fQ(Ia Y, Z) = 2€zy23
fB(fanvZ) 7361 2 2

toteuttaa Poincarén Lemman ehdot koko R3:ssa, ja etsi sille jokin potentiaali.

Ratkaisu. Selvisti R? on tdhtimdinen. Voimme valita origon keskipisteeksi. Suoraan osittaisderivoimalla

naemie, etta

Ofi  0fy Ofs 0Ofs . Ofs 0fi

Gy oz 0z oy M or T 0z
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kaikkialla. Niin ollen kentdlld f on potentiaali. Erds potentiaali saadaan integroimalla origosta pisteeseen

(z,y, z) pitkin koordinaattimurtoviivaa (0,0,0) — (x,0,0) — (z,y,0) = (z,y, 2):
2e7t03 dt + / 3ey2t? dt
t=0

Y

u(z,y,z) = / (sintcost + et0203) dt + /
t=0 t=0

1
=5 sin? x + ey 23,

Esimerkki 5.36. Esimerkin [5.30] vektorikentté

- 1
a2 42

f (—y,:l?)

toteuttaa differentiaaliyhtdlon 0, f1 = 0, f2 alueessa Ag = R?\ {(0,0)}. Ndimme, ettei silli kuitenkaan ole
potentiaalia koko A:ssa. Selitys on siiné, ettd alue Ag ei ole tdhtiméinen. Jos jitdmme pois negatiivisen

z-akselin, ja rajoitumme alueeseen

Ay :RQ\{(x70)|$§0}7

niin avoimelle vélille (—m,7) rajattu suuntakulma on kentdn f potentiaali alueessa A;. Kuvasta katsoen
ndemme helposti, ettd A; on tdhtiméinen. Nimittdin P; = (1,0) kelpaa alueen A; keskipisteeksi (suoraan

origon takana olevat pisteet eivit nédy pisteeseen Pj). Vastaavasti alue
Ay =R*\ {(2,0) | z > 0}

on sekin tdhtiméiinen, nikoalapisteend P, = (—1,0). Alueessa As kentéilld f onkin Poincarén Lemman lu-

paamana potentiaalina avoimella vélille (0, 27) rajattu napakoordinaatti ¢.

Kuitenkin alueen tdhtimaisyys on Poincarén Lemmassa turhankin rajoittava oletus. Yleensa kdy nimittain
niin, ettd ainoastaan alueessa oleva reidt johtavat ongelmiin. Esitdn luvun lopuksi muutaman havainnon,

joiden avulla padstdan eteenpéin. Téaydellisempéan teoriaan paastaan Differentiaaligeometrian kurssilla.

Lemma 5.37. Oletetaan, ettc A C R™ on yhtendinen, avoin joukko. Oletetaan, ettd kentdlld [ on potentiaali
u joukossa A. Jos C € R on jokin vakio, niin talloin myds funktio u+ C on kentdin f potentiaali. Lisdksi

kaikki potentiaalit ovat tatd muotoa.

Todistus. Koska vakiofunktion osittaisderivaatat hévidvét, niin u + C' on ilman muuta potentiaali.
Oletetaan sitten, ettd v’ : A — R on jokin toinen potentiaali. Talloin kaikille muuuttujille z;,i =

1,2,...,n, ja kaikille x € Z on voimassa
Ou(x) = fi(x) = o/ (x).

Néin ollen 9;(u—u") = 0 koko A:ssa. Differentiaalilaskennan véliarvolauseen nojalla tistd seuraa, ettd funktio
u — u’ on vakio kaikilla joukkoon A sisaltyvilli sellaisilla janoilla, joilla ainoastaan koordinaatti z; muuttuu.

Koska A on koordinaattimurtoviivayhtendinen, niin tisté seuraa, ettd u — u’ on vakio koko A:ssa. |
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Lemma 5.38. (Liimauslemma) Oletetaan, ettd kentdlli f on potentiaalit avoimissa joukoissa Uy C R™ ja
U, C R™. Oletetaan lisiksi, ettd joukko Uy N Us on yhtendinen. Talldin kentdlld f on potentiaali unionissa

U, UUs.

Todistus. Oletetaan, ettd u; : U; — R ovat kentdn f potentiaaleja. Télloin niiden rajoittumina saadut
funktiot ovat molemmat kentdn f potentiaaleja yhtenaisessé avoimessa joukossa Uy N Us. Lemman (37
nojalla on olemassa sellainen vakio C, ettd wui(x) = us(x) + C kaikille x € Uy N Up. Mééritelldén sitten
funktio u : U; U Uy — R asettamalla
k cUi,j
u(x) = u(x), un x 1, ja
uz(x) +C, kun x € Us.

Edellisen perusteella u(x) on hyvinmééaritelty, eli kun x € Uy N Us, niin kdytettdvissd olevat eri méaaritel-
mét yhtyvat. Jos x € U; U Uy, niin pisteelld x on olemassa sellainen palloympaéristo, joka sisiltyy toiseen
joukoista Uy, Us. Koska u; ja us kumpikin ovat funktion f potentiaaleja, niin wu:lla on pisteessd x kaikki

osittaisderivaatat, ja lisiksi Vu(x) = f(x). O

Liimauslemman tapaiseen mekanismiin torméaét myos kurssilla Funktioteoria, kun tarkastellaan funktion

analyyttistd jatkamista.

Esimerkki 5.39. Esimerkissa niimme, ettd kentdlld f = (—y,x)/(z? + y?) on potentiaali u alueessa
A = R?\ {(z,0) | * < 0} ja potentiaali u’ alueessa Ay = R?\ {(z,0) | # > 0}. Téssi tapauksessa
A1 N Ay = {(z,y) € R? | z # 0} ei ole yhtendinen, sillii z-akselin yli- ja alapuoliset osat ovat molemmat

avoimia joukkoja. Néin ollen Lemma ei lupaakaan, ettd kentdlla f olisi potentiaali joukossa A; U As.

Esimerkki 5.40. Oletetaan, ettid C'-vektorikenttd f = (f1, f2) toteuttaa ehdon 9, f> = 9, fi Kuvan

joukossa. Osoita, ettd silld on siind potentiaali.

Kuva 5.19: Ei-tdhtiméinen joukko
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Ratkaisu. Kuvattu joukko voidaan jakaa tdhtiméiseen osiin (ks. Kuva [B.20 siten, ettd osien leikkaus on
yhtendinen. Potentiaalien olemassaolo tdhtiméiisissd osissa seuraa Poincarén Lemmasta. Koska osien leik-

kausjoukko on yhteniinen (suorakaide), niin véite seuraa liimauslemmasta.

Kuva 5.20: Ei-tdhtimé&inen joukko kahden tdhtimé&isen joukon unionina

157



Luku 6

Vektorikenttien pintaintegraaleista

6.1 Parametrisoitu pinta ja pinta-alkio

Joitakin avaruuden R? osajoukkoja haluamme kutsua pinnoiksi. Kaikilla on varmasti jonkinlainen mielikuva
siitd, mitd pinta tarkoittaa. Sen tdsmaéllinen méaritteleminen térméé samanlaisiin haasteisiin kuin kayrdankin
médrittely. Kuten kayrdnkin tapauksessa tyydymme kiyttdméan parametrisointiin perustuvaa méaéritelméaa.
Myohemmilla kursseilla méaritelladn yleisempi k-ulotteisen moniston kasite, mika yleistdd kayttdmidmme
pinnan ja kdyran méaaritelmia. T&lloin ei valttamatta oleteta, etta kuvattava objekti edes olisi R™:n osajoukko
millddn n:n arvolla.

Jos U C R? on avoin joukko, ja
fU =R, flu,v) = (2(u,v),y(u, v), 2(u,v))

on vihintddn luokan C' injektiivinen funktio, jonka Jacobin matriisi

or oy 0z
Do) = | o Gy B
. v v

kaikkialla on téysiasteinen (eli sen rivit ovat lineaarisesti riippumattomia kaikilla (u,v) € U), niin sanomme,

ettd f on pinnan S = f(U) siled parametrisointi, ja ettd S on avaruuden R3 siled pinta.
Esimerkki 6.1. Pallokoordinaattikuvaus (x,y, z) = f(¢,6),
2(¢,0) = cos¢siné,
y(4,0) = sin¢sin 0,
2(¢,0) = cos O
parametrisoi pallopinnan S = {(z,v, 2) | 22+%*+2? = 1} nollameridiaania lukuun ottamatta, kun rajaamme
pallokoordinaatteja vaatimalla, ettd (¢,0) € U = (0,27) x (0, 7). Kun navat ja nollameridiaani on rajattu

pois, niin helposti ndhdédan, ettd f on injektio, ja ettd sen derivaatan tdysiasteisuus on voimassa kaikissa

joukon U pisteissa.
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vy + Av

Vo

U up + Au

Kuva 6.1: Parametrijoukko ja sitd vastaava parametrisoitu pinta

Parametrisointi tavallaan luo jonkinlaisen koordinaatiston pinnalle f(U). Lihtojoukossa U kumpikin
koordinaatti, u tai v, saa vakioarvon koordinaattiakselin suuntaisella suoralla, ja funktion f vélityksella pin-
nalle f(S) saadaan niiden kuvina kéyrid, joilla jompikumpi parametreista saa vakioarvon. Kuva yrittaa
havainnollistaa yleista tilannetta. Esimerkissé [6.1] parametrin ¢ (vast. 6) vakioarvokiyrit ovat meridiaaneja
(vast. leveyspiirejd).

Usein on tarkoituksenmukaista ottaa mukaan parametrialueen U reuna QU. Vaatimukset funktion f
injektiivisyydestéd ja Jacobin matriisin tdysiasteisuudesta eivét talloin koske reunan pisteitd. Esimerkin
parametrisoinnissa ei kaikilla parametrin 6 arvoilla voimmassa oleva yht&lo f(0,6) = f(27,0) haittaa. Eiki
myo6skddn se, ettd navoilla, eli pisteissa, joissa 8 € {0,7}, oletus Jacobin matriisin tiysiasteisuus sirkyy.
Kun kehitdmme tdhén sopivan integraalin késitteen, huomaamme, ettd poikkeusjoukot ovat nollajoukkoja,
ja voidaan jattda huomiotta. Tyypillisesti tdmé tarkoittaa sitéd, ettd parametrien arvojoukkoon U voidaan

ottaa sen reuna mukaan — usein avoin vaihteluvili muuttuu télloin suljetuksi.

Avaruuden R? pinta S on sitten muotoa f;(U;),i = 1,2, ..., k, olevien joukkojen unioni,
k
S = fiw)
i=1

Tissd f; : U; — R3 ovat kaikki sileitd parametrisointeja. Edellytetiiéin, ettd pinnan osat f;(U;) eiviit leikkaa
toisiaan mahdollisesti reunoja f;(0U;) lukuun ottamatta. Esimerkiksi kuution pinta on siis tdssikin mielessa
pinta, joka muodostuu kuudesta osasta (=kuution tahkoista), jotka kukin ovat siledisti parametrisoituja
sopivien funktioiden f; : (0,1) x (0,1) — R3,i = 1,2, ...,6 vilitykselld, mutta leikkaavat reunoilla.

Jos f : U — R3 on sdénnollinen pinnan parametrisointi, niin pinta f(U) jakautuu pinta-alkioihin f(I),
missi I = [ug, ug + Au, vg + Av] on jokin parametrialueen U pieni vili. Koska f on luokkaa C*, niin Luvun

2 teorian perusteella kuvajoukkoa f(I) voidaan approksimoida suunnikkaana, jonka yhtené kdrkend on piste
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f(uo,v0) ja siitd lihtevind sivuina vektorit

— 0 0 0
Au = Au <8—z(uo,vo), 8—121(“0,00), a—z(uoﬂfo)) (1)
ja

— 0 0 0
Av = Av (8_:111:(“0’“0)’ 8—z(u0,v0), a—z(uo,v0)> ) (2)

—

Lineaarialgebran perusteella kahden avaruuden R3 vektorin @ ja b méirddmén suunnikkaan pinta-ala
saadaan niiden ristitulon 7 = @ x b pituudesta. Liséksi vektori 77 on kohtisuorassa ko. suunnikkaan sisaltdmaa
tasoa vastaan siten, etté vektorikolmikko d, g, 7 muodostaa ns. otkeakdtisen systeemin, eli nivelid sdrkemétté
on mahdollista asettaa oikean kdden peukalo vektorin @ suuntaiseksi, etusormi vektorin b suuntaiseksi, ja

keskisormi vektorin 77 suuntaiseksi.

Kuva 6.2: Pinta-alkion approksimointi suunnikkaalla, ja sitd kuvaavat vektorit.

Kéaytamme parametrisoidun pintamme pinta-alkion f(I) kuvaamiseen siten ristituloa
— = =
AA = Au x Av.

—
Vektorin AA pituus siis kertoo tasomaisen pinta-alkion pinta-alan, ja suunta sen asennon avaruudessa.
Ensinnakin kyseinen vektori on kohtisuorassa pinta-alkiota vastaan. Kuva yrittda havainnollistaa néité
—
vektoreita kuvatun pinta-alkion yhteydessi. Siind pinta-alkiota kuvaava vektori AA on piirretty alkamaan
pinta-alkion keskelté.
Liséiksi vektorisysteemin Au, Av, AA oikeakétisyys pitda sisdllddn valinnan pinta-alkion suunnastuk-

sesta. Valitsemalla vektorin Aw ristitulon ensimmaéiseksi tekijaksi vektorin Av asemesta, valitsimme sa-
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—

malla kummalle puolelle pintaa ¢(U) vektori AA osoittaa. Jos kuvittelemme itsemme kéveleméssi pinta-
—

alkiosuunnikkaan ympéri siten, etta lahdemme pisteestd f(ug, vp) ensin vektorin Au suuntaan, ja huolehdim-

—
me siita, ettd kierrdttava alue on vasemman kiden puolella, talloin padmme osoittaa vektorin AA suuntaan.

Kuva 6.3: Pallopinta on suunnastettu.

Kuva 6.4: Mobiuksen lehted ei voi suunnastaa.

Kun kohta késittelemme pintaintegraaleja, oletamme, ettd tutkittava pinta S on suunnastuva. TAméa
tarkoittaa hieman epétéasméllisesti ilmaistuna sité, ettd voimme koko pinnalla méarata pinta-alkioita kuvaa-
vien vektorien suunnat yhdenmukaisesti siten, ettd toistensa naapureina esiintyvilla pinta-alkioilla vektorien

—
AA suunta muuttuu jatkuvasti. Kuvasta naemme, ettd pallopinnalla tdmé on helppoa, valitaan kaikki
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vektorit A—zgl osoittamaan ulospiin. On helppo vakuuttua siitd, ettd jos pinta S on avaruuden R? riittivin
saannollisen kappaleen reuna, niin suunnatus on aina mahdollista tehdé. Talléin suunnastuksen valinta on
ekvivalenttia sen kanssa, kumpaa pinnan puolta kutsutaan sen ulkopuoleksi ja kumpaa sisdpuoleksi.

On kuitenkin olemassa ns. 1-puoleisia pintoja, kuten Kuvan6.4 Mobiuksen nauha. Ongelmaksi muodostuu
Mobiuksen nauhan kierre, jonka seurauksena nauhaa pitkin kéveleméalld péadstdan pinnan vastakkaiselle
puolelle. Kuvassa tdméa ndkyy pinta-alkioiden normaalivektorien epéjatkuvana hyppynéd puolelta toiselle
etualalla olevalla jakolinjalla. Suunnastukseen liittyvid kéisitteitd ja pulmia (muun muassa yleistys korkeampi

ulotteisiin objekteihin) sivutaan enemmén topologian ja differentiaaligeometrian kursseilla.

6.2 Parametrisoidun pinnan ala

Oletetaan, ettd f : U — R? on pinnan sidéinnéllinen parametrisointi. Pinnan f(U) pinta-alkion pinta-alan
mittaa talléin suure

AA = ||AA = || Au x Av.

Yhtéloiden (1) ja (2) perusteella
AA = ||0fy X Ofy|| Au Av.

Jakamalla pinta f(U) osiin, approksimoimalla osia pinta-alkiolla, ja laskemalla niiden pinta-alat yhteen,

niahddan, ettd summia »_. ,  AA voidaan arvioida ylh#élta ja alhaalta integraalin

jako
1:/ 10fu x Of, || dudv
U

ylad- ja alasummilla. Raja-arvoprosessi, jossa parametrialueen U jakoa tihennetdén rajatta, motivoi talloin

méadritelmén, jonka mukaan pinnan f(U) pinta-ala A saadaan integraalina

A:/ 10fu x OF, || du dv.
U

Jonkinlaisena tarkistuksen tdmén méaéritelmén jirkevyydestd kisitelldén seuraava esimerkki.

Esimerkki 6.2. Lasketaan yksikkopallon S pinta-ala kéyttden Esimerkin parametrisointia
x(¢,0) = cospsinb,

f(0,¢) =< y(¢,0) =singsinb, ,
z(¢,0) = cos @

missé kulmaparametrit (6, ¢) € (0,7) x (0, 27).
Ratkaisu. Suoraan osittaisderivoimalla saadaan
Ofo = (cos ¢ cosB,sin ¢ cosf, —sinb),
ja
Ofy = (—sin¢sinb, cos ¢sind, 0).
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Néiden ristitulo sievenee muotoon
Ofo x 0fp = (sin? @ cos ¢, sin? @ sin ¢, cos O sin 6).

Taméan vektorin pituus on Pythagoraan lauseen nojalla

[|0fg x Ofs| = \/sin496082¢+sin46‘sin2¢+60526‘sin26‘

= \/sin4 6+ (1 — sin” ) sin? 0
= Vsin? 6
=sin6,

silla valilla @ € [0, 7] sini on positiivinen.

Niéin ollen pinta-ala saadaan integraalista

T 27
A(S) :/ / sin 0 de do
6=0 J $»=0

= 27T/ sin 6 df
0=0

™

(—cos0)
9=0
=2m(1 — (—1)) =4r.

=27

Tamé tietenkin sopii yhteen pallon pinta-alan kaavan A = 47r? kanssa, koska nyt r = 1.

Esimerkki 6.3. (Kuvaajan pinta-ala) Jos U C R? on avoin, ja f : U — R on jokin C'-luokan funktio, niin
sen kuvaajapinta z = f(z,y) alueen U paalla voidaan parametrisoida koordinaattien x ja y avulla funktiolla

¢:U =R (2,y) = (x,9, f(z,y)). Tassi

Oy = (1707fac)7
ja
a¢y = (07 17fy)7

joiden ristitulon

Obs x 6¢y = (_fwa _fyv 1)

10¢s x Oyll = /1 + 2+ [3.

Nain ollen kuvaajapinnan ¢(U) pinta-ala A saadaan integraalista

pituus on

A:/ L+ f2+ f}dxdy.
U

Té&ta tulosta kannattaa verrata sen kanssa analogiseen kuvaajakdyrén pituuden kaavaan Esimerkissa [5.7]
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Sovelluksissa usein esiintyy ns. pydrdyspintoja. Pyordyspinta muodostuu, kun parametrisoitu kayra -
pyorahtad jonkin akselin L ympéri. Téssé kukin piste r € v on yksikésitteiselld suoraa L vastaan kohtisuoralla
tasolla T', ja pyorahdyksessa piste r piirtda tasolle T ympyréan, joka kulkee pisteen r kautta, ja jonka keskipiste

on akselin L ja tason T leikkauspiste.

Kuva 6.5: Pyoriyspinta joka muodustui hyperbelin 22 — 22 = 1 pyérihtiessi z-akselin ympéri. Erdité pisteitd
vastaavat pyordysympyrat korostettu.

Usein valitaan koordinaatisto siten, ettd L on z-akseli, ja pyordhtdva kdyrd on tasossa y = 0. Piste
r = (20,0, 29) piirtdd talloin ympyradn tasossa z = zp. Ympyrin sidde on zp ja keskipiste (0,0, zp). Sen
parametrisointi on siis

(zO COSQS?‘TO sin ¢7 ZO)) (b € [0)27T]

Kuvassa[6.5 on muodostuva pinta, kun pyérahtava kdyra on zz-tason hyperbelin 22 — 22 = 1 oikeanpuoleinen
haara, jolla > 0.

Jos pyorahtéavalla kdyralla on parametrisointi

~v(t) = (x(¢),0,2(t)), t€la,b,
niin vastaavalle pyorayspinnalle saadaan parametrisointi

f(t, @) = (x(t) cos ¢, x(t) sin ¢, z(t)), (t,¢) € [a,b] x [0, 27]
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Esimerkki 6.4. Johdetaan yo. pyordyspinnan pinta-alan laskeva integraali.

Ratkaisu. Ym. parametrisoinnille saadaan

(%, %7 %) = (/(t) cos ¢, 2'(t) sin ¢, 2 (t))
(22 20 %) atysins 0 con, 0.

ja siitd ristituloksi

Jt X fo = (2 cos ¢, xz" sin ¢, za'),

jonka normi on
||3f . 9f
ot 0¢

Kuvatun pyoriayspinnan S alaksi saadaan siten

A(S) = /: / 2_7; 2T F 2P dvdt
- /t " )T TR dt.

=a

| = 2()Va' () +y'(1)*.

Téaméi yleistyy vastaamaan muuta pyoriaysakselia, kun tulkitaan, ettd ylla x(¢) on pisteen r etiisyys pyoriah-

dysakselista, ja \/x’(t)? + 2/(t)? dt = ||7/(t)|| dt on pyorahtavin tasokidyrin kaarialkion pituus.

Huomautus 6.5. Kaytetyn parametrisoinnin avulla ndhddan helposti, ettd pyorayspinta on aina suunnas-

tuva.

Kuva 6.6: Toruspinta joka muodustuu zz-tason ympyra x(t) = a 4+ beost, y(t) = 0,z(t) = bsint,t € [0, 27|

pyorahtaessa z-akselin ympéri. Kuvassa a = 2, b = 1.

Esimerkki 6.6. Kiinnitetddn vakiot a ja b, a > b > 0. Télloin zz-tason ympyrélla, jonka keskipiste on

pisteessd (z, z) = (a,0) ja side b, on parametrisointi © = x(t) = a+bcost, z = z(t) = bsint, missi ¢ € [0, 27].
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Kyseinen ympyré on kokonaan z-akselin oikealla puolella, joten sen pyorahtéessa z-akselin ympéri muodostuu

munkkirinkildad tai autonrengasta muistuttava ns. toruspinta, Kuva Lasketaan sen pinta-ala.

Ratkaisu. Téssd 2/ (t) = —bsint ja 2/(t) = bcost, joten

VIR + 207 = /B (sin? t + cos? 1) = b.

Nain ollen Esimerkissé [6.4] johdetun tuloksen nojalla toruksen pinta-ala saadaan integraalista

2m
A= 27r/ b(a + bcost) dt
t=0
27
(at + bsint)
t=0
= (27b)(2ma) = 472ab.

= 27b

6.3 Vektorikentan pintaintegraali

Vektorikentdn pintaintegraali on, kuten edellisessi luvussa kasitelty kayridintegraali, luonteeltaan hieman
erilainen kuin kolmannen luvun yli- ja alasummien avulla médritellyt integraalit. Téssidkin on luontevaa
kiyttdd A) Riemannin summia yli- ja alasummien asemesta, B) integraalilla on luonteva fysikaalinen tul-
kinta, jonka sivuuttaminen on mielestdni pedagogisesti haitallista. Téma siitd huolimatta, ettd kumpikin
kéasite palautuu differentiaaligeometrian menetelmin kolmannen luvun tdsmaéllisen méaritelman mukaiseksi.

Kayraintegraalia méadriteltdessd pidettiin mielessé vektorikentén kéyrad pitkin liikkkuvaan kappaleeseen
tekemd tyo. Siind kéyrd jaettiin infinitesimaalisen pieniin palasiin dr’ (=kéyri-alkioihin), joilla kentén F
ajateltiin olevan vakiovektorin suureinen, ja kédyraintegraali muodostui pistetuloina laskettujen pienten ’in-
finitesimaalisten t5iden’ F (7 - dF summien raja-arvona palasten lukuméirin kasvaessa rajatta.

Pintaintegraalissa vastaavanlainen mielessd pidettévé fysikaalinen suure on vektorikentdn vuo pinnan la-
pi. Mielikuvan luomiseksi esimerkkipintana usein tassad kédytetadn tiheédsilmaista katiskaverkkoa pintana, ja
vektorikenttdna veden virtausta sen pinnan lapi. Télloin haluamme vastata kysymykseen, kuinka paljon
verkon (tai sen osan) lipi vettd virtaa aikayksikkod kohti? Jos verkon yhden silmén pinta-ala on AA, ja
sen kohdalla virtaus on verkkoa vastaan kohtisuoraan nopeudella v, niin téalldin kyseisen silmén l&pi vir-
taavan veden tilavuus aikayksikkod kohti on yksinkertaisesti v AA, ja kokonaisvirtaus saadaan téallaisten
pienten virtausalkioiden summana. Kdytannossa virtaus ei yleensa ole kohtisuoraan verkon pintaa vastaan,
ja joudumme ottamaan tamén huomioon. Talldin nopeus ¢ on paikasta riippuva vektoriarvoinen funktio (eli
vektorikenttd), ja tulemme tarvitsemaan myos pinta-alkion vektoriversiota A—zgl

Kuvaa [6.7] hetken katselemalla vakuututaan helposti siitd, ettd ylld nopeudesta ¥ on talldin otettava
huomioon ainoastaan pintaa vastaan kohtisuora komponentti. Kunhan rajoitumme tarpeeksi pienelle alueelle,
jotta vektorikenttd ¢ ei juuri ehdi muuttua, niin pinta-alkion AA l&pi virrannut vesi on tilavuudeltaan raja-

arvomielessd sama kuin kuvan suuntaissdrmion. Jos 77 on pinta-alkiota vastaan kohtisuora yksikkovektori
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Kuva 6.7: Vektorikentén (punainen) vuo pinta-alkion AA lipi voidaan tulkita infinitesimaalisen sdrmion
tilavuutena. Séarmion pohjan ala on AA, ja korkeus vektorikentéin pintaa vastaan kohtisuora komponentti.

(=pinnan normaali), niin kyseisen sarmion korkeus h = ¢+ 7. Néin ollen sen tilavuus
AV =hAA=7-AA,

kuten Lineaarialgebran kurssilla.

Yhta seikkaa on syytd korostaa. Téasséd pinnan suunnastus, eli pinta-alkiovektorien A—z>4 suunnan valinta
néyttelee keskeistd roolia. Katiskan pinnan tapauksessa tdmé on luontevaa ajatella siten, ettd katiskalla on
ulkopuoli ja sisdpuoli. Jos suunnastamme katiskan pinnan siten, etta A—z>4 kaikkialla osoittaa ulospain, niin
talloin sisdtulo ¥ - A—1>4 on positiivinen, jos kyseisen silman kohdalla vesi virtaa katiskasta ulos. Kyseinen si-
sdtulo on puolestaan negatiivinen niiden silmien kohdalla, joissa vesi virtaakin katiskan sisddn. Laskemalla
yvhteen kaikkien silmien virtaukset saamme lopputuloksena ulospdin suuntautuneen ja sisddnpéin suuntau-
tuneen virtauksen erotuksen, eli ns. nettovirtauksen. Juuri tallaista suuretta haluamme laskea, mikd motivoi

seuraavan maaritelman.

Miiritelmd 6.7. Oletetaan, ettd U C R? on avoin, ja f : U — R3 pinnan S = f(U) sddnnéllinen
parametrisointi. Oletetaan, ettd pinta S sisiltyy avaruuden R? sellaiseen osajoukkoon V, jossa vektorikentti
¢ : V = R? on jatkuva. Talléin vektorikentin ¢ integraali yli suunnastetun pinnan S saadaan raja-arvona

— —
summista ¢(x) - AA(x) missd AA kiy lapi pinnan S pinta-alkiot, ja x valitaan kustakin pinta-alkiosta

/ng)EZ

Jos pinnalla S on siled parametrisointi f : U — R?, f(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) niin nidimme, etti

erikseen. Raja-arvosta kiytetdan merkintda

167



(infinitesimaalista) pinta-alkiota kuvaava vektori on ristitulo
%
dA = 0y f(u,v) X Oy f(u,v) = | Oy

Tamén ja vektorikentdn ¢(x,y,z) = (éd1(x,y, 2), p2(2,y, 2), d3(x,y, 2)) sisidtulo saadaan sekin kitevisti 3-

rivisend determinanttina

N o1 b2 b2
¢-dA =| Oux(u,v) Ouy(u,v) 0Oyz(u,v) |,
O (u,v)  Opy(u,v) Oyz(u,v)

missé tietenkin kentdn komponentit ¢;, i = 1,2, 3, lasketaan pisteessi f(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)).
Tavallinen raja-arvoprosessi johtaa sitten siledsti parametrisoidulle pinnalle f : U — S ja jatkuvalle vektori-

kentélle ¢ seuraavaan laskukaavaan.

Lause 6.8. Oletetaan, ettd f : U — R3 on pinnan S sddnnéllinen parametrisointi, ja ettd pinta S on
__)

suunnastettu parametrisointia vastaavasti, dA = O, f x 0, f dudv. Oletetaan, ettd kenttd ¢ = (¢1, P2, P3) on
jatkuva pinnalla S. Tdalloin

¢1 Z, Y,z ¢2(Iayvz) ¢2(Iayvz)

/¢ dA = / ux u,v)  Ouy(u,v)  Oyz(u,v) | dudv.

Ox(u,v)  Oyy(u,v)  Oyz(u,v)

Esimerkki 6.9. Oletetaan, ettd pinta S on tasolla T : z = ax + by + ¢, jonka normaalivektori on 77 on

normeerattu yksikkovektoriksi. Oletetaan, ettd vektorikenttd ¢ on vakio, ¢(x,y,z) = § = (s1, $2, s3) koko

avaruudessa. Tarkistetaan, ettd télloin
%
/(b-dA:sT-ﬁA(S),
5
missd A(S) on pinnan S pinta-ala.

Ratkaisu. Koska tasolla T' z-koordinaatti on annettu muiden koordinaattien funktiona, voimme kéyttéaa
koordinaatteja (x,y) parametrisoinnissa. Télloin joukko U saadaan projisoimalla S zy-tasoon, ja paramet-
risointi on siis

f:U =8 (2,y) = (z,y,ax + by + ¢).

Tallsin 0f, = (1,0,a), Of, = (0,1,b), ja pinta-alkioksi saadaan (vrt. Esimerkkiin [6.3])
%
dA = (—a,—=b,1)dz dy.

Téssé esiintyvi vektori (—a, —b, 1) on selvéisti tason T kasvavan z-koordinaatin puoleinen normaali. Sen

pituus on V1 + a2 + b2, joten
1
’fi = 7(—047 —b7 1)
V1+4a® + b2

Néin ollen pinnan S ala on

s)z/\/1+a2+b2dacdy
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ja kysytty pintaintegraali puolestaan

/§-cﬁl:/§~\/1+a2+b2ﬁd:cdy
S U
:§-ﬁ/ V1+a?+b?2dedy
U

= §-A(S).

Kun pinta S koostuu useasta parametrisoidusta osasta, on osien suunnastusten kanssa oltava tarkka-
na. Aiemmin k&ytimme mielikuvaa, jossa kuvittelimme itsemme kéveleméssd pitkin pinnan reunaa siten,
ettd pinta pysyy vasemman kaden puolella, ja tdtd reunan kiertosuuntaa vastaavassa suunnastuksessa pinta-
alkiovektorit A—le osoittivat pddmme suuntaan. Jos jaamme parametrisoidun pinnan kahteen osaan piirtdmal-
14 pinnan keskelle uuden rajaviivan, niin kyseinen rajaviiva on télldin osa kummankin osapinnan reunaa. Jotta
osapintojen suunnastukset eivit rajaviivan liséyksessd muuttuisi, niin uusi reunaviiva on "kéaveltava'toisessa
osapinnassa vastakkaiseen suuntaan, vertaa Kuvaan

Kéytdmme téta ajattelua mallina sithen, miten suunnastusten kanssa tulee toimia silloin, kun "liimaam-
me"kaksi siledsti parametrisoitua pintaa pitkin niiden yhteistd reunakédyrad. Sanomme, ettd palasten suun-
nastukset ovat yhteensopivia, jos ne osa-alueiden reunoinan "kévellddn'vastakkaisiin suuntiin. Esimerkkiné
tdsta periaatteesta mietimme kuution pinnan suunnastusta. Asetetaan kuutio siten, ettd sen tahkot ovat
koordinaattitasojen suuntaisia. Annetaan yldtahkolla suunnastus, jossa pinta-alkiovektorit osoittavat ylos-
pain. Tatd vastaava ylareunan kiertosuunta on sellainen, missd ylhaélla edessd olevaa sdrméa kéavellaan
vasemmalta oikealle. Kun haluamme antaa kuutio edessé olevalle tahkolle yhteensopivan suunnastuksen, ky-
seinen sdrmé on kéveltiva oikealta vasemmalle. Tété kiertosuuntaa vastaten etutahkolla pinta-alkiovektorit
sitten osoittavat meitd kohti. Samaan paadytdén siten, ettd suunnastetaan ensin iso paperiarkki. Asetetaan
se kuution ylatahkon péaalle siten, ettéd sen pinta-alkiovektorit osoittavat ylospéin. Kun se repimétta taitetaan
kuution etutahkon péélle, paperin pinta-alkiovektorit kd&ntyvé jélleen osoittamaan kohti katsojaa.

Voidaan todistaa, ettd yhtendisen, riittdvan sddnnollisen kolmiulotteisen kappaleen pinta voidaan suun-
nastaa yhteensopivasti kahdella eri tavalla, joista toisessa pinta-alkiovektorit kaikki osoittavat kappaleesta
ulospéin, ja toisessa sisddnpéin. Usein naistd valitaan ulospéin osoittava suunnastus, ja kdytéan sitéd kaikissa
kurssin esimerkeissé, ks. Kuva Jos samanlaista liimausta yritetddn Mobiuksen lehdelle, Kuva [6.4] ajau-
dutaan seuraavaan ongelmaan. Liimattavilla osapinnoilla on kaksi erillistd yhteistd reunakéyraé, ja suunnas-

tusten sovittaminen yhteen niista toisella johtaa yhteensopimattomuuteen toisella.

Lause 6.10. Oletetaan, ettd pinnalla S on paloittain siled parametrisointi f; : U; — S;, missd palat S;,
i =1,2,...,k, letkkaavat vain reunakdayriddin pitkin. Oletetaan lisiksi, ettd palaset S; on suunnastettu yh-

teensopivalla tavalla. Tdalloin kaikille vektorikentille ¢

/5¢-c74=§/5i¢-d74,

missd termeind esiintyvdat pintaintegraalit lasketaan Lauseen [0.8 mddarddmdalld tavalla.
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Esimerkki 6.11. Olkoon S yksikkékuution K = {(x,y,2) € R3 | z,y,z € [0, 1]} pinta, ja ¢ = (s1, s2, 53)

/S¢-c7420.

vakiokenttd. Osoitetaan, etté

Ratkaisu. Tahkolla

S1={(@,y,1) [ 2,y €[0,1]}
on parametrisointi f : [0,1] x [0,1] — S, f(u,v) = (u,v,1). Talle 9,,f = (1,0,0) ja 9,f = (0,1,0), joten
Buf % 0uf = (0,0,1) ja siis dA = (0,0,1) dudv. Nain ollen

1 1
fﬂ:/ / sz dudv = s3.
S1 u=0 Jv=0

Huomaa, etté ylatahkolla on normaalivektori 77; = (0,0, 1), ja ettd yldtahkon pinta-ala on A(S7) = 1. Néin
ollen tuloksemme on sama kuin Esimerkissé [6.9

Tutkitaan seuraavaksi alatahkoa

Se = {(x,y,O) | T,y € [07 1]}

Miten tdma tulee suunnastaa, jotta suunnastus olisi yhteensopiva? Ylatahkon reunalla sirmd E = {(,0,1) |

x € [0,1]} kuljetaan téssé suunnastuksessa vasemmalta oikealle. Néin ollen etutahkon
So ={(x,0,2) | z,2z € [0,1]}

suunnatuksessa sirmé F tulee kulkea oikealta vasemmalle. Kyseisessa suunnastuksessa etutahkon alareunan
sarmd E' = {(z,0,0) | z € [0,1]} kuljetaan t&lloin vasemmalta oikealla. Néin ollen yhteensopivassa alatahkon
Se suunnastuksessa E’ kuljetaan oikealta vasemmalle. Téta kiertosuuntaa vastaa alatahkon alaspéin osoittava
normaali. 7ig = (0,0, —1). Néin ollen Esimerkin [6:9 mukaan
6 dA = A(S6)p - flg = s,
Se

Néemme, ettd kentdn ¢ integraalit yli tahkojen S; ja Sg kumoavat toisensa. Tamé ei oikeastaan ole
yllattavaa, silla kyseessd on vakiovirtausta vastaava kentté, jolle ilmeisesti kuution K ylatahkolta virtaa ulos
yhté paljon kuin alatahkolta virtaa sisdan.

Toistamalla vastaavat laskut kahdelle muulle vastakkaisten tahkojen pareilla padddymme viitettyyn tu-

lokseen, [¢¢- dA = 0.

Esimerkki 6.12. Coulombin lain mukaan origossa sijaitseva pisteméinen sdhkévaraus ¢ luo ympérilleen

sahkokentan
il 1 q (LL', Y, Z)
F v Y = S T
(@,y,2) 4req 12 r
missé r on pallokoordinaatti r = /a2 + y? + 22 ja (z,y,2)/r on pisteeseen P = (z,y, z) piirretty yksikko-

vektori, joka osoittaa pois pain origosta. Lasketaan kentédn F vuo yli R-séteisen origokeskisen pallopinnan

S(R).
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Ratkaisu. Skaalaamalla Esimerkin [6.1] parametrisointi R-séteiseksi saamme pinnalle S(R) parametrisoinnin
x(¢,0) = Rcos¢sind,
y(¢,0) = Rsin ¢sin b,
2(¢,0) = Rcos¥,

missd ¢ € [0,27] ja 6 € [0, 7.

Toistamalla Esimerkin lasku saamme pinta-alkioksi,

EZ = 0fp x Ofydf dp = R*(sin® 0 cos ¢, sin” 0 sin ¢, cos 0 sin ) df) d¢.

Yksikkovektori
1
I (x,y,2) = (cos ¢sin b, sin ¢psin 0, cos ),
joten R
F.dd=—1 R?(sin® 0 cos? ¢ + sin® O sin? ¢ + cos? O sin 0) df do
4meqR?
- (sin® @ + cos? O sin 0) df do
TEQ
— 1 Gngdgde.
TEN
Néin ollen

s 2
/ ﬁ.cﬁi:/ / 9 sin6dedo
S(R) 0=0 J ¢p=0 dmeg

= / 9 singdo
9=0 2€0
= q/<o.
Kentén F vuo ei siis riipu pallon séteestd R. Séhkoopissa tdmé vastaa mielikuvaa siitd, ettd kentdn voima-
viivat eivat katkea. Sdteen kasvaessa vuon tiheys pienenee kaénteisen nelion lain mukaisesti, mutta koska

pallopinnan ala kasvaa vastaavasti etdisyyden nelioén verrannollisesti, niin kentédn vuo yli koko pallopinnan

ei muutu pallon sédteen funktiona.

Esimerkki 6.13. Lasketaan vektorikentdn f(x,y,z) = (x,y,z) integraali yli sen suoran ympyrikartion

vaipan S, jonka akseli on z-akselilla, huippu pisteessi (0,0, 1), ja pohjaympyré tasolla z = 0, side = 1.

Ratkaisu. Sylinterikoordinaateissa (r, ¢, z) kyseisen kartion vaipan yhtilo on selvisti r = 1 — z (vaihtoeh-
toisesti se saadaan janan z = 1 — z, x € [0, 1], pyordhtiessi z-akselin ympéri). Néin ollen vaipalle saadaan

sylinterikoordinaattien avulla parametrisointi
(¢, 2) = (1 — z) cos ¢,
y(¢,z) = (1 — z)sin ¢,
2(¢,2) = z,
missa ¢ € [0, 27] ja z € [0, 1]. Osittaisderivoimalla saadaan parametrisointifunktion

f(¢,2) = (2(0, 2),y(0, 2), 2)
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Kuva 6.8: Vektorikentta (z,y, z) kartion pinnalla

derivaataksi

8f¢ = (_(1 - Z) Sin¢a (1 - Z) COS(b, O)a
df. = (—cos ¢, —sing, 1).

Pinta-alkioksi saadaan siis
__)
dA =0fp x 0f,dpdz = (1 — z)(cos p,sin ¢, 1) dp dz.

Huomaa, etta kéasiteltdvana olevassa kartion osassa 1 — z > 0, joten pinta-alkiovektori osoittaa ylospéin ja
ulospéin.

Kuvassa[@.8 on kuvattu vektorikentté f(z,y, z) kartion vaipalla S. Koska kentté osoittaa suoraan poispéin
origosta, se ei ole aivan vaipan ulospain suuntautuneen normaali suuntainen. Selvéasti kuitenkin kentén vuo

pinnan lépi on kaikkialla positiivinen, joten meilld on syytd odottaa nollasta eroavaa pinta-integraalia.

Pinnalla S sisatulo f(z,y,z) - dA on

FrdA=((1-2)cosé, (1 —2)sing,2)- (1 2)(cosd,sin o, 1) d d=

(

(1—2)%cos® ¢+ (1 —2)%sin® ¢ + 2(1 — 2)) dodz
(1= 2)?+2(1 - 2))dodz

=(1-2)dodz.
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Niin ollen integraaliksi saadaan

6.4 Divergenssilause

Jos V' C R3 on avoin joukko, ja f = (f1, f2, f3) : V — R3 on vihintiin C?-luokan vektorikentti, niin
funktiota V' — R
oh  0f  0fs

V.f:%—i_@y 0z

kutsutaan kentdn f divergenssiksi. Etenkin vanhemmissa suomenkielisisséd teksteissd divergenssin asemesta

puhutaan [dhteisyydest.

Esimerkki 6.14. Jos f : R? — R? on "paikkavektorikentti' f(z,vy, z) = (z,, ), niin niemme, etti
V- flr,y,2)=1+1+1=3
on avaruuden dimensio.

Esimerkki 6.15. Osoitetaan, ettd origon ulkopuolella Esimerkin [6.12] pisteméisen varauksen luoman sah-

kokentan

_ 1
Flay,) = o & 2002

4deq 12 r
r = /22 + y2 + 22. divergenssi hiviaa.

Ratkaisu. Ketjusdannon avulla osittaisderivoimalla ndhdéaan, etté

3

or 1, , 2 2\—1/2 _Z

Kentéin F' ensimméiinen komponentti on vakiokerrointa vaille zz/r3. Tulon derivoimiskaavalla

3(3:) 1 3zor

Ox \r3 r3 o Ox
1 322
3 5

Muille komponenteille saadaan vastaavat kaavat. Nain ollen

- 1 32 1 3y? 1 322
Vb= <r—3‘r—s)+<r—s‘r—5)+(r—s‘r—s>
3r? — 3(x? +y? + 22)

= T5 = 0
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Kuva 6.9: Yksinkertainen kappale, ja sen projektio xy-tasolla.

Huomaa kuitenkin, ettéi kenttéi F ei ole edes médritelty origossa, ja ||F|| — oo origoa lihestyttiessi. Voi-

daankin tulkita luonnollisella tavalla, ettd origossa sijaitseva varaus on tdmén kentén ainoa ldhde.

Divergenssilause liittdd vektorikentén integraalin yli 3-ulotteisen kappaleen reunapinnan sen divergens-
sin integraaliin yli itse kappaleen. Jotta kaikki esiintyvét integraalit olisivat varmasti olemassa, joudumme

olettamaan sddnnollisyysominaisuuksia seké kentésté ettd kappaleesta.

Lause 6.16. (Divergenssilause). Oletetaan, etti K C R3 on kompakti joukko. Oletetaan lisiksi, ettd sen

reuna 0K on ddrellisen monen siledsti parametrisoidun pinnan unioni. Suunnastetaan OK siten, ettd kaik-
—)

kialla pinta-alkiovektorit dA osoittava ulospdin, eli poispain K :n sisdosasta. Oletetaan, ettd vektorikenttd

F = (f1, f2, f3) on vihintdidn luokkaa C? joukossa K. Tdilldin

/vﬁdxdydz:/ F.dA.
K OK

Todistus. Kuten Greenin Lausetta pohtiessamme tdsmaéllinen todistus edellyttéisi joukon epétriviaaleja
topologisia ja geometrisia aputuloksia. Tyydymme siis samanlaiseen késittelyyn kuin Greenin Lauseenkin

kohdalla. Oletetaan ensin, ettd joukko K on seuraavassa mielessé yksinkertainen:

e Joukolla K on ylareuna ja alareuna siind mielessé, ettd jos merkitddn K:n projektio xy-tasolla K. :lla,

niin on olemassa sellaiset funktiot C'-luokan funktiot z1,20 : K, — R etti (z,y,2) € K silloin ja
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Kuva 6.10: Pinta-alkiot yksinkertaisen kappaleen yla- ja alareunoilla

vain silloin, kun (z,y) € K, ja z1(z,y) < z < z2(x,y). Tamé vastaa mielikuvaa, jonka mukaan K:m

ylareuna on pinnalla z = z3(x,y) ja alareuna pinnalla z = z;(x, y).

e Vastaavasti edellytamme, ettd joukolla K on vasen ja oikea reuna y = y1 (2, 2), y = ya2(x, 2), missd pari

(z, z) kidly lapi K:n projektioon zz-tasolla kuuluvat pisteet.

e Edelleen edellytdmme, ettd joukolla K on etu- ja takareunat x = x1(y, ), © = x2(y, ), missa (y, z) €

K, kdy lapi K: projektioon yz-tasolla kuuluvat pisteet.

Mielikuva on siis kupera ja siled munamainen mohkéle kuten Kuvassa [6.9] missd on myos kuvattuna
zy-tason projektio K.
Kisitellddn vektorikenttia F komponentti kerrallaan. Osoitetaan ensin, etté

0
/(E;K(O707f3(z7yvz))dj:/l;a—j(x,y,Z)dzdde

Téssd tapauksessa pinta K kannattaa jakaa kahteen osaan. Yldreunaan S, jolla on parametrisointi
(z,9,2) = (x,y, 22(x,y)) ja alareunaan Ss, jolla on parametrisointi (x,y, z) = (z,y, 21(x,y)). Esimerkin [6.3]
laskun nojalla ylédreunalla

674 = (_awZQ(:E) y)7 —6y22($, y)7 1) dx dy7

mutta alareunalla kaytdmme ulospéin suuntautuvan suunastuksen saamiseksi vastavektoria

67;4) = (6z21($,y), 6y21(36,y), _1) dx dy
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Kummassakin tapauksessa (z,y) kiy lapi projektion K, pisteet. Néin ollen

‘ééaaﬁyaﬁzl;+éz

= f3(x7y722(‘r7y))dxdy_ f3(‘r7y7zl(x7y))d‘rdy
K, K.

— [ (e za(o9) - oy a(aw) dody.

Toisaalta Fubinin lauseen nojalla
z2(,y)
| oty sazdsay= [ ([ oz ) dody
K K. z=z1(z,y)
z2(z,y)
:/ fg(ZC,y,Z)d.’L'dy

K. lz=21(z,y)

:/ (fg(w,y,22(:c,y)) - f3(x,y,zl(:1c,y))) d/xdya

z

eli sama integraali.
Vastaavasti nahdéan, ettd [, (0, f2,0) - dA = [, 0y fadV ja [,,(f1,0,0) - dA =€ [, 8, f1dV. Viite

seuraa laskemalla ndmé yhtdlot yhteen puolittain. |

Huomautus 6.17. Kuten Greenin Lauseenkin yhteydessi, ndemme, ettd oleellinen askel itse asiassa oli
kurssilta Analyysi II tuttu Analyysin Peruslause. Sama toistuu vield seuraavassa pykéaldssa Stokesin Lauseen

kohdalla.

Huomautus 6.18. Kuten Greenin Lauseenkin tapauksessa monimutkaisempi kappale voidaan jakaa yk-
sinkertaisiin osiin lisddmalld viliaikaisia reunapintoja. Péattelyissid kiytetddn hyvéksi sitd, ettd integraalit
yli saman mutta vastakkaisilla suunnastuksilla varustetun pinnan ovat toistensa vastalukuja. Néin ollen

valiaikaisen lisdreunan vaikutus kumoutuu.

Esimerkki 6.19. Jatketaan hetki Esimerkin pintaintegraalien kanssa. Naimme, ettd kentdn F inte-
graali yli origokeskisen R-séteisen pallon ulospéin suunnatun pinnan S(R) yli oli siteesté riippumaton vakio
q/€o. Jos K on pallopintojen S(R1) ja S(Rz2), 0 < R; < R, rajaama "kuori', niin tuloksemme mukaan
pintaintegraali yli reunan 0K on fS(RZ) - fS(Rl) = (q/e0) — (¢/€0) = 0. Toisaalta ndimme Esimerkissa [G.15]

etti V- F' = 0 kuorella K. Niin ollen divergenssilause antaa meille saman tuloksen.

Esimerkki 6.20. Naimme, ettd paikkavektorikentidn 7 = (x,y, z) divergenssi on vakio 3. Néin ollen diver-

genssilauseen nojalla siledreunaisen kappaleen K tilavuudelle V' saadaan kaava

W:/3M@M:/VWM@M:/ 7. dA.
K K oK

Kappaleen tilavuus on siis paikkavektorikentin integraali yli sen pinnan jaettuna kolmella. Tarkistetaan

tamé Esimerkin kartiolle.
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Ratkaisu. Laskimme Esimerkissi [6.13] ettd yli kartion vaipan S
_>
/ 7-dA =m.
s
Kartion K reunaan 0K kuuluu vaipan S lisdksi kartion pohjalevy
D ={(z,y,0) | «* +y* < 1}.

Pohjalevyn ulospéin suuntautuva normaali osoittaa suoraan alas vektorin 7 = (0,0, —1) suuntaan. Koko
levylld D on voimassa 7+ 7i = 0. Néin ollen [ pT" JZ = 0. Samaan paadytdan tekemélld havainto, ettd kartion

pohjalla paikkavektorikentté on pohjalevyn tason suuntainen.

/ F-Ejl:/—l—/ =7+0=m.
oK S D

Muistamme geometriasta ettd suoran ympyrékartion tilavuus on V' = %wrzh. Kartiolle K on r = h = 1,

Joka tapauksessa

__)
joten sen tilavuus on V' = 7/3. Néin ollen 3V = f o T - dA kuten divergenssilauseen nojalla pitéékin olla.

Divergenssilause johtaa seuraavaan vektorikentdn divergenssin tulkintaan. Kuvitellaan pieni laatikko
K = [xg — Azx/2,20 + Az/2] X [yo — Ay/2,y0 + Ay/2] X [20 — Az/2, 20 + Az /2] pisteen (z0,yo,20) ym-
péarille. Pintaintegraali tulkinta vektorikentdn vuona johtaa silloin siihen, ettd faK f : cﬁl laskee kentén
"nettovuon"ulospédin laatikosta K, missd virtaus laatikosra ulospéin jonkin tahkon ldpi on plusmerkkis-
té, ja virtaus laatikon sisdén miinusmerkkistd. Divergenssilauseen nojalla sama integraali on [ KV f dv.
Jos laatikko on hyvin pieni, niin osittaisderivaattojen jatkuvuuden nojalla divergenssi ei juuri muutu, ja
S V- fav ~ (V- f ) (0, Yo, 20) Az Ay Az. Divergenssi saadaan jakamalla tdmé integraali laatikon tilavuu-
della AV = Az Ay Az. Néin ollen

Vektorikentdn divergenssi mittaa kentédn nettovuota tilavuusyksikkoa kohti pienesta laatikosta.

6.5 Stokesin lause

Palautetaan mieleen avoimessa joukossa V' C R3 madritellyn C2-luokan vektorikentéin f = (f1, fo, f3) root-

tori, joka maaritelladn muodollisena ristitulona

:(8yf3_8zf2782.f1_8If3vaxf2_ayfl-
A f fs

Vanhemmissa teksteissd puhutaan roottorin asemesta kentan pydrteisyydestd.

Esimerkki 6.21. Osoitetaan, ettd origossa sijaitsevan pisteméisen varauksen ¢ luoma sdhkdkentta

= 1
Fley,) = o 4 0022)

T dqeg 12 r
r= /2% + y% + 22 on pyérteetin, eli V x F = 0.

3
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Ratkaisu. Johdimme Esimerkin [6.I5] yhteydessa kaavat 0,r = x/r, 0,r = y/r ja 0.r = z/r. Roottorin

V X F ensimméistéd komponentti varten tarvitsemme osittaisderivaatan

0F3 ¢ A(z/r3)

8—y_47reo Jy
_ 3.9

seké osittaisderivaatan

OF,  q 9(y/r?)

0z  4dmey Oz

- 3 Y rto.r
4meg
—3qyz
Amegrs’

Koska ndma yhtyvét, roottorin 1. komponentti hdvidéd. Vastaavat laskut osoittavat my6s muiden komponent-

tien haviavan.

Kuten Greenin Lause ja Divergenssilausekin seuraavaksi kuvailtava Stokesin Lause sitoo toisiinsa kaksi
erilaista integraalia. Toisessa lasketaan annetun kentdn roottorin pintaintegraali yli 3-ulotteisen avaruuden
rajoitetun pinnan S, toisessa taas lasketaan kyseisen kentén integraai yli pinnan S reunakiyrédn v = 05.
Koska v kiertdd, koko pinnan S, se on sulkeutuva kayra. Arvattavasti kiertosuunta on valittava pinnan S
suunnastusta vastaavasti — jos kuvittelemme itsemme kivelemaén pitkin reunakayréé ~ siten, ettd padmme
osoittaa pinta-alkiovektorien suuntaan, niin kulkusuunta méaérdytyy siitd, ettd pinta on vasemman kédden

puolella.

Lause 6.22. (Stokesin Lause) Oletetaan, etti S rajoitettu siledsti parametrisoitu pinta avaruudessa R3, ja
v sen yhteensopivasti suunnastettu rajoitettu reunakdyrd. Oletetaan, ettd vektori kenttd f: (f1, f2, f3) on

luokkaa vihintiin C? avoimessa joukossa, joka sisdltid pinnan S reunoineen. Télléin

yffldx+f2dy+f3dz=/(v x f) - dA.

v s

Todistus. Tuttuun tapaan kéasittelemme vain "yksinkertaisen tapauksen', johon monimutkaisemmat tilan-
teet palautuvat halkaisemalla pinta S useampaan osaan ylimaéraisia reunoja lisidmaélla. Oletetaan siis, ensin,
ettd S on sellaisessa asennossa, ettd reunakéyrén v projektiot 7,7, ja 7. koordinaattitasoille ovat pinnan
S vastinprojektioiden S, Sy ja S, reunakéyrié. Lisdksi oletamme, ettd projektiokuvaukset S — S;,5y,S.
ovat injektioita, eli minka tahansa koordinaattiakselin suuntainen suora leikkaa pinnan S enintddn yhdessa
pisteessd. Nain ollen kdytettédvissimme on pinnalle S kolme eri parametrisointia S, — S, Sy, = 5, S; = S
ja oletamme, etté ne ovat sileitd (mahdollisesti nollajoukkoa lukuun ottamatta).

Kuvassa [6.11] on kuvattu mustareunainen pinta, jonka projektioilla on vaadittu ominaisuus. Projektio 7,

on kuvattu siniselld, v, vihredlld ja v, sekd S, punaisella.
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Kuva 6.11: Pinta, jonka reunakayran projektiot ovat pinnan vastinprojektioiden reunakayria
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Koska seké kayra- ettd pintaintegraalit kunnioittavat vektorikenttien summia, riittda kéasitella kenttad f

komponentti kerrallaan. Otetaan tarkasteltavaksi kenttéa (f1,0,0). Sen roottori on

Koska z-akselin suuntaiset suorat leikkaavat pinnan S enintdan yhdessé pisteessé, silla on parametrisointi
¢: (z,y) — (z,y,2(x,y)), missi z(z,y) on vihintiin luokkaa C2. Titd parametrisointia vastaa pinta-alkio
(ks. Esimerkki [63)

%
A = (—2g, —2y, 1) dz dy.

QU

Huomaa, ettid tdssd oletamme (kuten Kuvassa [6.11]), ettd pinnan S suunnastus on sellainen, ettd pinta-
alkiovektorin dA z-komponentti on positiivinen. Jos néin ei ole, niin alla olevissa laskuissa teemme merkki-
virheen, koska se perustuu vastakkaiseen suunnastukseen.

Pintaintegraalin integrandina on siis

- _ dft  0h
v X (fl,0,0)dA— (_Zyg - a—y)d.fcdy

Otetaan kiyttoon apufunktio Fy : S, — R, Fi(z,y) = fi(x,y, 2(z,y)). Ketjusddnnon nojalla

oF, _of ok
Ay Ay Y0z’

joten edeltdva laskumme sanoo, etta

Niin ollen pintaintegraaliksi saadaan

I:/Vx(fl,o,O)-E?x:/ 2 g ay.
S S, dy

Toisaalta soveltamalla Greenin Lausetta alueeseen S, saadaan

-/ F1<x,y>dx=Af1<x,y,z>dx,

z

silld kdyrdn v parametrisointi (z(t),y(t), z(t)) saadaan kéyrén -y, parametrisoinnista (x(t),y(t),0) asetta-
malla z(t) = z(z(t),y(t)). Koska dx on ainoa téssi kiyrdintegraalissa esiintyvé differentiaali, niin olemme

nayttaneet, etta
%

/VX (fl,0,0)-dA:/(fl,0,0)-(d:c,dy,dz).
S ¥

Huomaa jilleen, ettd mikéli pinnan S suunnastus olisi sellainen, ettd pinta-alkiovektorien z-komponentit
olisivatkin negatiivisia, niin projisoitu reunakéyra 7, kiertaisikin pinnan projektiota S, negatiiviseen kierto-
suuntaan. Tastd aiheutuva merkkivirhe kuitenkin kompensoituu aiemmin tekemédmme merkkivirheen kanssa.

Stokesin Lauseen viite seuraa kisitellyssi tapauksessa tekemélli vastaavat laskut vektorikentille (0, f2,0)

ja (0,0, f3) ja laskemalla saadut tulokset yhteen. O
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Huomautus 6.23. Jos Stokesin Lauseessa oletamme, ettéd pinta S on tasolla z = 0, ja vektorikentta f =

(f1, f2,0) on sekin oleellisesti 2-ulotteinen, niin t&lloin
VX f=(0,0,0,f2 = 9, 1,0),

ja pinta-alkiovektori

dA = (0,0,1)dzdy

osoittaa z-akselin suuntaan. Néin ollen pintaintegraali

/va-cﬁi:/(azfQ_ayfl)dxdy
S S
ja
[ 7ty de) = [ fido+ fady.
Y Y

Naméa yhtyviat Greenin Lauseen [.14] nojalla.

Huomautus 6.24. Stokesin Lauseen yleisempien versioiden perustelussa "paloittelutekniikka' ei aina ole
aivan ongelmatonta. Jos esimerkiksi jokin osa pinnasta S on kohtisuorassa jotakin koordinaattitasoa vastaan,
niin paloittelu ei saa aikaan tilannetta, jossa projektio ko. koordinaattitasolle kiyttéytyisi halutulla tavalla.
Tallaisessa poikkeustilanteessa kuitenkin reunakéyrén projektio on vastaavasti degeneroitunut samaa viivaa
pitkin edestakaisin sahaavaksi kdyréksi, jolloin tapahtuu ilmeistd kumoutumista. Jatdmme yksityiskohdat

Stokesin Lauseen perustelemiseksi téllaisessa tapauksessa harjoitustehtaviksi.

Esimerkki 6.25. Origokeskiselld puolipallopinnalla S : 22 + y? + 22 = R2,z > 0 on reunakéyrani pallon
"paivantasaaja’ y(¢) = (Rcos ¢, Rsing,0), ¢ € [0, 27]. Tarkistetaan Stokesin Lause pinnalle S ja vektoriken-

talle
f  (y,0)
=—— (—vy,z,0).
22 O
Ratkaisu. Osittaisderivoimalla saadaan
— 2 9
Vxf= (xz,yz,2%).

($2+y2+22)2

Esimerkissé [6.12] saimme pallon pinta-alkioksi pallokoordinaateissa
- 2/ .. 92 .92 . .
dA = R*(sin” 0 cos ¢, sin”  sin ¢, cos 6 sin 0) df d.

Roottorin V x f arvo pinnan pisteessa
x(¢,0) = Rcos¢sind,
y(¢,0) = Rsin ¢sin b,
2(¢,0) = Rcosb,

on siis

—

Vox f(x(9,0),y(,0),2(¢,0))

2
= ﬁ(cos ¢sin  cos 0, sin ¢ sin @ cos 0, cos? ).
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Integroitavaksi tulee niin
V x f JZ = 2(cos? ¢ sin® 6 cos § + sin? ¢ sin® § cos § 4 sin 6 cos® 0) df) do
= 2(sin® f cos @ + cos® O sin 0) df d¢
= 2sinf cosf df d¢ = sin 20 df d¢.

Roottorin integraali yli puolipallon pinnan on siis

N 21 /2
/va-cﬁx:/ / sin 20 d0 do — 2.
S »=0 J6=0

Piivintasaajalla v on 22 + y2 + 22 = R? ja
dr = R(—sin ¢, cos ¢, 0) dop,
joten kayraintegraalin integrandiksi tulee
F(4(9)) - dr = (sin ¢ + cos® ¢) dop = dop,

ja kayriintegraaliksi

kuten Stokesin Lauseen nojalla pitikin.
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