Vektorilaskenta
Demonstraatiotehtéavat 11, 15.09.2020

Tehtivi 1. Olkoon A C R? neljinnestaso, jossa x > 0 ja y > 0. Tutkitaan funktiota

f:A—=R, f(z,y) = arcsin v

/2 + y2
Tarkista osittaisderivoimalla, etti f, = y/(z* + y?) ja f, = —x/(@® + y?). Helpompia osittaisderivointi
harjoituksia ViLLEssd!

Tehtava 2. Hdavittdjikone lentdd vakiokorkeudella h kaksinkertaisella ddnennopeudella reittid, joka vie sen
suoraan maan pinnalla olevan havaitsijan ylitse. Miten kaukana (vaakasuunnassa) hdvittijikone on silld
hetkelld, kun sen ja havaitsijan vilinen etdisyys pienenee aanen nopeudella? Monisteen Esimerkki 2.4. auttaa.
Voit lisitehtdvind (ainakin jos olet fyysikko) miettid, miksi koneen kyseisessd paikassa synnyttamd ddani on
se, jonka havaitsija ensimmdiseksi kuulee.

Tehtava 3. Oletetaan, ettd funktioiden f(x,y) ja g(x,y) osittaisderivaatat ovat jatkuvia avoimessa joukossa
A C R2. Seliti, miksi niiden tulon fg gradientille on voimassa sédnto

V(fg)=fVg+gVf
katkkialla A:ssa? Vinkki: Mites se tulon derivoimiskaava menikddn?

Tehtiva 4. Kdyrit y = 22 ja y = 2 — x leikkaavat kahdessa pisteessd, Py = (11,y1) ja Po = (x2,92). Etsi ne
ratkaisemalla timd yhtilépari. Miksi kummassakin leikkauspisteessd funktion h(z,y) = (y — 22)(2 —y — )
gradientti hdviad? Vinkki: Auttaisiko edellinen tehtdvd? Tdmd tehtdvd saa jatkoa, kun ehdimme lukuun 4.

Tehtava 5. Yili on kuva tason monikulmiosta A, jonka kirjet ovat origon lisiksi pisteissi (0,5), (4,4),
(6,2) ja (7,0). Missd joukon A pisteessé funktio f(x,y) = x + 3y saa suurimman arvonsa? Entd funktio
g(z,y) = 3x + 2y? Mita hivenen poikkeuksellista tapahtuu funktiolle h(x,y) = x + y? Vinkki: Gradienttia
ja suunnattua derivaattaa voi kdyttad kuten monisteen Esimerkkissd 2.18. Kai tdmdn voi runtata lapi myds
jotenkin toisin :-)

Tehtava 6. Laske funktion f :R?> = R
flx,y,2) =a* +y* + 2% — 22 — 4y — 62

1
gradientti pisteessd Q@ = (2,0,1). Laske myos suunnattu derivaatta Dy f(Q) kun u = 5(_1’2’2) ja kun

1
=-(2,-1,2).
u=52-12)



Tehtava 7. Ylla on erddn suorakaiteessa S = {(z,y) | z,y € [—3/2,3/2]} mddritellyn funktion f kuvaa-
japinta z = f(x,y). Alla on kuvattu kolme vektorikenttdda joukossa S. Mikd niistd on mielestasi funktion f
gradientti V f(x,y)?
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