Vektorilaskenta
Demonstraatiotehtavat V, 06.10.2020
Tehtivd 1. Olkoon S yksikkdkuution [0,1]® se osa, jossa koordinaatit ovat jirjestyksessi x <y < z, eli
S ={(z,y,2) eR® | x,y,2 € [0,1],2 <y < z}.

Laske funktion f(x,y,z) = x integraali yli joukon S. Laske myds joukon S tilavuus. Mikd on tamdan perus-
teella joukon S pisteiden keskimdadrdinen x-koordinaatti? Vinkki: Kolme lukua voivat olla tarkalleen 3! = 6
eri jarjestyksessd (poislukien nollamitalliset tilanteet, joissa ainakin kaksi niistd on yhtisuuria). Tdstd saat-
kin tavan tarkistaa tuloksesi joukon S tilavuudelle. Jos harrastat todenndkéisyyslaskentaa, voit miettic, miksi
tehtdvdssd lasketaan vastaus seuraavaan kysymykseen: Olkoot x,y, z toisitaan riippumattomia satunnaislu-
kuja, tasan jakautuneita vililla [0, 1]. Mika on talléin niistd pienimmén, v = min{z, y, z} odotusarvo?

Tehtava 2. Vakuuta itsesi siitd, etti tason z = 0 ja pinnan z = H(1 — %), r = \/x? + y2, vdliin jadva
kappale on suora ympyrdkartio, jonka korkeus on H ja pohjan side R. Johda tuttu suoran ympyrikartion
tilavuuden kaava laskemalla vastaava napakoordinaatti-integraali.

Tehtdava 3. Naimme aiemmassa demotehtivissi (Dem.II1/1), ettd napakoordinaattikiyrd r = 2sin ¢ mdada-
rittelee ympyran, jonka side on 1 ja keskipiste (0,1). Ndin ollen kayrd r = sin¢ on ympyrd, jonka side on
1/2 ja keskipiste (0,1/2). Olkoon ndiiden kahden ympyrdn vdliin jidvd alue A. Sen pddlld on tasojen z = 0
ja z =y + 2 vdlissd kappale (kuva alla vasemmalla). Laske sen tilavuus. Vinkki: Napakoordinaatti-integraali
tarvitaan, tai ehkd fyysikko, joka osaa mielessdidn katkaista putken 45 asteen kulmassa!

Tehtava 4. Funktio f(z,y) = (Va2 + y? —1)(2 — /2?2 + y2) saa positiivisia arvoja rengasmaisessa alueessa
A={(z,y) eR? |1 <z” +y* < 4}.

Kyseisen renkaan padlli kuwvaajapinnan z = f(x,y) ja tason z = 0 wvdliin jid ylld oikealla olevan kuvan
mukainen suklaakakun muotoinen kappale. Laske sen tilavuus.

Tehtava 5. Hahmottele kuva kappaleesta, jota rajaavat sylinterikoordinaattiepiyhtalot 1 < r < z < 2.
Huomaa, ettd ¢ ei esiinny. Tarkistus: kyseistd kappaletta voisi luonnehtia kartioksi, jonka ldpi on porattu
reikd.



Tehtéivd 6. Otetaan kiyttéon avaruudessa R* "kaksinkertaiset napakoordinaatit” eli mddritellddn luvut
r1,7m2 € [0,00) ja kulmat ¢1,¢ € [0,27) siten, ettd

T1 = T1CO0S gf)l,
To = 7risin¢q,
T3 = T9COS P,
T4 = 7rosin¢s.

Osoita, ettd sijoituksen

(w1, @2, 3, 4) = (11 COS 1,71 8N Py, 72 COS P2, T2 8in P2) = g(71, P1,72, P2)

Jakobiaani on
a(5617 Z2, T3, !E4)

3(7”17051,7“2, ¢2)

Tehtédva 7. Laske R-sdteisen 4-ulotteisen avaruuden pallon (tai siis kuulan)

=Tira.

S(R) = {(21, %2, 3,24) € R* | 2 + 2% + 22 + 27 < R?}

mitta (eli hypertilavuus). Tarkistus: Vastauksen yksikon pitida tietenkin olla metrin neljis potenssi. Vinkki:
Yksi tapa edeti on kéyttid edellisen tehtivin koordinaatteja, ja todeta, etti S(R) mddrdiytyy ehdosta ri+rs <
R2. Muitakin tapoja on.



