Vektorilaskenta

Harjoitustyo — Tilavuuden laskeminen karteesisissa koordinaateissa. #1

Ohessa on kuva kappaleesta. Sen pohja A on tasolla z = 0. Sitd rajaavat suora y = x, seki kiyrd 2r = y2.
Kappaleen korkeus pisteessi (z,y) € A on f(z,y) = 4 — 3.
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Laske kappaleen tilavuus. 5 lisdpistetta saa laskemalla kappaleen pohjan pinta-alan. Toiset 5 lisapistetta
saa laskemalla kappaleen keskiméaéraisen korkeuden ja tekemélla kuvan avulla arvion siité, onko tulos jarkeva.



Ratkaisu. Yhtilo y = z on tunnettu suora. Yhtilo 2z = y? on oikealle aukeava paraabeli. Aloitetaan
piirtdmalla ndma.
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Nayttaisi silta, ettd jarkevéd alue rajautuu kéyrien leikkauspisteiden vélisilld osilla. Leikkauspisteissd yh-
tilot y = x ja 2z = y? ovat samanaikaisesti voimassa. Sijoittamalla ensimméiinen yhtilo jalkimmaiiseen
saadaan, ettd leikkauspisteissi yhtdlé 22 = 22 on voimassa. Témin ratkaisut ovat 2 = 0 ja x = 2. Niin ollen
leikkauspisteet ovat (0,0) ja (2,2). TAmé sopii hyvin yhteen kappaleen kuvan kanssa, silld siind sekd - etta
y-koordinaatin vaihteluvélit ovat [0, 2].

Alue A on paraabelin ja suoran vélinen xy-tason osa. Paraabeli on suoran yldpuolella, joten jos annamme
x:lle kiintein arvon vililtd [0,2], niin piste (z,y) on alueessa A jos sekd y > x ettd y? < 2z eli y < v/2z.
Tamai johtaisi sisdintegraaliin fyf Koska siind esiintyy yldrajassa "ikdva" neligjuuri, niin teenkin toisin
péin, ja valitsen sisdintegraalin rhuuttujaksi 2:m. Jos nimittdin annammekin y:lle kiintedn arvon valilta [0, 2],
niin piste (z,y) on alueessa A kunhan x > 32/2 ja x < y. Nimittédin kuvan perusteella paraabeli on alueen
vasen reuna (= z:n alaraja) ja suora oikea reuna (= x:n yldraja).

Kappaleen tilavuuden antaa siis iteroitu integraali

V= /:_0 (/:iyzﬂf(:v,y) dx) dax.

Sisdintegraaliksi saadaan
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Niin ollen kysytty tilavuus on
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Pohjan ala saadaan lukio/Analyysi I tiedoilla integraalista
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Keskiméarainen korkeus h saadaan jakamalla tilavuus pohjan alalla

~28/15 14
- 2/3 57

eli hiukan alle kolmen. Tdmén on hiukan hankala kuvasta tarkistettava. Jarkeva se on sikéli, ettd maksi-
mikorkeus on 4 (kun y = 0) ja minimi nolla. Lisiksi korkeus on > 3 A:n siind osassa, jossa y < 1. Kuvan

perusteella taméi osa kattaa yli puolet A:n pinta-alasta. Néin ollen ei ole yllattavaa, ettd keskiarvo on nédinkin
selvésti > 2.



