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I Avaruuden R"” rakenteesta ja kuvauksista

I.1 Avaruuden R" lineaarinen ja metrinen rakenne

Palautamme mieleen lineaarialgebrasta tutun merkinnén R"”, jolla tarkoitetaan
n:n pituisten reaalilukujonojen muodostamaa vektoriavaruutta, n € N. Joukko-
na siis

R" ={x=(#1,...,2,) | ; € Rkaikilla j =1,....,n},
ja vektoriavaruuden laskutoimitukset yhteenlasku ja skalaarilla (eli téssé tapauk-
sessa reaaliluvulla) kertominen on mééritelty luonnolliseen tapaan koordinaateit-
tain eli komponenteittain. Merkitsemme 0 = (0,...,0).

Merkitsemme e; = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1).
Naméi R™:n perusvektorit muodostavat sen luonnollisen kannan. Jos on tarpeen
korostaa, ettd kyse on nimenomaan n-ulotteisen avaruuden luonnollisen kannan
alkioista, kirjoitamme e’ merkinnéin e; sijasta.

Sen lisdksi, ettd R™ on vektoriavaruus, siind on luonnollinen tapa mééritel-
14 kahden alkion vélinen etdisyys. (Edelld sanoimme avaruuden R™ alkioita
vektoreiksi, mutta toisesta nékokulmasta niitd voidaan sanoa myds pisteiksi.)
Maéérittelemme seuraavassa etdisyyden sisdtulon avulla. Kahden vektorin x =
(1,...,2n) jay = (Y1,--.,yn) sisdtulo (x,y) méadritellddn lukuna (x,y) =
Z?:l x;jy;. Sisdtulosta kiytetdsin myos nimityksié skalaaritulo ja pistetulo. J&l-
kimmaisen nimityksen yhteydessé merkintana yleenséd on x - y.

Vektorin x = (1, ..., 2,) normi eli pituus ||x|| mairitellddn sisdtulon avulla
kaavalla

%[l = v (x,%) =

2
>
j=1
Selvésti ||[Ax| = |A] ||x|| kaikilla A € R, x € R™. Vélittomésti ndhddén myos,

ettd aina ||x|| > 0, ja ||x|| = 0, jos ja vain jos x = 0.

Lause I.1.1. Olkoot x = (x1,..., %),y = (Y1,---,yn) € R™. Silloin
(@) [(x,¥)] < Ix|lllyll (Cauchyn-Schwarzin epdyhtils);
(b) HIx[l = lIylll < [x + ¥l < [Ix[| + [y || (kolmioepdyhtils);
(¢) maxi<j<n ;] < [Ix[| < Jza] 4+ + |za] < Vx| < nmaxi<j<p [

TopisTus. (a): Jokaisella A € R on

0< (x+ Ay, x+ Ay) = (x,%) + 2A(x,y) + A (y,y).

Jos (y,y) # 0, valitaan \ = 75;53, jolloin
2 2
2 (X7 Y) 2 (X7 Y)
0< HXH -2 5 H ” 4
Il Iyl
eli
2010112 2
=" llyll” > (x.¥)".
Jos taas (y,y) =0, on y; = --- =y, = 0, joten viite pitee.

Kohdat (b) ja (c) jatdmme harjoitustehtaviksi. (Kohdan (c) toiseksi vii-
meisessd epayhtélossd kiytetddn Cauchyn-Schwarzin epayhtdloéd vektoreihin
(1,...,D) ja (Je1l, -« |za])) - O



Tutkimalla, milloin edelld kohdan (a) todistuksessa voi esiintyd yhtilo, voi-
daan osoittaa (harjoitustehtévi), ettd Cauchyn-Schwarzin epayhtéldssé on voi-
massa yhtasuuruus, jos ja vain jos X ja y ovat lineaarisesti riippuvat. Kahden
alkion x,y € R” vilinen etdisyys, jolle kiiytdmme toisinaan merkintad d(x,y),
madritelladn lukuna ||x — y||.

Lause 1.1.2. Olkoot x, y, z € R™. Silloin
(a) d(x,y) = 0;
(b) d(x,y) =0, jos ja vain jos x =y;
(c) d(x,y) = d(y,x);
(d) d(x,2) <d(x,y) +d(y,z).

Topbistus. Kohta (d) seuraa heti lauseen I.1.1 kohdasta (b), ja muut lauseen
véitteet ovat ilmeisié. O

Huomautus I.1.3. Lause I.1.2 voidaan ilmaista sanomalla, ettd edelld méaaritel-
ty kuvaus d : R®” x R® — R on R™:n metriikka; R™ on sen suhteen metri-
nen avaruus. Monet tarkastelut jatkossa riippuvat ainoastaan lauseessa 1.1.2
luetelluista metriikan d ominaisuuksista ja péatisivit siis sellaisinaan yleisessé
metrisessd avaruudessa.

1.2 Jonon suppeneminen

Lukujonon késitteen yleistyksenéd sanomme kuvausta k& +— x; luonnollisen luku-
jen joukosta N = {1, 2, ...} avaruuteen R" jonoksi (R™:ssi); sille kilytetdén
my0s nimityksia vektorijono ja pistejono sekd merkintdéd (xj). Lukujonon raja-
arvon maaritelméa kayttden saadaan lyhyt tapa méaritelld jonon suppeneminen
avaruudessa R™:

Maéritelma I1.2.1. Olkoon (x) jono R™:ssd ja xg € R™. Jos

klim d(xg,%xg) =0,

sanotaan, ettd jono (xx) suppenee kohti alkiota xg. T#lloin merkitaan

xp = lim xy

k—o0
tal X — Xo ja sanotaan, ettd xo on jonon (x) raja-arvo.

Toisin sanoen x; — Xgp, jos ja vain jos jokaista € > 0 vastaa sellainen
k. € N, ettd ||x; —xo|| < € aina, kun k& > k.. Tarkkaan ottaen menimme
tdssd maaritelméssd hiukan asioiden edelle kiyttamalla funktionaalista merkin-
taa limg—, o0 X ja siihen liittyvad yhtélaisyysmerkkid ennen raja-arvon yksikasit-
teisyyden todistamista. Korjaamme heti tdmén puutteen:

Lause 1.2.2. (a) Jono voi R":ssi supeta korkeintaan yhtd pistettd kohti, ts.
jonon raja-arvo on yksikdsitteinen, jos se on olemassa.
(b) Mdadritelmdn I.2.1 merkinndin

xo = lim x,
k—oo
jos ja vain jos
(x0,€;) = lim (xz,€;)
k—oo

jokaisella j =1,... n.



TobpisTus. (a) Tehdddn vastaoletus, ettd jono (xj) suppenee kohti seki pistettéd
X ettd pistettd y, missd x # y. Merkitdédn ¢ = %d(x, y). Silloin voidaan valita
luvut k1 € N ja ko € N siten, ettd d(xg,x) < €, kun k > k1, ja d(xk,y) < ¢,
kun k > ky. Jos k on suurempi luvuista k; ja ko, on siis

2e =d(x,y) < d(x,xi) + d(xp,y) < e+e=2.

T&ama ristiriita osoittaa vastaoletuksen mahdottomaksi, joten raja-arvo on yk-
sikésitteinen.

(b) Oletetaan, ettd (xg,€;) = limy_.o (Xx, €;) jokaisella j = 1,...,n. Olkoon
€ > 0. Jokaista j = 1,...,n vastaa sellainen k; € N, ettd

&
|(xk, €;) — (X0, €5)| < -

aina, kun k£ > k;. Olkoon kg suurin luvuista k1, ..., k,. Jos k > ko, on lauseen
1.1.1 (c) nojalla

~ 3
[[x — xol| < Z XK, €5) = (x0,€;)| <n-— =e.

Siis xg = limy_, o X;. Ké#inteinen implikaatio seuraa heti epayhtélosta
(ks €5) — (%0, €;)| < [lxi — %0 . O

Jos (xx) on jono R™:ssé ja p — k, on sellainen jono N:ssé, ettd k1 > k,
kaikilla p € N, niin yhdistettys kuvausta p — xy, eli jonoa (x},) sanotaan jonon
(xx) osajonoksi. Koska (helpon induktiotodistuksen nojalla) téssid aina k, >
p, jonon suppenemisen maaritelméstd nakyy, ettd suppenevan jonon jokainen
osajono suppenee kohti alkuperéisen jonon raja-arvoa.

I.3 Topologisia peruskisitteita

Topologia on matematiikan haara, jossa avoin joukko on keskeisené kéasitteené.
Tésséa jaksossa madrittelemme avaruuden R™ avoimen joukon ja muita topo-
logisia késitteitd. Avoin joukko liittyy léheisesti kuvauksen jatkuvuuteen, jota
késitellddn seuraavassa jaksossa.

Maéaritelmd 1.3.1. (a) Olkoon x € R™ ja r > 0. Joukkoa
B(x,r) ={y e R" | d(x,y) <7}

sanotaan pisteen x (avoimeksi) r-sdateiseksi palloymparistoksi.

(b) Piste x on joukon A C R™ sisdpiste, jos jollakin r > 0 on voimassa
B(x,r) C A. Joukon A sisépisteiden joukkoa sanotaan A:n sisdosaksi, ja sille
kdytetdan merkintad A°.

(c) Piste x on joukon A C R™ ulkopiste, jos se on A:n komplementin R™ \ A
sisapiste.

(d) Piste x € R™ on joukon A C R" reunapiste, jos se ei ole Am sisé-
eiké ulkopiste. Joukon A reunapisteiden joukkoa sanotaan A:n reunaksi, ja sille
kiytetain merkintad 0A.

(e) Joukko A C R™ on awoin, jos sen jokainen piste on sisépiste.

(f) Joukko A C R™ on suljettu, jos sen komplementti R™ \ A on avoin.



Esimerkki I.3.2. (a) Osoitamme, ettd B(x,r) on avoin joukko aina, kun x €
R™, r > 0. Olkoon y € B(x,r), jolloin mééritelmén mukaan

d=r—dx,y)>0.
Jos z € B(y,d), on
d(z,x) < d(z,y) +d(y,x) <o+ (r—0) =r.

Néin ollen B(y,d) C B(x,r), ja siis y on B(x,r):m sisépiste.

(b) Tyhja joukko () ja R™ ovat seké avoimia ettd suljettuja joukkoja.

(c) Olkoon a < b. Avoimet reaalilukuvélit (a,b), (—o0,a), (a,00) ovat R:n
avoimia osajoukkoja. Vilit [a, ], (—o0, a], [a,00) ovat suljettuja joukkoja. Puo-
liavoin vili [a,b), a < b, ei ole avoin eikd suljettu joukko. Kunkin vilin (a,b),
[a,b), (a,b], [a,b] reuna on joukko {a,b}. Naméi viitteet seuraavat vilittomésti
madritelmésta.

(d) Olkoon x € R™ ja r > 0. Osoitamme, ettd joukko

B(x,r)={y eR" ’ dx,y)<r}

on suljettu. Médritelmén mukaan tdmé ndhdaén todistamalla sen komplementti
R™\ B(x,r) avoimeksi. Olkoon sita varten y € R™ \ B(x,r). Silloin

d=d(x,y)—r>0.
Jos z € B(y,¢), on kolmioepédyhtilén nojalla
d(Z7 X) > d(Xa Y) - d(Za Y) > d(X7 y) —6= T,

joten z ¢ B(x;r). Siis -
B(y,d) C R"\ B(x,7).

(e) Valitsemalla (d):ssé r = 0 ndhdéén erityisesti, ettd jokainen yhden pisteen
joukko {x} on suljettu.

(f) Olkoon x € R™ jar > 0. Sekéi B(x,r):m ettd B(x,r)mreunaon { y € R"
d(x,y) =r}. Perustelu: Kohdista (a) ja (d) seuraa, ettdi y on kummankin
joukon sisépiste, mikili d(x,y) < r, ja y on kummankin joukon ulkopiste,
mikili d(x,y) > r. Toisaalta, jos d(x,y) = 7, niin jokaisella § > 0 joukko
By, ) sisdltdd kummankin joukon ja sen komplementin pisteitd, silld jonot
(x+ 5y —x))ja(x+ 2l (y — x)) suppenevat kohti pistetté y.

(g) Olkoon A, = (—+%,#) jokaisella k € N. Kukin A; on avoin joukko.
Leikkaus

ﬂ Ay = {0}
k=1

ei ole avoin, silld sen ainoa piste ei selvéstikdin ole sisépiste. Siis avoimien
joukkojen leikkauksen ei tarvitse olla avoin. Sen sijaan on voimassa seuraava
lause.

Lause 1.3.3. (a) Jos (4;)icz on mielivaltainen perhe avoimia R™:n osajoukkoja,
niin unioni | J;c; Ai on avoin.

(b) Jos (A;)f_, on ddrellinen perhe avoimia R™:n osajoukkoja, niin leikkaus
i, A; on avoin.



(¢) Jos (B;)iez on mielivaltainen perhe suljettuja R™:n osajoukkoja, niin
leikkaus (;c7 Bi on suljettu.

(d) Jos (B;)?_, on darellinen perhe suljettuja R™:n osajoukkoja, niin unioni
UL, Bi on suljettu.

TobisTus. Todistamme avoimia joukkoja koskevat véitteet (a) ja (b). De Mor-

ganin kaavojen
Rn\ UAZ: mRn\Az
= iez
ja
R™\ ()4 = JR"\ 4
i€T ieT
avulla suljettuja joukkoja koskevat viitteet (c) ja (d) voidaan palauttaa néihin
(harjoitustehtévi).

(a): Olkoon x € J;c7 Ai. Silloin x € A;; jollakin ig € 7. Koska A;, on avoin,
on olemassa sellainen luku r > 0, ettd B(x,r) C A;,, jolloin myds B(x,r) C

UieI Aj.

(¢): Olkoon x € (_; A;. Silloin x € A; jokaisella i = 1,...,p. Koska kukin
A; on avoin, on olemassa sellaiset luvut r; > 0, i =1,...,p, ettd B(x,r;) C 4;
jokaisella ¢ = 1,...,p. Koska lukuja r1,...,7, on vain adrellinen méérd, on

olemassa r = minj<;<, r; > 0. Nyt

p p

B(X,’f‘) - m B(X7 T‘i) C mAl O

i=1 i=1

Esimerkki 1.3.4. (a) Esimerkin 1.3.2 (e) ja lauseen 1.3.3 nojalla jokainen R™:n
adrellinen osajoukko on suljettu.

(b) Olkoon A C R™. Lauseen 1.3.3 (c) nojalla kaikkien A:n siséltdvien sul-
jettujen joukkojen leikkaus on suljettu. Selvésti se on suppein A:n siséltévé sul-
jettu joukko. Sitd sanotaan joukon A sulkeumaksi, ja sille kiytetdan merkintaa
A. Selvisti joukko A on suljettu, jos ja vain jos A = A.

Lause 1.3.5. Joukolle A C R™ seuraavat ehdot ovat yhtdpitivid:
(i) A on suljettu;
(i) limg—oo Xk € A aina, kun (xx) on suppeneva jono ja X, € A kaikilla

ke N.

Topistus. (i) = (ii): Olkoon A suljettu ja (xj) A:n pisteiden jono, jolla on
raja-arvona xX. Tehd&én vastaoletus: x € R™ \ A. Koska R™ \ A on avoin, on
olemassa € > 0, jolle B(x,¢) C R™\ A. Kun k on kyllin suuri, on d(xj,x) < &
eli x; € B(x,¢) C R\ A. Tam4 ristiriita osoittaa, ettd x € A.

(i) = (i): Oletetaan (ii) ja osoitetaan, ettd R™ \ A on avoin. Tehdddn
vastaoletus: On olemassa x € R™ \ A, joka ei ole joukon R™ \ A sisépiste. Eri-
tyisesti jokaista k € N vastaa jokin x; € B(x, %) N A. Silloin limy_, o X = X,
joten oletuksen mukaan x € A. Tama ristiriita todistaa viitteen. O

Esimerkki I.3.6. Osoitetaan, ettd avaruuden R™ yksikképallon pinta

A:{XER"‘HxH:l}



on suljettu. Olkoon x; € A kaikilla k& € N. Oletetaan, ettd jono (x) suppenee
kohti jotakin x € R™. Koska

ekl = NIl < flew = ][

on ||x|| = limy—o [|xx|| = 1, joten x € A. Lauseesta 1.3.5 seuraa siis, ettd A on
suljettu.

Lause 1.3.7. Joukon A C R™ sulkeuma on sama kuin A:n pisteiden suppenevien
jonojen raja-arvojen joukko.

ToDISTUS. Jos (x;) on jono A:ssa, sen jisenet ovat myds suljetussa joukossa A,
joten lauseen 1.3.5 nojalla sen raja-arvo on A:ssa, mikéli jono suppenee. Olkoon
toisaalta y € A. Jokaisella k € N on olemassa jokin y; € B(y, %), silld muuten
R"™\ B(y, ) olisi Am ja siis myos Am siséltévéi suljettu joukko vastoin oletusta
y € A. Tall6in limyg 0o Y = Y- O

I.4 Kuvauksen jatkuvuus

Seuraava méaritelmé yleistdd tutun yhden reaalimuuttujan funktioiden jatku-
vuuden késitteen.

Maaritelma I1.4.1. Olkoon xg € A C R™. Kuvaus f : A — R™ on jatkuva
pisteessi xg, jos jokaista € > 0 vastaa sellainen § > 0, ettd

f(A N B(Xo,é)) - B(f(XO)vg)

(eli ||f(x) — f(xo)|| < € aina, kun x € A ja ||x — x| < 9).
Kuvaus f : A — R™ on jatkuva A:ssa, jos se on jatkuva jokaisessa A:n
pisteessa.

Esimerkki I.4.2. Normifunktio x — ||x]|| on jatkuva R™:ssé. Silla lauseen 1.1.1
(b) nojalla | [|x]| — [|xoll | < |Ix — xol|, joten d:ksi kelpaa .

Lause 1.4.3. Olkoot f : A — B ja g : B — R* kuvauksia, missi A C R" ja
B C R™. Jos [ on jatkuva pisteessi xg € A ja g on jatkuva pisteessi f(xo),
niin yhdistetty kuvaus g o f on jatkuva xq:ssa.

TobisTus. Harjoitustehtéva.
Lause 1.4.4. Olkoon A C R" ja f: A — R™ kuvaus. Merkitddin

f(X) = (fl(x)v'“vfm(x))v

x €A, eli f=1(f1,...,fm). Kuvaus f on jatkuva pisteessd xo € A, jos ja vain
jos jokainen funktio f;, i =1,...,m, on jatkuva Xg:ssa.

TobpisTus. Viite voidaan todistaa analogisesti lauseen 1.2.2 (b) todistuksen
kanssa. Se seuraa my0s heti lauseesta 1.2.2 (b) ja seuraavassa lauseessa todistet-
tavasta periaatteesta, jonka mukaan jatkuvuuden tutkiminen voidaan palauttaa
jonojen raja-arvotarkasteluihin. O



Lause 1.4.5. Olkoon xg € A C R™ ja f : A — R™ kuvaus. Seuraavat ehdot
ovat yhtdapitdvid:

(i) kuvaus f on jatkuva pisteessd Xo;

(ii) limg—oo f(xk) = f(%X0) aina, kun (x) on jono, jolle x;, € A kaikilla
k € N ja limg_ o X = Xg.

Tobistus. (i) == (ii): Olkoon f jatkuva x¢:ssa ja (x;) A:ssa jono, joka
suppenee kohti xg:aa. Olkoon & > 0. Jollekin § > 0

f(AN B(x0,9)) C B(f(x0),).

Jonon raja-arvon méaéritelmén mukaan on olemassa sellainen ky € N, ettd x; €
B(xq,9), kun k > ko. Silloin f(x;) € B(f(x0),¢), kun k > ko.

(i) == (i): Oletetaan (ii) ja tehd&dén vaitteelle (i) vastaoetus: f ei ole
jatkuva xg:ssa. Méaaritelmén mukaan on silloin olemassa sellainen ¢ > 0, et-
té millekddn § > 0 ei ole voimassa f(A N B(xg,d)) C B(f(x0),¢). Erityisesti
jokaista k € N vastaa sellainen xj, € AN B(xo, 1), ettd f(xx) ¢ B(f(x0),¢).
Nyt limy 00 X = X0, mutta jono (f(xx)) el voi supeta kohti f(xg):aa. TA4mé
ristiriita oletuksen kanssa todistaa viitteen. O

Seuraava lause voitaisiin helposti todistaa suoraan méaritelméan avulla, mut-
ta kilytdmme sen sijaan lausetta 1.4.5.

Lause 1.4.6. Olkoon A C R", ja olkoot kuvaukset f, g : A — R jatkuvia pis-
teessd Xg.

(a) Funktio A\f 4+ pg on jatkuva xg:ssa kaikilla A, p € R.

(b) Funktio fg on jatkuva xq:ssa.

(c) Jos g(xo) # 0, niin funktio / on jatkuva Xq:ssa.
g

TobisTus. Todistamme vain kohdan (c); muut kohdat voidaan kisitelld samaan
tapaan. Funktio I on méidritelty joukossa B = {x S\ ‘ g(x) #0 } Olkoon

g
(xx) mielivaltainen jono, jolle x; € B kaikilla k € N ja limg 00 Xp = Xo.
Lauseen 1.4.5 nojalla limy . f(xr) = f(x0) ja limp—eo g(xx) = g(X0), joten
tunnetun reaalilukujonojen raja-arvoa koskevan lauseen nojalla

oy S OR) _ f(x0)
k—oo g(xx)  g(%0)

Koska tama pétee jokaiselle téllaiselle jonolle (xy), lauseesta 1.4.5 seuraa funk-

tion i jatkuvuus pisteessd xg. O
g

Lauseiden 1.4.6 ja I.4.4 seurauksena saataisiin vektoriarvoisia funktioita seké
vektori- ja skalaariarvoisia funktioita yhdessi koskevia jatkuvuustuloksia (jotka
on helppo todistaa suoraankin). Namé tulokset ovat niin ilmeisid, ettd emme
niitd muotoile erikseen, vaikka kdytdmmekin tarvittaessa.

Esimerkki I.4.7. Olkoon

2?2 — y? + sin(23y?)

flz,y) = 1y
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kun (z,y) # (0,0). Silloin f on jatkuva R?\ {(0,0)}:ssa lauseiden 1.4.5 ja 1.4.6
nojalla. Silld funktiot (z,y) — z ja (z,y) — y ovat jatkuvia, koska esim. |x; —
2o < ||[(21,v1) — (z2,2)]|, ja siis edelleen (z,y) + sin(z3y?) on jatkuva jne.
Sen sijaan f:44 ei voida méadritelld origossa siten, ettd f tulisi siind jatkuvaksi,
silla 1 1
li —0)=1#4£-1=1 =).
Jim f(2,0)=1# Jim f(0, )
Seuraava lause (erityisesti sen erikoistapaus 1.4.9) tulee usein kiyttoon todis-
tettaessa jotakin joukkoa avoimeksi tai suljetuksi.

Lause 1.4.8. Olkoon A C R"™. Kuvaukselle f : A — R™ seuraavat ehdot ovat
yhtdpitdvid:

(i) f on jatkuva;

(i) jokaiselle avoimelle joukolle G C R™ alkukuva

J7HG) (={xeA| fx) €G})

on muotoa ANU, missa U C R™ on avoin;
(iii) jokaiselle suljetulle joukolle F C R™ alkukuva f~1(F) on muotoa ANS,
missd S C R™ on suljettu.

TobisTus. (i) = (ii): Olkoon f jatkuva ja G C R™ avoin. Olkoon x €
f~H@G). Koska f(x) € G ja G on avoin, on olemassa ex > 0, jolle B(f(x),ex) C
@G. Jatkuvuuden nojalla on olemassa sellainen d, > 0, etta

AN B(x,0x)) C B(f(x),ex)-

Suoritetaan samat valinnat jokaiselle x € f~!(G). Merkitdin

U= [J B(xd.

xef~1(G)

Esimerkin 1.3.2 (a) ja lauseen 1.3.3 (a) nojalla U on avoin, ja selviisti f~1(G) =
ANU.

(ii) <= (iii): Koska joukko on avoin, jos ja vain jos sen komplementti on
suljettu, ja toisaalta alkukuvan muodostus séilyttdd joukko-opilliset operaatiot,
ndahdaén heti, ettd (ii) ja (iii) ovat yht&pitavit.

(i) = (i): Oletetaan (ii). Olkoon x € A. Osoitetaan, ettd f on jatkuva
x:ssé. Olkoon € > 0. Koska B(f(x),e) on avoin, oletuksen mukaan sen alkukuva
kuvauksessa f on muotoa AN U, missd U C R™ on avoin. Erityisesti jollakin
0 >0 B(x,d) C U. Mutta tdmé merkitsee sita, ettéi

f(AN B(x,9)) C B(f(x),e). O

Seuraus 1.4.9. Kuvaukselle f : R™ — R™ seuraavat ehdot ovat yhtapitavid:
(i) f on jatkuva;
(ii) jokaisen avoimen joukon alkukuva kuvauksessa f on avoin;
(iii) jokaisen suljetun joukon alkukuva kuvauksessa f on suljettu.

Esimerkki 1.4.10. (a) Joukko A = {x | |x||=1} on suljettu, silli A =
f7Y({1}), missid f on jatkuva funktio x ~— ||x|. (Todistimme timin toisella
tavalla esimerkissd 1.3.6.)

(b) Joukko { (z,y) € R* | 2y <0} on avoin, koska funktio (z,y) — xy on
jatkuva ja (—o0, 0) R:n avoin osajoukko. Sama néikyy luonnollisesti heti avoimen
joukon méaritelmésta.



Esimerkki I.4.11. Osoitetaan, ettad joukko
A={(z,y) eR*|0<1+ay’ <a’ +y* <4}
on suljettu. Koska funktio (z,y) — 1 + zy? on jatkuva, joukko
A ={(z,y)|0<1+ay®}

on suljetun joukon [0,00) alkukuvana téssi kuvauksessa suljettu. Vastaavasti
joukot
Agz{(m,y) |O§:C4+y4—1—a:y2}
ja
As = {(m,y) ‘0§4—$4—y4}
ovat suljettuja. Siis nédiden kolmen suljetun joukon leikkauksena A on suljettu.

Mainitsemme vield yhden térkedn jatkuvuuteen liittyvan késitteen.

Maaritelmé 1.4.12. Olkoon f : A — B bijektio (eli injektio ja surjektio),
missid A C R” ja B C R™. Jos f ja sen kiiinteiskuvaus f~! : B — A ovat jatku-
via, sanotaan, ettd f on homeomorfismi. Joukkoja A ja B sanotaan kesken#én
homeomorfisiksi, jos on olemassa homeomorfismi f: A — B.

1.5 Kompaktit joukot

Yhden reaalimuuttujan funktioiden teoriasta on tuttu téarkeé lause, jonka mukaan
valilld [a,b], missd a, b € R, a < b, jatkuva reaalifunktio saa suurimman ja
pienimmén arvon joissakin vilin pisteissd. Selvéistikidn téssé ei ole oleellista,
ettd madrittelyjoukko on nimenomaan vili (kun jatkuvuus méaaritellddn edel-
14 esitetylld tavalla vilid yleisempien joukkojen tapauksessa). Mutta jos joukko
A C R on rajoittamaton, ts. sen alkioiden itseisrvojen joukko ei ole ylhdaltd
rajoitettu, esimerkiksi siind mééritelty identtinen kuvaus x +— x on rajoitta-
maton. Samoin, jos A C R ei ole suljettu, siind voidaan méiritella jatkuva
rajoittamaton funktio. Silla télloin komplementissa R\ A on piste a, joka ei ole
sen siséipiste. Midritelliin f : A — R kaavalla f(z) = |2 — a|~!. Funktio f on
jatkuva, mutta ei rajoitettu, silli koska a ei ole joukon R\ A sisépiste, jokaista
k € N vastaa sellainen xy, € A, etté |z — a| < 4, ja siis f(zy) > k.

Sanomme, ettd joukko A C R™ on rajoitettu, jos on sellainen luku r > 0,
ettd A C B(0,r). Edell esitetty péittely toimii ilmeisin muutoksin myds kor-
keammissa dimensioissa: jotta jokainen epéatyhjissa joukossa K C R™ maéaritel-
ty jatkuva reaalifunktio saisi suurimman ja pienimmén arvon (tai olisi edes
rajoitettu), on valttdmatonté, ettd K on suljettu ja rajoitettu. Osoittautuu, et-
td ndméa ehdot myos riittdvat. Avaruuden R™ suljetut ja rajoitetut osajoukot
voidaan karakterisoida tavalla, jolla yleisemmissékin yhteyksissd méaaritelladn
ns. kompaktit joukot. Néin tehdéén lauseessa 1.5.4. Otamme kiyttoon seuraa-
vat sanonnat.

Maaritelma 1.5.1. Olkoon A C R™ joukko ja (P;);cz perhe R™:n osajoukkoja.
Jos A C J;ez Pi, perhe (P;)ier on joukon A peite. Jos téssi H C Z ja myds
A C U;en Pi, sanotaan, ettd (P;);cp on peitteen (P;);er osapeite (joukolle A).
Peite (P;);cz on ddrellinen, jos indeksijoukko Z on dérellinen. Joukon A peitetta
(P;)iez sanotaan A:n avoimeksi peitteeksi, jos jokainen P; on avoin.



Masritelma 1.5.2. Joukko K C R™ on kompakti, jos sen jokaisella avoimella
peitteelld on &dédrellinen osapeite.

Esimerkki 1.5.3. (a) Olkoon (x;) R™:ssé kohti pistettd x suppeneva jono.
Niytetéién, ettd joukko A = {x) | k € N} U {x} on kompakti. Olkoon (U;)icz
Am avoin peite. Erityisesti x € U, jollakin iy € Z. Koska U,;, on avoin, on
olemassa sellainen ky € N, ettd x,, € U;, aina, kun k£ > k¢. Valitaan kutakin
ke{l,...,kog — 1} kohti i), € T siten, ettd xj, € U,, . Silloin

ko—1

AC U Uik,
k=0

joten alkuperéisesta peitteestd saatiin darellinen osapeite.

(b) Joukko B = { 1 | k € N} ei ole kompakti. Sillé jos U, = (55, 1) jokaisella
k € N, (Ux)ren on Am avoin peite (aina ¢ € Uy), jolla ei ole #érellistd osa-
peitettil. Silli jos {k1,...,ks} C N jam = maxi<,<q kp, niin 5= ¢ JI_, Uy,

Téassd kumpikin joukoista A, B on rajoitettu. Joukko B ei ole suljettu, silla
0 on siihen kuulumaton piste, jota kohti suppenee jono B pisteitid. Joukko A on
vahalla vaivalla ndhtévissd suljetuksi suoraan méiritelman nojalla. Se, ettd A
on suljettu, mutta B ei ole, ndkyy edellisen esimerkin nojalla my0s seuraavasta
keskeisestd lauseesta.

Lause 1.5.4. Joukolle K C R™ seuraavat ehdot ovat yhtdipitivid:
(i) K on kompakti;
(ii) K on suljettu ja rajoitettu.

Topistus. (i) = (ii): Oletetaan (i): Koska joukon K avoimella peitteelld
(B(0,p))pen on dérellinen osapeite, on olemassa sellainen p € N, ettd K €
B(0,p), joten K on rajoitettu. Jos taas K ei ole suljettu eli R™ \ K ei ole
avoin, on olemassa komplementin R™\ K piste a, joka ei ole sen sisépiste Koska
NpenB(a, %) = {a}, De Morganin lauseen mukaan perhe (R" \ B(a, ))pEN on
K:n avoin peite, joten silld on &darellinen osapeite, mistéd seuraa, etta jollakin
p <N, B(a, 1%) C R™\ K, joten a onkin joukon R™\ K sisépiste. TAm4 ristiriita
osoittaa, etta K on suljettu.

(i) = (i): Oletetaan (ii). Olkoon (P;);ez K:n avoin peite. Tehdaén vas-
taoletus, etté talld ei ole K:n ddrellistd osapeitettd. Koska K on rajoitettu, on
olemassa sellaiset luvut a; < b;, ettd K C [a1,b1] X -+ X [an, b,]. Merkitédén
Ij(l’o) = laj, 3(a; + bj)] ja I(1 D= = [$(a; + b;),b;]. Vastaoletuksesta seuraa, ett
joillakin a; € {0,1} joukolla K N (11(1 1) oo 1)) ed ole alkuperdisesti
peitteestd saatavaa &arellistd osapeitettd. Toistetaan tdméa pédttely puolitta-
malla nyt valit I](l’aj), jolloin saadaan valit Ij(?’o) ja I](?’l), j=1,...,n. Taas
joillakin o; € {0,1} joukolla Kﬂ(]l(Q’al) X ><I7(L2’a")) ei ole alkuperiisesta peit-
teestd saatavaa adrellistd osapeitettd. Néin jatkaen saadaan induktiolla sellaiset
(k))keN ja laskevat lukujonot (b;k))keN, etti joillakin x; =

J
xslk)) € K on voimassa ag-k) < xgk) < b(k) ja limkﬁoo(bg.k) — agk)) =0,

nousevat lukujonot (a
(acgk) e

eikd millddn k& € N joukolla K N ([a(lk), bgk)] X - [an ,b(k)]) ole alkuperaisesta
peitteestd saatavaa ddrellistd osapeitetté. Reaahlukujen tdydellisyysaksiooman
tunnetun seurauksen mukaan jonot (a (k)) ja (b( )) suppenevat, ja edelld todetun
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nojalla ndhdaéan, etta limy_, oo al® = = limp_ o bk

j ; —hmk_,oox() j=1,.
Olkoon z; tdmé& yhteinen raja-arvo, ja merkitdén x = (z1,...,2,). Koska K
on suljettu, lauseen 1.3.5 mukaan x € K. Voidaan valita sellainen 19 € Z, etta
x € P;,. Koska Pl0 on avoin, riittdvin suurella k:n arvolla se siséltdd joukon
[agk), bg ] x - [an ) k) ], miké on ristiriidassa konstruktion kanssa. Siis vas-

taoletus on mahdoton. O

Huomautus 1.5.5. Edellisté lausetta sanotaan Heinen-Borelin lauseeksi.

Esimerkki I1.5.6. (a) Avaruuden R™ yksikkopallon pinta
A:{XGR" ‘ ||x||:1}

on kompakti. Silld selvéisti A on rajoitettu, ja se néhtiin suljetuksi esimerkeissé
1.3.6 ja 1.4.10.
(b) Esimerkissé 1.4.11 n&htiin, ettd joukko

A={(z,y) eR*[0<1+ay” <a’ +y' <4}

on suljettu. Joukko A on rajoitettu, silli jos (x,y) € A, on 2% < 4 ja y* < 4,
joten x2 +y? < 2+2 = 4. Koska A siis on suljettu ja rajoitettu, se on kompakti.

Myo6s seuraava kompaktiuden karakterisointi on toisinaan hyodyllinen.

Lause 1.5.7. Joukolle A C R™ seuraavat ehdot ovat yhtapitdvia:
(i) A on kompakti;
(ii) jokaisella jonolla joukossa A on kohti A:m pistettd suppeneva osajono.

TopisTus. (i) = (ii): Oletetaan (i). Olkoon x; € A kaikilla k¥ € N. Tehdaéan
vastaoletus: Mikddn piste x € A ei ole jonon (x;) minkdén osajonon raja-arvo.
Silloin jokaista x € A vastaa sellainen luku dx > 0, ettd palloympéristosséd
B(x, 0x) on vain &érellinen méré joukon { xj, ’ k € N} pisteité. (Perustelu: Jos
jonkin pisteen x € A jokaisessa palloympéristossd B(x,d) olisi ddreton maard
joukon { xj, ‘ k € N} pisteité, voitaisiin valita k; € N 81ten ettd d(x, xg,) < 1,
ja yleisesti induktiolla k1 > k, siten, ettd d(x,xy,,,) < 5 +1’ jolloin saataisiin
kohti pistettd x suppeneva osajono (x,) vastoin vastaoletusta.) Koska A on
kompakti, on olemassa sellainen &érellinen joukko {y1,...,yp} C A, ettd A C
UY_ B(yi, dy, ). Tésté seuraa, ettd jonon (xj) arvojen joukko on dérellinen, joten
jokin arvo saadaan adrettoméan monella indeksilld. Siis jonolle (xj) saatiinkin
suppeneva (vakio)osajono.

(i) = (i): Oletetaan (ii). Joukko A on rajoitettu, silld muuten saataisiin
A:n pistejono (xy), jolle ||xi|| > k kaikilla k € N, ja téllaisella jonolla ei voi
olla suppenevaa osajonoa. Olkoon nyt (yx) suppeneva jono joukon A pisteitd
ja'y = limp_,o yk. Oletuksen mukaan jokin jonon (y) osajono (y,) suppenee
kohti A:n pistettd. Mutta osajonon raja-arvo on sama kuin alkuperéisen jonon
raja-avo, joten y € A. Lauseen 1.3.5 nojalla A on suljettu. Koska A on suljettu
ja rajoitettu, se on Heinen-Borelin lauseen 1.5.4 mukaan kompakti. O

1.6 Kompaktius ja jatkuvuus

Osoitamme ensin, ettd kompaktius séilyy jatkuvassa kuvauksessa.
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Lause 1.6.1. Olkoon A C R™ kompakti joukko. Jos f : A — R™ on jatkuva
kuvaus, niin A:n kuva f(A) on kompakti.

TobisTus. Olkoon (U;);er f(A):mn avoin peite. Jokainen f~1(U;) on f:n jatku-
vuuden nojalla avoin ja A C U,ez f7H(Us), joten (f~(U;))iez on Am avoin
peite. Koska A on kompakti, on olemassa aérellinen H C Z, jolle

Ac W),

i€H
Téllsin f(A) C U,;ep Ui Siis f(A) on kompakti. O
Valittoméana seurauksena saadaan:

Lause 1.6.2. Olkoon A C R™ kompakti joukko, B C R™ joukko ja f: A — B
jatkuva bijektio. Silloin f on homeomorfismi.

TobisTus. Osoitetaan lauseen 1.4.8 avulla, ettd fm kiifinteiskuvaus f~!: B —
A on jatkuva. Olkoon sitd varten F' C R™ suljettu. Sen alkukuva kuvauksessa
f~! on sama kuin kompaktin joukon F'N A kuva kuvauksessa f. Lauseen 1.6.1
nojalla f(F N A) on kompakti ja siis suljettu. O

Seuraava tulos on keskeisessé asemassa monissa sovelluksissa.

Lause 1.6.3. Joukolle A C R™, A # (), seuraavat ehdot ovat yhtéipitivid:

(i) A on kompakti;

(ii) jokainen jatkuva funktio f : A — R saa pienimmdan ja suurimman arvon,
ts. on olemassa a, b € A joille f(a) < f(x) < f(b) kaikilla x € A;

(iii) jokainen jatkuva funktio f : A — R on rajoitettu, ts. f(A) on Rin
rajoitettu osajoukko.

Topistus. (i) = (ii): Oletetaan (i). Olkoon f : A — R jatkuva funktio.
Lauseen 1.6.1 nojalla f(A) on kompakti ja siis lauseen 1.5.4 nojalla suljettu
ja rajoitettu. Olkoon M = sup f(A). Silloin M € f(A), silld muuten vastoin
supremumin e-kriteerid jollakin e > 0 olisi (M —e, M +¢) C R\ f(A) (koska
R\ f(A) on avoin). Vastaavasti inf f(A) € f(A).

Selvisti (i) = ().

(iii) = (i): Oletetaan (iii). Osoitetaan, ettd A on suljettu ja rajoitettu,
jolloin (i) seuraa lauseesta 1.5.4. Jos A ei ole suljettu, on lauseen 1.3.5 mukaan
olemassa sellainen suppeneva jono (xj) A:n pisteitd, ettd xg = limg_o & A.
Miédritelldiin (selviisti jatkuva) funktio f : A — R kaavalla f(x) = ||x — xo "
Nyt lim f(xj) = oo, joten f vastoin ehtoa (iii) on rajoittamaton. Jos taas A ei
ole rajoitettu, kaavalla g(x) = ||x|| méaritelty jatkuva funktio on vastoin ehtoa
(iii) rajoittamaton. O

Huomautus 1.6.4. Yleensd joukolle A C R” jatkuva funktio f : A — R voi
luonnollisesti olla rajoitettu ilman, etta se saa suurinta tai pieninté arvoa: olkoon
vaikkapa A = (0,1) ja f(z) = z. Edellisessé lauseessa néhtiin, ettd jos jokainen
jatkuva funktio f : A — R on rajoitettu, niin jokainen jatkuva funktio f : A — R
saa suurimman ja pienimmaéan arvon. Tamé seikka ndhdaéan helposti suoraankin
seuraavasti: Jos jatkuva funktio f : A — R (joka siis oletuksen mukaan on
rajoitettu) ei saa esim. suurinta arvoa, niin kaavalla g(x) = [M — f(x)] ™!, missi
M = sup{ f(x) ’ €A }, maéaritelty funktio on jatkuva olematta kuitenkaan
rajoitettu, koska supremumin e-kriteerin nojalla funktio x — M — f(x) saa mitd
tahansa € > 0 pienempid positiivisia arvoja.
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Esimerkki I1.6.5. Miiritelldin funktio f : R2 — R kaavalla

sin(z + e‘”yQ)

) =

Nyt f(0,0) =sin1 > 0, ja koska osoittajan itseisarvo on aina korkeintaan 1, on
|f(x,y)| <sinl, kun 22 + y* > (sin1)~!. Joukko

A={(z,y)|2*+y* < (sin1)~"}

on kompakti, koska se on selvisti rajoitettu, ja se on suljettu suljetun joukon
alkukuvana jatkuvassa kuvauksessa. Jatkuvana funktiona f saa A:ssa lauseen
1.6.3 nojalla suurimman arvon. TA4mé& suurin arvo on vahintaan f(0,0) = sin 1,
joten se on samalla f:n suurin arvo koko R?:ssa.

Kasittelemme vield erditd myohempid teoreettisia tarkasteluja varten ly-
hyesti funktion tasaista jatkuvuutta.

Maaritelmi 1.6.6. Olkoon A C R™. Funktio f : A — R™ on tasaisesti jatkuva,
jos jokaista ¢ > 0 vastaa sellainen § > 0, ettd ||f(x) — f(y)|| < € aina, kun
X, y € A ovat sellaisia, ettd ||x —y|| <e.

Selvisti tasaisesta jatkuvuudesta seuraa jatkuvuus. Seuraavassa esimerkissé
néhdadn, ettd kidadnteinen implikaatio ei yleisesti pade.

Esimerkki I.6.7. Mééritelladn jatkuva funktio f : (0,1] — R kaavalla f(z) =
sin % Osoitetaan, ettd esim. lukua ¢ = 1 kohti ei ole olemassa tasaisen jatkuvuu-
den méaritelméssé vaadittua lukua 6 > 0. Olkoon § > 0; osoitamme siis, etté se
ei kelpaa. Valitaan k € Nsiten, ettd (2k7+75)~" < 4, jolloin |(2kr+75 )~ —(2km+
30) 7Y < (2km+3) 7! < 0, mutta | f(2kn+3) T —(2km+3%) 7 = [1—(—1)| > e.

Kuitenkin jokainen kompaktissa joukossa jatkuva funktio on tasaisesti jatku-
va. Tdma ndhdadn seuraavan hieman yleisemman tuloksen avulla lauseessa 1.6.9.

Lause 1.6.8. Olkoon A C R™ ja f: A — R™ jatkuva kuvaus. Olkoon K C A
kompakti joukko, jonka jokaisessa pisteessd f on jatkuva. Silloin jokaista € > 0
vastaa sellainen 6 > 0, ettd || f(x) — f(y)]| < € aina, kun x € K jay € A ovat
sellaisia, ettd |x —y|| < 0.

TobisTtus. Olkoon € > 0. Jatkuvuuden nojalla jokaista x € K vastaa sel-
lainen 0y > 0, ettd [|f(x) — f(y)|| < § kuny € A ja ||x —y| < dx. Koska
K on kompakti, on olemassa #érellinen joukko {xi,...,x,} C K, jolle K C

P B(xi, 30x,). Merkitdén § = §min{dx,,...,0x,}. Olkoot x € K jay € A
mité tahansa pisteitd, joille ||x —y|| < 0. On olemassa sellainen i € {1,...,p},
ettd x € B(x;; 16x,), ja koska myds

1 1 1
[xi = yll <l = x| +[x =yl < 50x + 0 < S0x, + 50x; = bas
2 2 2
on c c
1FGx) = FOI < 117 () = Fa)ll +1f (o) = FI < 5+ 5 =
O

Lause 1.6.9. Olkoon A C R™ kompakti joukko ja f : A — R™ jatkuva kuvaus.
Silloin f on tasaisesti jatkuva.

TobpIsTUS. Viite seuraa heti edellisesté lauseesta. O
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I.7 Lineaarikuvauksen matriisiesitys ja normi
Kuvausta T : R™ — R™ sanotaan tunnetusti lineaariseksi, jos
T(Ax + py) = \Tx+ puTy

aina, kun x,y € R”, A\, u € R. Kaikkien lineaarikuvausten 7" : R* — R™
joukolle kiiytdmme merkintdd L(R™, R™) ja merkitsemme L(R™ R™) = L(R").

Olkoon T' € L(R™,R™). Kirjoitamme R"™:n jnnen perusvektorin e} kuvan
muodossa

m
n __ mo__
Tej = E ai;€; —(alj,...,amj).
=1

Muodostamme téssé esiintyvista (selvésti yksikésitteisesti madratyistd) luvuista
a;; matriisin

a1 a2 e A1n,

a1 as2 N a2n
A=

aml Am2 ... 0(mn

N&in méairiteltyd matriisia A sanotaan lineaarikuvauksen T matriisiksi. Matrii-
sin A pystyriveind (eli pystyvektoreina) ovat médritelman mukaan R™:n luon-
nollisen kannan alkioiden kuvat kuvauksessa T'. (Muistammehan, ettd matrii-
simerkinnéssé edellinen indeksi viittaa vaakariviin ja jalkimméinen pystyriviin;
erityisesti m x n—matriisissa on aina m vaaka- ja n pystyrivii.) Selvéisti R™:n vek-
torit voidaan samastaa joko matriisien kanssa, joissa on vain yksi vaakarivi tai
sellaisten kanssa, joissa on vain yksi pystyrivi. Periaatteessa kumpikin samastus
on mahdollinen, mutta kiytdnnon syista valitsemme jalkimmaisen tavan, jolloin

vektori x = (x1,...,%,) siis tulkitaan matriisiksi

T

)

Ln
(Huomattakoon, ettd vektori (x1,...,2,) on eri asia kuin matriisi (x; ... z,),
jonka merkinnéssa ei kiytetd pilkkuja. Pikkutarkasti ottaen edellinen on kuvaus
joukosta {1,...,n} R:ién, kun taas jalkimmé&inen on kuvaus joukosta {1} x
{1,...,n} R:dén.) Sopimuksestamme on mm. se etu, ettéd lineaarikuvauksen

soveltaminen vektoriin voidaan muodollisesti kirjoittaa kuvauksen matriisin ja
matriisiksi tulkitun vektorin tulona. Siis

1 air a2 ... Qin r1
Y2 az1 a2 ... Q2q T2
= )
Ym am1 Am2 cee Omn Tn
josy = (y1,...,Ym) on vektorin x = (x1,...,2,) kuva lineaarikuvauksessa T,
jonka matriisi on
ail a12 N A1n
a1 a2 e aon
am1 QAm2 oo Qmn
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Jos nimittdin x:nd on perusvektori e}, tdmé seikka nékyy heti T:n matriisin
madritelmésta, ja yleinen tapaus seuraa T:n lineaarisuudesta ja siitd, ettd mat-
riisilla kertominen on myds lineaarinen kuvaus. Tunnettua on, ettd lineaariku-
vausten 7' € L(R",R™) ja S € L(R™, R¥) yhdistetyn kuvauksen ST matriisi on
kuvausten S ja T matriisien tulo (samassa jirjestyksessd); itse asiassahan tdmé
seikka motivoi matriisitulon méaaritelman.

Aikaisemin on todettu, ettd R™:ssé médritellylld normifunktiolla x — ||x]|
on seuraavat ominaisuudet:

(i) [|x]| > 0 kaikilla x € R™;

(ii) ||Ix|| = 0, jos ja vain jos x = 0;

(iii) [|Ax]| = |Al||Ix|| aina, kun A € R, x € R™;

(iv) Ix +yll < lxl| + |y kaikilla x,y € R".
Missé tahansa vektoriavaruudessa madariteltyd ndméa ehdot tayttavaa funktiota
sanotaan myos normiksi. Joukolla L(R™,R™) n&dhd&én helposti olevan vektori-
avaruuden rakenne, kun reaaliluvulla kertominen ja lineaarikuvausten yhteen-
lasku méaritellddn luonnollisella tavalla:

(\D)x = \Tx),

(S+T)(x)=5x+Tx

kaikilla S, T € L(R™",R™), A € R, x € R™. Méirittelemme téssd jaksossa luon-
nollisen normin vektoriavaruuteen L(R™ R™). Aloitamme apulauseella.

Lemma 1.7.1. Jos T € L(R™,R™), ja (ai;) on T:n matriisi, niin

ITx]| <

aina, kun x € R", ||x]] < 1.

TobisTus. Olkoon x = (z1,...,2,) € R", ||x| < 1. Cauchyn-Schwarzin epé-
yhtdlén nojalla

™)

m n

m
I7x* =3 | Daues | <30 || el | | o7 )|
i=1 \j=1 ; j j

joten

T[] <

Lemma 1.7.1 osoittaa, ettd jokaista T' € L(R™,R™) vastaa luku

1T = sup [[Tx];
Ixll<1

sanomme tata lukua T:n normiksi. Maaritelmésta seuraa valittomasti epayhtalo

T[] < T {1l

kaikille x € R™, onhan HT (HXH_lX)H < |IT|l, kun x # 0, ja nollavektorille

epayhtalo on ilmeinen.
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Lause 1.7.2. Olkoon (a;;) lineaarikuvauksen T € L(R™,R™) matriisi. Silloin

max _ag;| < [T <
1<i<m, 1< <n

Tobistus. Jalkimmaéinen epayhtilo seuraa heti lemmasta 1.7.1 Edellisen todis-
tamiseksi valitaan mielivaltainen R™:n luonnollisen kannan alkio e; ja todetaan,
ettd kaikillai =1,...,m

m
Jaisl < (| D a = Tegl| < 7] O

Jatdmme harjoitustehtéviksi sen todistamisen, ettd kuvaus T — ||T'|| todella
on normi L(R™ R™):ssé, ts. tAyttdd jakson alussa luetellut ehdot (i) — (iv).

IT Differentiaalilaskentaa

II.1 Osittaisderivaatoista

Yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisen funktion derivaatalla on erilaisia yleistyk-
sid. Tarkastelemme aluksi usean muuttujan funktion osittaisderivaattaa.

Maééritelméd I1.1.1. Olkoon A C R™ ja x = (x1,...,x,) A:n sisipiste. Jos
kuvaukselle f : A — R on olemassa raja-arvo

.1
}lbli%ﬁ[f(xlw"?wjfhxj+h7xj+l7"'7mn)_f(x)]7

sitd sanotaan fm osittaisderivaataksi j:nnen muuttujan x; suhteen pisteessé x.
Sille kiiytetdan merkmtOJa 6f ( )s fz; (%), Do, f(x), Djf(x), 0; f(x).

Huomautus II.1.2. Olkoot A ja x kuten edellisessii mééritelméssa. Jos f :
A — R™ on kuvaus, jonka jokaisella komponentilla f; ¢ = 1,...,m, osittais-

afi

X) on olemassa, merkitsemme
ox; ’
J

= (), i

0z 0z " O
ja sanomme tétéd vektoria f:n osittaisderivaataksi j:nnen muuttujan x; suhteen
pisteessd x. Muitakin edellisen méaritelman mukaisia merkintéja voidaan kayt-

tda myos vektorifunktion tapauksessa. Rajoitamme jatkossa osittaisderivaatto-
jen tarkastelun yleensa tapaukseen m = 1.

derivaatta

Maaritelma I1.1.3. Jos funktiolla f : A — R on jollakin § > 0 jokaises-
of

sa joukon B(a,d) C A pisteessd x osittaisderivaatta %(x), tulee B(a,d):ssa
J

maédritellyksi funktio D, f : B(a,d) — R (eli fy,, Dy, f, %) Jos t&lloin funk-
J

tiolla D; f on jonkin muuttujan z; suhteen osittaisderivaatta pisteessd a, sité
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sanotaan f:n toiseksi eli toisen kertaluvun osittaisderivaataksi ja merkitdan

2
o (50 ) @)= o @) = Fo (@
= Dy;x, f(a) = Djif(a) = 0 f(a).
Vastaavasti maaritellaan induktiolla f:n k:nnen kertaluvun osittaisderivaatat
oFf

8.%‘]‘,“ e 833.7-2 81‘]‘1

(a)

pisteessi a. (Niiti lausekkeita on kaikkiaan n* kappaletta.)

Kaytédnnossé osittaisderivaattojen maaradminen palautuu yhden reaalimuut-
tujan funktioiden derivoimiseen, kun pidetd&n muita kuin yhtd muuttujaa vakioi-
na. Seuraava esimerkki osoittaa, etté ei valttaméttéa ole voimassa esim. yht&lo

>*f (0,0) = >*f
oydx ' Ozdy
vaikka ndmé& molemmat toisen kertaluvun osittaisderivaatat olisivatkin olemas-

sSa.

Esimerkki I1.1.4. Olkoon

(0,0),

zy(z? — y?)

flz,y) = PR

jos (z,y) # (0,0), ja £(0,0) = 0. T&lléin

)

n 2z(2% + y?) — 22(2? — y?)
zry

2+ y? (22 +y2)2

oyt =yt 4y

(@ 4?)”

of ~y@® —y?)
%(mv )_

kun (z,y) # (0,0), ja

of _ o f(0+h,0)—f(0,0)
%(07 0) = ’ILIL% h =0.
Vastaavasti
of w(azt -yt — 4a%y?)
7(3:71/) = 2 2\2 ’
oy (22 +y?)
kun (z,y) # (0,0), ja
of _
8—y(0, 0)=0.
Néiin ollen o2/ £2(0,h) — £2(0,0)
. x 07 —Jz 070 _
Oyox (0,0) = flzlg%) h =1
ja
f o fy(h0) = £,(0,0)
dxdy (0,0) = ilng%) h =t
Siis
% f O*f

Dyow (0,0) # 920y (0,0).
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Riittavan sdadnnollisilld funktioilla ei derivoimisjarjestys vaikuta toisen ker-
taluvun osittaisderivaattojen arvoihin:

Lause I1.1.5. Olkoon A C R™. Jos funktiolle f : A — R toisen kertaluvun osit-
o*f  0*f
ja
(%ciaxj 835]0:31»

sa palloympdristossd ja ovat jatkuvia X:ssd, niin
0% f ) 0% f
X) = X

8%1'8583' 31']8301
TopisTus. Kun pidetddn muita muuttujia kuin z;:td ja x;:t4 vakioina ja ra-
joitetaan tarkastelu ndiden kahden muuttujan madraadmaan koordinaattitasoon,
voidaan todistus palauttaa kahden muuttujan tapaukseen. Oletamme siis suo-
raan, ettd n = 2, ja kiytdmme merkint6jé x ja y x;m ja x;m sijasta sekd mer-
kintdd (z,y) x:n sijasta. Olkoot h # 0 ja k # 0 (aluksi kiinteitd) reaalilukuja.
Maaéritellaan

taisderivaatat ovat olemassa jossakin pisteen x € A avoimes-

g(t) = ft,y + k) = f(t,y),
kun ¢ on x:n ja (z + h)mn madrddmalld suljetulla vililld. Oletetaan, ettd h ja
k ovat itseisarvoltaan niin pienié, ettd tdméa ja kaikki seuraavat kaavat ovat
jarkevid. Sovelletaan differentiaalilaskennan véliarvolausetta, jonka mukaan z:n
ja (x 4+ h):n vélissd on sellainen luku &, etta

g(x+h) —g(x) = g'()h.

Silloin
B ) 02
=g©n=|Zieyrr - Lien|n= f ek

missd 7 taas on viliarvolauseesta saatava y:n ja (y + k):m vélissd oleva luku.
Mutta tassa tarkastelussa x ja y ovat symmetrisessa asemassa, joten vaihtamalla
niiden roolit keskendén voidaan vastaavasti valita lukujen x ja x+ h valista luku
¢ ja lukujen y ja y + k vilistd luku 9 siten, ettd

92
fla by +8) = J(o + ) = foy+ 0) + Flop) = 5 (6, 0)kh
joten
0% f _0*f
ja koska hk # 0, on
0% f 0% f

1

Valitaan nyt edelld kullekin p € N — luvuiksi h ja k ja kdytetddn vastaaville
p

luvuille &, 1, ¢, ¥ merkintdja &y, np, ¢p, ¥p. Silloin

Jim (&, mp) = lim (0, 4p) = (2,9),

joten toisen kertaluvun osittaisderivaattojen jatkuvuusoletuksen ja lauseen 1.4.5
nojalla
>*f . 0*f . Of *f

dydr (337:1/) = plggo dyor (fpvnp) = ph o Bxdy (d)pv'(/}p) 920y (Jc,y) O
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I1.2 Differentioituvuus ja lineaarinen derivaatta

Usean muuttujan funktion osittaisderivaattojen olemassaolo kertoo funktiosta
oleellisesti vihemmén kuin derivaatan olemassaolo yhden reaalimuuttujan funk-
tion tapauksessa. Tdmé& johtuu luonnollisesti siitéd, ettd osittaisderivaattoihin
vaikuttaa vain funktion arvojen muutos argumentin liikkuessa koordinaattiak-
selien suunnassa.

Esimerkki I1.2.1. Olkoon

Ty
flx,y) = oy
kun (z,y) # (0,0), ja f(0,0) = 0. Funktio f ei ole jatkuva origossa (miki nikyy
esim., kun sijoitetaan x = rcos¢, y = rsin¢), mutta osittaisderivaatat ovat

olemassa:

lim - B (0,0).

Maarittelemme téssd jaksossa differentioituvuuden kisitteen, joka osittais-
derivaattoja paremmin ottaa huomioon kuvauksen kiyttaytymisen annetun pis-
teen ympéristossa. Differentioituvuuteen liittyy lineaarinen derivaattakuvaus,
joka toisella tavoin kuin osittaisderivaatta yleistdd yhden muuttujan funktion
derivaatan.

Pisteen x € R ympéaristossd maéritellyn reaaliarvoisen funktion derivaatta
pisteessd x méaaritellddn tunnetusti lukuna

) — tim LD @)

h—0 h ’

mikili tdmé raja-arvo on olemassa. Jos suoraan yritetddn korvata x ja h R™:n
alkioilla, erotusosamééra ja sen raja-arvo menettévit merkityksensa. Sen sijaan
luvun f/(z) méérittelemé lineaarikuvaus h — f’(z)h on kisite, joka voidaan
yleistaa.

Edelld mainittu yhden muuttujan funktion differentioituvuuden maéaritteleva
ehto voidaan esittdé seuraavassa ekvivalentissa muodossa: On olemassa sellainen
a € R, ettd

lim
h—0 h
eli yhtéapitavasti
x+h)— f(x) —ah
LIS h) — () —ah]

0.
h—0 |h|

Koska lineaarikuvaukset T' : R — R ovat samat kuin kuvaukset h — ah, mis-
sd a € R, tdmé ehto voidaan edelleen ilmaista vaatimalla, ettd on sellainen
lineaarikuvaus 7' : R — R, etta

|f(x+h)— f(z) —Th| _

li =0.
) In]

Tamé muotoilu voidaan yleistdd vektorimuuttujan vektoriarvoiselle funktiolle,
kun itseisarvo korvataan normilla.

Vektorimuuttujan funktion raja-arvo voidaan méaritelld samaan tapaan kuin
reaalimuuttujan funktionkin tilanteessa. Tarvitsemme vain seuraavaa tapausta:
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Avaruuden R™ osajoukossa A \ {xp} mééritellylle R™-arvoiselle funktiolle v,
missd xg on A:n sisépiste, on

lim ¢¥(x) =y € R™,

X—X(
jos ja vain jos jokaista e > 0 vastaa sellainen § > 0, ettd [|¢)(x) — y|| < € aina,

kun 0 < ||x — xp|| < § ja x € A. Néiden valmistelujen jilkeen esitimme usean
muuttujan funktion differentioituvuuden méaaritelméan.

Maaritelma I1.2.2. Olkoon A C R™ ja x A:n sisdpiste. Sanomme, ettd ku-
vaus f : A — R™ on differentioituva pisteessi X, jos on olemassa sellainen
lineaarikuvaus T : R™ — R™, etté

_Nf(x+h) - f(x) =Th| _

lim

0.
h—0 [l

Seuraavassa lauseessa esitetdan méaéritelmén ehdon kanssa yhtépitava usein
kiyttokelpoinen muotoilu (jota kiytdmme jatkossa yleensi téahin lauseeseen viit-
taamatta).

Lause II.2.3. Olkoon A C R" ja x A:mn sisdpiste. Kuvaus f : A — R™ on
differentioituva pisteessd x, jos ja vain jos on olemassa sellainen lineaariku-
vaus T : R — R™ ja sellainen jossakin R™:n origon palloympéristossid B(0, )
médritelty kuvaus ¢ : B(0,7) — R™, etté

i h)=0

lim ¢(h)
ja

J(x+h) — f(x) = Th+ ||| ¢(h)

aina, kun h € B(0,r). Talloin méiritelméssi 11.2.2 esiintyvia T' kelpaa téssé
lauseessa esiintyvaksi T:ksi ja kdadntéaen.

TobisTUus. Oletetaan ensin méaritelmén I1.2.2 ehto. Valitaan r > 0 siten, etté
B(x,r) C A ja mééritellddn ¢ : B(0,r) — R™ asettamalla ¢(0) = 0 ja

1

P(x) = Tal [f(x+h) = f(x) = Th]

muuten. Valittomasti ndhdaén, ettd tdma 1 tayttéaa lauseen vaatimuksen. K&an-
téen, jos lauseen ehto on voimassa ja 0 < ||h|| < r, on

I/ (x+h) = f(x) = Th]|
[l

= [[¢(h)[| =0,

kun h — 0. O

Lauseessa ei ole merkitysta silld, minké arvon 1 saa origossa, ja tarvittaessa
voidaan vaatia esim., ettd ¢(0) = 0.

Lause I1.2.4. Olkoon A C R"™ ja x A:n sisdpiste. Jos kuvaus

f=0U1, fm) : A—=R™
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on differentioituva pisteessd x, niin mddritelmdssd 11.2.2 ja lauseessa 11.2.83
estintyvd lineaarikuvaus T on yksikdsitteisesti madrdtty, ja jos (a;;) on sen mat-
TS, NN

ofi

Oz,

(x)

aij
katkillai=1,...,m, j=1,...,n

TobisTus. Lauseen I1.2.3 nojalla riittaéd késitelld tilannetta, jossa T on jokin
lauseessa I1.2.3 mainitun ehdon téyttéva lineaarikuvaus ja (a;;) sen matriisi.
Jos merkitédén h = (0,...,0,h;,0,...,0), missd j:nnelld paikalla on h; # 0, on
jakson 1.7 tarkastelujen nojalla

filx+h) - fi(x) _ 1
= T ) e
I

*%‘F? i(h),
J

missd ¥ = (¢1,...,%m) : B(0,7) — R™ on kuvaus, jolle limy_.o¢(k) = 0.
Koska

[
T wilh)| = [¢i(h)] < [[d(h)l] = 0,
J
kun |h;| = ||h|| — 0, on
ofi
Q5 = 81‘j (X)

Téastd seuraa erityisesti, ettd T:n matriisi ja siis itse T on yksikasitteisesti
maaratty. O

Masritelma I1.2.5. Méaaritelmén 11.2.2 tilanteessa (edellisen lauseen mukaan
yksikésitteisesti méaérattyd) lineaarikuvausta 7' : R™ — R™ sanotaan pisteessi x
differentioituvan kuvauksen f derivaataksi (tai Fréchet’n derivaataksi) pisteessi
X, ja sille kiiytetdén merkintdé D f(x). Derivaatan D f(x) matriisia sanotaan f:n
Jacobin matriisiksi (pisteessé x).

Lauseen I1.2.4 nojalla edelld mainittu Jacobin matriisi on

D Shm . Sl
PEe0 gReo . gRe
oy oo . Yorw

Esimerkki I1.2.6. Miiritellifin kuvaus f : R® — R? kaavalla f(z,y,2) =
(2% 4y, ryz). Osoitamme, ettéi f on differentioituva jokaisessa pisteessi (z,y, 2).
Ainoa mahdollinen ehdokas derivaataksi pisteessi (x,y, z) on lineaarikuvaus T,

jonka matriisi on
2 1 0
yz xz xy)’
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Vektorille h = (hq, ha, h3) saadaan yksinkertaisella laskulla
f@+hy,y+ho,z+ h3) = f(x,y,2) = Th = (hi,yh1hg + zhihg + hihohs).

Néin ollen lauseen 1.1.1 (¢) nojalla

If (@ + h1,y + ha, 2+ hs) — f(z,y,2) — Th]|

[l
H(h%,yhlhg + zhi1ho + h1h2h3)H
[l
< |ha| + |yhi| + |zhi| + |hihs| — 0,

kun h — 0, silld esim. |hs| < ||h]|.

Huomautus I1.2.7. Olkoon edelld m = 1, jolloin siis tarkastellaan joukossa
A C R™ méariteltyd reaaliarvoista funktiota f. Oletetaan, ettd f on differen-
tioituva pisteessi x € A. Nyt f:n Jacobin matriisi pisteessd x on 1 X n -matriisi

0 0 0
(e gL o gheo).
Vastaavaa vektoria

Vit = (52

8;101

of of
o 2L 8%@)

sanotaan f:n gradientiksi pisteessé x. Téssé tapauksessa

Df(x)h = Vf(x) h
kaikilla h € R™, kuten heti ndhd&an matriisitulon mééritelmésté ja jakson 1.7
tarkasteluista. (Merkitsimme téssé sisituloa pisteelli.)

Huomautus I1.2.8. Olkoon A C R". Kuvaus

f=(f s fm) : A=R"

on differentioituva pisteessi x € A, jos ja vain jos jokainen komponenttifunk-
tio f; on differentioituva x:ssé (harjoitustehtévi), ja selvésti talloin derivaatan
D f(x) matriisissa ovat komponenttifunktioiden f; gradientit vaakavektoreina.
Tasté syysta differentioituvuustarkasteluissa voidaan uein rajoittua reaaliarvoi-
siin funktioihin.

Lause 11.2.9. Olkoon A C R™ ja kuvaus f : A — R™ differentioituva pisteessi
x € A. Silloin f on jatkuva x:ssd.

TobpisTus. Lauseen I1.2.3 mukaisesta kehitelmésté saadaan

1F(y) = F = T(y =) + lly —x[l¢(y =)l
< TWHly = x|l + lly = [l [y =),

misté véite heti seuraa. O

Esimerkki I1.2.10. Esimerkissé I1.2.1 tarkasteltu funktio ei ole differentioituva
origossa, koska se ei ole siiné jatkuva. Kuitenkin osittaisderivaatat ovat olemas-
sa kaikkialla: origossa esimerkin II.2.1 mukaan ja sen ulkopuolella tavallisten
derivoimissddntdjen nojalla.
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Edellinen esimerkki osoittaa, etté osittaisderivaattojen olemassaolo ei ole
riittava ehto differentioituvuudelle. Kuitenkin on voimassa seuraava tulos, jota
kdytdnnosséa useimmiten kiytetadn differentioituvuuden toteamiseen.

Lause 11.2.11. Olkoon A C R™ ja x A:n sisdipiste. Oletetaan, ettd funktiolla
f:A— R on jossakin pisteen x avoimessa palloympdristossa osittaisderivaatat

%, j=1,...,n, jotka ovat jatkuvat pisteessi x. Silloin f on differentioituva
J .
X:88d.

TopIsTus. Rajoitutaan lauseessa mainittuun palloympéristoon B(x,r). Kun
||lh|] < r, erotus f(x+h)— f(x) voidaan kirjoittaa seuraavassa muodossa (missé
x=x=(x1,...,2y) jah=h=(hy,..., h,)):

f(x+h)_f(x):f(x1+h17an—’_hn)_f(mlai‘rn)
:Z xl,...,xj,l,x]——|—hj,...,xn+hn)
Jj=
f £L‘1,...,SCj,l‘j+1+hj+1,...,13n+hn)].
Otetaan kéyttoon apufunktiot ¢;, j =1,...,n, joille

¢i(t) = f(w,...,xj_1,t,xi +hjpr, . 0 + hy),

jolloin ¢; téyttad viliarvolauseen oletukset valilld, jonka péétepisteet ovat x; ja
xj + h; (tapauksessa h; # 0), joten z;:n ja x; + h; m vélissé on (tapauksessa
hj # 0, ja jos h; = 0, voidaan valita §; = x;) sellainen &;, etta

Fx+h) = f(x) =Y [d(a; + hy) — di(x;)] =D ¢5(&)h;

j=1 j=1

= ZD]f(xla '7xj717§j7xj+1 +hj+la"'7xn +hn)hj

=2 D3/ + ()] by —ZDf Y + || (h),

missé kullakin h, jolla ||h|| < r, funktioiden 1; arvot 1;(h) on mééritelty luku-
jen &; valintojen avulla osittaisderivaattojen arvojen erotuksena:

Yij(h) = Djf(x1, ..., 25-1,&, 2501 +hjr1, .., 20 + hy) — D f(x),

ja on merkitty
1 n
)= Tl > wi(h)h;
j=1

Silloin osittaisderivaattojen jatkuvuusoletuksen nojalla
)| < Z h)| 0,
kun h — 0. Siis f(x+ h) — f(x) on lauseessa 11.2.3 tarkasteltua muotoa. O
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Esimerkki I1.2.12. Esimerkissd [1.2.6 perusteltiin funktion f differentioitu-
vuus suoraan maaritelméan nojalla. Koska osittaiderivaatat ovat jatkuvat, sama
nédhdaan valittomasti edellisen lauseen avulla.

Huomautus I1.2.13. Edella on néhty, ettd seuraavat implikaatiot ovat voimas-
sa:

(i) osittaisderivaattojen jatkuvuudesta seuraa differentioituvuus;

(ii) differentioituvuudesta seuraa jatkuvuus;

(iii) differentioituvuudesta seuraa osittaisderivaattojen olemassaolo.
Mitéén muita implikaatioita kuin nidmé (ja néistd valittomésti seuraavat) ei
mainittujen ominaisuuksien vélilld ole voimassa (jos n > 2). Yhden reaali-
muuttujan funktioillehan mukaan differentioituvuus on sama asia kuin (osit-
tais)derivaatan olemassaolo, mutta siindkdén tilanteessa ei jatkuvuudesta seu-
raa differentioituvuus eikd differentioituvuudesta derivaattafunktion jatkuvuus.

I1.3 Jatkuvasti differentioituvat ja CP-luokan funktiot

Seuraavassa méaaritelméssa mitataan eri pisteissi otettujen derivaattojen vélista
etaisyytta lineaarikuvauksen normin avulla.

Maéritelma I1.3.1. Olkoon A C R” ja x A:n sisépiste. Jos kuvaus f : A — R™
on differentioituva jossakin x:n avoimessa palloympéristossa, ja

lim [ Df(y) ~ DFx)]| =0,

sanotaan, ettd f on jatkuvasti differentioituva x:ssé. Jos A on avoin ja f on
jatkuvasti differentioituva jokaisessa A:n pisteessi, sanotaan, ettd f on jatku-
vasti differentioituva (A:ssa).

Toisin sanoen f on jatkuvasti differentioituva x:ssé, jos ja vain jos derivaat-
takuvaus Df(y) on olemassa jokaisella y jossakin x:n ympéristossi ja kuvaus
y — Df(y) on jatkuva x:ssi jaksossa 1.7 médritellyn lineaarikuvausnormin
suhteen. Kaytdnnossa normin kiytto voidaan kuitenkin valttda, kuten seuraava
tulos osoittaa.

Lause I1.3.2. Olkoon A C R™ avoin ja

f=0U1,fm) : A—=R"™

kuvaus. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvia:
(i) f on jatkuvasti differentioituva;
(ii) jokaisella komponenttifunktiolla f;, i = 1,...,m, on A:ssa jatkuvat osit-

4

. . ofi . _
taisderivaatat B, i=1,...,n.

TobisTus. (i) = (ii): Oletetaan, ettéd f on jatkuvasti differentioituva. Lauseen

11.2.4 nojalla kaikki osittaisderivaatat ggl ,i=1,...,m,j7=1,...,n, ovat ole-

massa A:ssa. Olkoon nyt x € A. Lauseista 11.2.4 ja 1.7.2 seuraa, ettd kaikilla

t=1,....m,3=1,...,n

ofi ofi

9 (y) - Dz,
L Ly

)| < IDf(y) = DF)I,
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mista seuraa osittaisderivaattojen gj{ L

(i) = (i): Oletetaan (ii). Lauseesta II.2.11 seuraa huomautuksen II.2.8
nojalla, ettd f on differentioituva jokaisessa A:n pisteessd. Olkoon x € A. Lau-
seista 11.2.4 ja 1.7.2 seuraa, etta

ipsty) - prtall < | S5 (Lo - P

=1 j=1

misté osittaisderivaattojen jatkuvuuden nojalla ndhdaan, etta

lim [IDf(y) = DI = 0. O

Edellinen lause antaa aiheen seuraavaan yleiseen mééritelmééan:

Maaritelma I1.3.3. Olkoon A C R™ avoin joukko ja p € N. Sanomme, etti
kuwvaus f : A — R™ on CP-luokan kuvaus eli CP-kuvaus, jos f:n jokaisella
komponenttifunktiolla on p:nnen kertaluvun jatkuvat osittaisderivaatat A:ssa.
Jos f on CP-kuvaus jokaisella p € N, sanotaan, ettd f on C°°-luokan kuvaus
eli C*>*-kuvaus.

I1.4 Suunnattu derivaatta ja sen yhteys gradienttiin

Yleistdmme nyt osittaisderivaatan késitteen. Tyydymme tarkastelemaan reaaliar-
voisia funktioita.

Maéritelma I1.4.1. Olkoon A C R"™ ja x A:n sisépiste. Olkoon u € R™ vektori,
jolle ||u]| = 1. Jos funktiolle f : A — R on olemassa raja-arvo

1
lim 5 [/ + hu) — 7(x)),
sitd sanotaan f:n suunnatuksi derivaataksi pisteessd x yksikkdvektorin u suun-
taan, ja sille kiytetddn merkint6ja Oy f(x), %(x), Dy, f(x).

Esimerkki I1.4.2. Valitaan edelld u:ksi luonnollisen kannan vektori e;. Silloin
madritelman mukaan

Du() = 5, ()

Kéytannossa tarkasteltavat funktiot ovat yleenséd differentioituvia, ja niille
suunnattu derivaatta on helppo laskea huomautuksessa I1.2.7 méaritellyn gra-
dienttivektorin

V160 = (G0 g )

ja wn sisdtulona:

Lause I1.4.3. Olkoon A C R™ jax A:n sisdpiste. Olkoonu = (uq,...,u,) € R®
vektori, jolle ||u]| = 1. Jos funktio f : A — R on differentioituva x:ssd, niin
suunnattu derivaatta Dy, f(x) on olemassa ja

Duf(x) = VI(x) - u =3~ (x)u,.
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TobisTus. Lauseen II.2.4 mukaan osittaisderivaatat %(x) ovat olemassa ja
J
saadaan seuraava kehitelmd

o) = 1 = 3 2 + il w0,

j=1

missd limy o1 (k) = 0. (Kehitelmd on voimassa, kun h € R ja |h| on kyllin
pieni.) Oletetaan, ettd h # 0 ja jaetaan h:lla, jolloin saadaan

! of A
Lim - [f(x + hu) = fF(x)] = 2 8%( Juj + lim == J[uf| 9 (hu)
"9
= . ©
j=1 "7

Suunnatun derivaatan geometrinen merkitys on helppo havainnollistaa kah-
den muuttujan funktioille: Ajatellaan (riittdvan sdénnollisen) reaaliarvoisen funk-
tion (z1,x2) — f(x1,x2) kuvaajaa pintana zxsxs-koordinaatistossa. Yksikko-
vektori u ja x madradvat suoran

L={x+tu|teR}.

Asetetaan xg-akselin suuntainen (eli "pystysuora”) taso tdmén suoran kautta.
Kun suora L samastetaan reaaliakselin (téisséd t-akselin) kanssa siten, ettd vek-
torin u suunta on ¢:n kasvusuunta ja x on origossa, tulee suunnattu derivaatta
D, f(x) merkitsemédn sen funktion derivaattaa origossa, jonka kuvaajana on
edelld mainitun pystysuoran tason ja funktion f kuvaajapinnan leikkaus. N&in
suunnattu derivaatta kuvaa funktion f kasvunopeutta (etumerkin huomioon
ottaen) vektorin u suunnassa. Sama tulkinta piatee n:n muuttujan funktioille,
vaikka kuvan piirtdminen on viahén vaikeampaa. Suunnatun derivaatan mé&ari-
telmaéssé oli tarkeda kayttas yksikkovektoria, jotta tdmé tulkinta olisi mahdolli-
nen (eli “mittakaava” olisi oikea).

Seuraava lause osoittaa, ettd gradienttivektorin méardamé suunta on eri-
koisasemassa: Differentioituva funktio kasvaa jyrkimmin gradientin suuntaan ja
vahenee jyrkimmin sille vastakkaiseen suuntaan.

Lause 11.4.4. Olkoon A C R™ ja x A:n sisdpiste. Olkoon funktio f : A — R
differentioituva pisteessd x, ja olkoon u € R™ vektori, jolle |u|| = 1. Silloin

(a)
[Duf ()| < (V)5

(b)
uf (%) = [V,

jos ja vain jos V f(x) = \u jollakin A > 0;

()
Duf(x) == IV,
jos ja vain jos V f(x) = Au jollakin A < 0.
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TobpisTus. (a): Lauseen I1.4.3 ja Cauchyn-Schwarzin epdyhtilon nojalla
[Duf(x)| = [Vf(x)-u] <[[Vf()],
koska |lul] = 1.

(b),(c): Kuten lauseen I.1.1 jilkeen todettiin, edelld Cauchyn-Schwarzin epé-
yhtélossi patee yhtild, jos ja vain jos V f(x) ja u ovat lineaarisesti riippuvia eli
Vf(x) = Au jollakin A € R, koska u # 0. Jos néin on ja A # 0, on

1 1
Duf(x) = Vf(x) - 1 VI(x) = 1 [V,
joten A > 0, jos ja vain jos Dy f(x) = |Duf(x)|. Tapaus A = 0 on triviaali. [

Huomautus I1.4.5. Lauseen 11.4.4 tilanteessa Dy, f(x) = 0, jos ja vain jos
Vf(x)-u=0 eli vektorit V f(x) ja u ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa.

II.5 Yhdistetyn kuvauksen differentioituvuus ja derivaat-

ta
Oletamme seuraavassa lauseessa, ettd f = (f1,...,fm) : U — R™ ja g =
(g1,--.,9%) : V — RF ovat kuvauksia, missi U C R" ja V C R™ ovat avoimia

joukkoja. Oletetaan vield, ettd f(U) C V, jolloin voidaan maééritelld yhdistetty
kuvaus

gof:U—R" (gof)(x)=g(f(x), xeU.
(Kaytannossd ndmé oletukset saadaan toisinaan voimaan vain rajoittamalla
funktioiden mééarittelyalueita sopivasti. Koska differentioituvuus on “lokaali”
ominaisuus, tdméi el tuota ongelmia.) Lauseessa IL1.5.1 esitettidvid yhdistetyn
kuvauksen derivaatan kaavaa sanotaan ketjusddnnoksi.

Lause I1.5.1. Jos [ on differentioituva pisteessd x € U ja g on differentioituva
pisteessd f(x), niin go f on differentioituva pisteessd X, ja

D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x).
Erityisesti yhdistetyn kuvauksen

d):((rzsla"'ad)k):gof

Jacobin matriisi

%%(x) %(x) %%(x)
PR G0 .. R
W) Qo) ... Gl(x)

pisteessd x on g:n Jacobin matriisin (pisteessi’y = f(x)) ja f:n Jacobin matri-
isin (pisteessd x) tulo

GAO) gEE) o HEm) (926 oo .. Sl
G20 GEm) - 5o || fRe FRe . GRe
Fey) G . o) \Y2e Yoo o e

27



Tobistus. Merkitddn y = f(x) ja ¢ = go f. Kun |/h| on kyllin pieni, on

¢(x +h) —¢(x) = g(y + k) —g(y),

missd k = f(x+h)— f(x). Siis f:n jatkuvuuden nojalla on jokaisella normiltaan
kyllin pienelld h:lla ¢(x+h)—¢(x) = Dg(y)k+| k| n(k), missé limk_.o n(k) = 0.
Siis

¢(x+h) —¢(x) = Dg(y) [Df(x)h + ||h]| ¢ (h)] + (k]| n(k)
= Dg(y)(Df(x)h) + [[h]| | Dg(y) (¢ (h)) + ||h||| (k)
jos ||h|| # 0 on kyllin pieni. (Téssé limp—.o ¢ (h) = 0.) Riittaa siis niyttas, ettd
limp 0 e(h) = 0, missé

15}

e(h) = Dy(y)(¢(h)) + mn(k)

kun 0 < [h]] < §. Koska k = f(x + h) — f(x) = Df(x)h + ||h[/¢(h), on
k[l < IDfE ]l + k] [ 0)], joten

le(M)[ < [IDg()[ ¥ Mm)[| + ([DF )+ [P M)} [[nk)[} — 0,

kun h — 0, silld limg_¢ ||n(k)|| = limp—o ||7(f(x +h) — f(x))]| = 0, koska f on
jatkuva x:ssé. O

Huomautus I1.5.2. Pidetdidn edellisen lauseen oletukset voimassa. Matriisi-
tulon maaritelmésta saadaan yhdistetyn kuvauksen

gof=0¢=1(d1,..., )

komponenttien osittaisderivaattojen laskemiseksi kaava

8(251, 39» afz
895] Z 8yZ 895]( X):

Koska vektoriarvoisen ulkofunktion g tutkiminen palautuu komponenttifunktioi-
hin g,, riittdé yleensa tarkastella tapausta k = 1. Silloin siis g on reaaliarvoinen,
ja voidaan kirjoittaa

(g < 8fl
833] ; 8% ()
of

= Volf0) - g

- (%).

Toisin sanoen osittaisderivaatta on gradientin Vg(f(x)) ja vektori-

d(go
(gx f ) (x)
funktion f osittaisderivaattavektorin

Of )= (5f1 8fm>
al'] 8%-’”"8%-

sisatulo.
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Esimerkki I1.5.3. Olkoot jollakin pisteen € R siséltavilla avoimella valilla
madritellyt reaaliarvoiset funktiot fi,..., f;, derivoituvia pisteessa x. Maéritel-
la4n funktio g : R™ — R asettamalla

m
91, um) = [ [ w
k=1

Silloin 5
9 — | I .
8yk(yl7"'>yn)_ Yi-

i#k,1<i<m

Koska kukin g—ygk on jatkuva ja siis g on differentioituva, voidaan soveltaa

ketjusadéantod. Siis

aw=X{ II #=)|sre
k=1

k=1 \i#k, 1<i<m

Néin saatiin ketjusddnnon avulla todistus tulon derivoimissdénnélle.

I1.6 Divergenssi ja roottori

Avaruuden R"™ osajoukossa maéritellyn reaaliarvoisen funktion f gradientti pis-
teessé X, jossa osittaisderivaatat aa f o j=1,...,n, ovat olemassa, méaritelladn

vektorina o7 o7 o7
Vix) =), =—(x .
169 = (5260 2200, 500
(Aikaisemmin gradientti on esiintynyt differentioituvuuden yhteydessi, mutta
sen médrittelyyn osittaisderivaattojen olemassaolo riittdé.) Gradientille kiytet-
ty merkintd V f(x) voidaan selittdd seuraavalla puhtaasti muodollisella (joskin
tasmalliseksi tulkittavissa olevalla) tarkastelulla. Maaritellaan luonnollisen kan-

nan alkioiden e; ja osittaisderivaattaoperaattoreiden 3% avulla “symbolinen
J

vektori” nabla:

V=e 0 +ei+ -+e
- 18 281’2 n

_(92 9 9
C \ Oz Oy Oy )

jolla "operointi” kuvaa reaaliarvoisen funktion f vektoriarvoiseksi n-komponent-
tiseksi funktioksi (eli "vektorikentiksi”) V f.
Oletamme tdmén jakson loppuosassa, ettd vektoriarvoisen kuvauksen

f=01, fn)  A—>R"?

Oy

eli

(missé siis maaliavaruuden dimensio on nimenomaan n) komponenttien ensim-
9fi

Lj

maisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat olemassa A:ssa. Jos muodoste-
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taan V:n ja f:n "pistetulo”, saadaan f:n divergenssi A:ssa méériteltyné reaaliar-
voisena funktiona eli “skalaarikenttana”

divf=V-f
3] 0
(g ) )
afl 8fn
" Or + +8xn'

Tapauksessa n = 3 méaritelladn muodollisesti vektoritulon eli ristitulon kaavalla
differentioituvan vektorikentén f = (f1, fa, f3) roottori vektorikentt&na

fo:TCLjTLEQT.TL),ZDI D2 D3

i fa o fs i fa f3
= (D2 f3 — D3 fa2, D3 f1 — D1 f3, D1 fo — Daf1).

Muita merkint6ja roottorille ovat rot f ja curl f. Edella tarkastelluissa tilan-
teissa sanotaan vektorikenttdd ldhteettomdksi, jos sen divergenssi havida ident-
tisesti, ja pydrteettomdksi, jos taas roottori on identtisesti nolla. Divergenssin
ja roottorin késitteet tulevat selvemmin ymmarrettéviksi yleisen differentiaali-
muotojen teorian yhteydessé, jota emme téssi esityksessa kuitenkaan kisittele.

I1.7 Valiarvolause ja sen soveltaminen virheen arviointiin

Yhden reaalimuuttujan funktioiden differentiaalilaskennan véliarvolauseella on

seuraava yleistys usean muuttujan funktioille:

Lause II.7.1. (Viliarvolause) Olkoon U C R™ avoin joukko, joka sisdltid pis-

teitd x = (x1,...,2n) €U jay = (y1,-..,Yn) € U yhdistivin janan
I={(1-t)x+ty|0<t<1}.

Jos f on U:ssa differentioituva reaaliarvoinen funktio, on jollekin p € I'\{x,y}
V01Massa

F) = 1) = 5@y — ;) (= V(p)- (y —x)).

TobpisTus. Merkitdan

¢(t) = f((1 = t)x +ty),
kun 0 < ¢ < 1. Funktio ¢ on jatkuva suljetulla vélilla [0, 1] ja lauseen II.5.1 no-
jalla differentioituva avoimella vélilld (0,1). (Itse asiassa toispuoleiset derivaatat
ovat olemassa vilin péaétepisteisséd, vaikka sité tietoa ei tarvita.) Yhden muut-
tujan funktioiden véliarvolauseen mukaan on olemassa sellainen & € (0, 1), ettd

Fy) = F(x) = 6(1) = 6(0) = ¢/ (£).

Lauseen I1.5.1 mukaan

B
50 =3 2L (1 -+ ey —2) = VI @) (5%
j=1
missd p = (1 — &)x + &y, silld %((1 — btz +ty;) = y; — x;j. O
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Viliarvolausetta voidaan kiyttéd esim. virheen arvioinnissa:

Esimerkki I1.7.2. Olkoon
z = f(z,y) = In(z?y?).

Oletetaan, ettd argumentteina z ja y ovat mittaustulokset tietyin virhemarginaa-
lein: # = 0.9 £ 0.02, y = 2.05 £ 0.02. Siis mittaustulos on a = (aj,a2) =
(0.9,2.05), ja "todellisten arvojen” b; ja by katsotaan toteuttavan epdyht&lot
|b1 — a1] < 0.02 ja |ba — az| < 0.02. Silloin véliarvolauseen mukaan z:n virheen
itseisarvo |Az| on

|Az| = |V f(p1,p2) - (b —a)],

missé [p1 — a1] < 0.02 ja [p2 — az| < 0.02. Siis |Az|:lle saadaan arvio ylospéin:

2 2
|AZ| = E(bl — (11) + 272(172 — (12)

2
<— 002+ ——— - 0.02 < 0.07.
~ 0.9-0.02 + 2.05 —0.02
Kaytédnnossa riittavaan tarkkuuteen péaastdén yleenséd kdyttamalld py:n ja po:n
tilalla suoraan mittaustuloksia a; ja as.

I1.8 Funktion suurimman ja pienimmaéan arvon etsiminen

Yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisen funktion suurimman ja pienimmén ar-
von médrittamisessi (mikali sellainen on olemassa) differentiaalilaskenta on tun-
netusti tehokas véline. Téssé jaksossa késittelemme samaa ongelmaa usean muut-
tujan funktioiden tapauksessa. Sovimme aluksi erdistd sanonnoista.

Maaritelma I1.8.1. Olkoon A C R™", a € A ja f : A — R funktio. Jos
f(x) < f(a) kaikilla x € A, f:1l4 on absoluuttinen maksimi pisteessa a (ja f(a)
on f:n suurin arvo A:ssa.) Jos on olemassa sellainen r > 0, ettd f(x) < f(a)
kaikilla x € AN B(a,r), f:114 on (paikallinen) maksimi pisteessd a. Paikalli-
nen maksimi a:ssa on oleellinen, jos on olemassa r > 0, jolle f(x) < f(a), kun
x € AN(B(a,r)\{a}). Kun tissi merkit ”<” vaihdetaan merkeiksi ”>" (vast.”<”
merkiksi ”>"), saadaan absoluuttisen minimin ja paikallisen minimin (vast.
oleellisen paikallisen minimin) madritelmat. Paikallisia maksimeja ja minime-
ja sanotaan (paikallisiksi) ddriarvoiksi ja vastaavia A pisteitd (paikallisiksi)
ddriarvopisteiksi.

Tietenkin absoluuttinen maksimi (vast. minimi) on myds paikallinen mak-
simi (vast. minimi), mutta ei yleensi kiiéintien. Adriarvojen yhteydessa sanan
"absoluuttinen” synonyyminéd kiytetdan myos sanaa “globaali(nen)” ja sanan
“paikallinen” synonyyminé sanaa “lokaali”.

Téssd jaksossa kasitellddn joitakin yksinkertaisia perusmenetelmis, joiden
tavoitteena on ldhinné riittdvan sddnnollisessé R™:n kompaktissa osajoukossa
riittdvan sddnndllisen funktion absoluuttisen maksimin ja minimin maarittami-
nen. Tieddmme, ettd kompaktissa joukossa jatkuva funktio saa suurimman ja
pienimmén arvon. Siséipisteiden kohdalla seuraava lause antaa (riittdvin sdan-
nollisille funktioille) vélttamattomén ehdon:
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Lause I1.8.2. Olkoon A C R", x A:n sisipiste ja f : A — R funktio, jolle

suunnattu derivaatta Dy f(x) on olemassa jollakin u € R™, |u|| = 1. Jos f:lld
on pisteessd x paikallinen ddriarvo, niin Dy f(x) = 0. Erityisesti, jos osittais-
of

derivaatta aT(X) on olemassa, ja x on ddriarvopiste, niin 87()() =0.
J J

TobisTus. Merkitddn ¢(t) = f(x + tu), jolloin ¢ on médritelty jollakin 0:n
sisaltavalla avoimella valilld, ja silld on paikallinen d&riarvo 0:ssa, joten yhden
reaalimuuttujan funktioiden teorian mukaan tunnetusti

Duf(x) = ¢/(0) =0.

(Muutenhan raja-arvon mééritelmén nojalla ¢ saisi jokaisella § > 0 vililla
(—96,0) sekii lukua ¢(0) suurempia etté sitd pienempié arvoja.) O

Funktion f méérittelyjoukon sisépistettd, jossa f:n gradientti (on olemassa) ja
hévidé, sanotaan f:n kriittiseksi pisteeksi. Edellinen lause ei anna riittédvaa ehtoa
adriarvon olemassaololle (kuten ei anna sen yksiulotteinen vastinekaan):

Esimerkki I1.8.3. Olkoon f(z,y) = 2®—y?, (x,y) € R%. Nyt Vf(0,0) = (0,0),
mutta f:114 ei ole ddriarvoa origossa, silla

f(0,h) = —h? < £(0,0) < h? = f(h,0)
kaikilla h # 0.

Differentiaalilaskennan avulla voidaan kehittda myos riittdvid ehtoja paikal-
lisen dariarvon olemassaololle, mutta télla kertaa olemme ldhinné kiinnostuneita
absoluuttisesta maksimista ja minimist4, ja niin pian kuin niiden olemassaolo on
varmaa (kuten esim. kompaktissa joukossa jatkuvalle funktiolle), lauseen 11.8.2
antama valttdmaton ehto tavanomaisissa tilanteissa riittdd ongelman selvit-
tamiseen sisdpisteiden osalta. Esitimme seuraavassa huomautuksessa yleisia pe-
riaatteita kokonaisongelman ratkaisemiseksi.

Huomautus I1.8.4. Olkoon A C R" epétyhja kompakti joukko ja f: A — R
jatkuva funktio. Téll6in f saa lauseen 1.6.3 mukaan suurimman ja pienimmén
arvon A:ssa. Koska A on suljettu, sen komplementti koostuu tarkalleen A:n
ulkopisteista, ja

A= A°UODA,

silld médritelmédn mukaan A:n sisdosa A°, A reuna 0A ja A:n ulkopisteiden
joukko ovat erillisid ja niiden unioni on koko R"™. Koska A:n sisépisteessé, joka
on (edes paikallinen) maksimi- tai minimipiste, jossa f:n osittaisderivaatat ovat
olemassa, V f hividd (lause 1.6.3), loydetdén suurin ja pienin arvo médraamalla
fm arvo

(1) kriittisissé pisteissé eli niissd A:n sisépisteissé, joissa gradientti havida,

(2) niissd A:n sisépisteissi, joissa ainakaan kaikki ensimméisen kertaluvun
osittaisderivaatat eivit ole olemassa, ja

(3) rajoittuman f|0A paikallisissa ddriarvokohdissa
sekd valitsemalla kaikista néistéd luvuista suurin ja pienin, mikéli niitd on &arelli-
nen mééréd (kuten kiytdnnossé yleensé on). Se, miten kohdassa (3) mainitut pis-
teet parhaiten 16ydetddn, riippuu reunan 0A laadusta. Toisinaan tapauksessa
n = 2 A:n reuna koostuu aérellisestd méardstd joukkoja

Ck:{d)k(t)|t61k},
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missé I, on reaaliakselin kompakti viili. Funktion f|C) suurimman ja pienimmén
arvon etsiminen palautuu talléin yhden muuttujan funktion

fodr: I =R

tutkimiseen. Jos f o ¢, on derivoituva, tutkitaan tunnettuun tapaan derivaatan
nollakohdat ja valin [ p#dtepisteet. Analogisesta menettelystd on usein hyo-
tyd myos korkeammissa dimensioissa: palautetaan reunalla saatujen arvojen
tutkiminen méérittelyjoukon sisdltévaéd avaruutta alempidimensioisen avaruu-
den osajoukossa maéaritellyn funktion tutkimiseen. Néissd tarkasteluissa reunan
osa esitetddn eksplisiittisesti jonkin funktion kuvaajana. Tulokseen voidaan péaés-
td myos ilman eksplisiittista ratkaisemista kiyttden ns. Lagrangen kertojien me-
netelméé, mutta emme téassé yhteydessé vield kisittele sité.

Esimerkki I1.8.5. Méaritetddn funktion f,
f(,y) = 2% + 4 — 6a,
suurin ja pienin arvo kompaktissa (vrt. esim. 1.4.11, 1.5.6) joukossa
A:{(x,y) ‘ —2<x<2, x2§y§4}.
Merkitadn A = U U C; U Cy, missé,
U={(z,y)| 2<2<2,2°<y<4},

Ci={(wy|-2<e<2y=2"},
ng{(x,y)’—2§m§27y:4}.

Avoimessa joukossa U ei ole adériarvokohtia, silla

Vf(x,y) = (2"17 - 6a2y) = (070)7

jos ja vain jos z = 3,y = 0, mutta (3,0) ei kuulu A:han. Nyt
{fz.y) ]| (@y) eCr}={hi(a)| 2<z<2},
missil hy (z) = 22 + 2% — 6z, ja
{fe,y) | (@,y) € Co} = {ha(z) | -2 <z <2},

missi ho(z) = 22 — 6z + 16. Funktion h; derivaatan ainoa nollakohta vililld
[—2,2] on 1, eikd ho:n derivaatalla ole nollakohtia talld valilld. Koska hq (1) = —4,
h1(=2) = ha(—2) = 32 ja h1(2) = ha(2) = 8, f:n suurin arvo koko A:ssa on 32
ja pienin —4.

Huomautus I1.8.6. Usein voidaan péételld, ettd funktio f : A — R saa suu-
rimman ja/tai pienimmén arvon joukossa A C R"™, vaikka A ei olisikaan kom-
pakti. Tavallinen menettely on tdméa: Etsittdessd esim. suurinta arvoa yritetdan
méadrita kompakti joukko K C A, jossa f on jatkuva, ja jossa on sellainen piste
p, ettd f(x) < f(p) kaikilla x € A\ K. Talléin f:n suurin arvo K:ssa on myos
fm suurin arvo A:ssa. (Vrt. esim. 1.6.5.)
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Esimerkki II.8.7. Muovitehdas valmistaa 32 litran vetoista kannetonta suo-
rakulmaisen séarmion muotoista astiaa, jonka seinien ja pohjan paksuus on sama
(astian kokoon ndhden pieni) vakio. Miten astian mitat on valittava, jotta muovin
menekki olisi mahdollisimman pieni?

Olkoon x pohjan pituus, y¥ pohjan leveys ja z astian korkeus. Minimoitavana
on xy + 2xz + 2yz ehdoilla x > 0, y > 0, z > 0, zyz = 32, missd mittayksikkona
on desimetri. Ehdosta zyz = 32 voidaan ratkaista y, jolloin minimoitavaksi tulee
funktio f,

flz,2) = 32 + 2z + 6—4,
z x
joukossa { (z,2) ’ x>0,2>0 } Koska téssé joukossa

64 —32

Vf(z,z) = (22— ot +2z) = (0,0),

jos ja vain jos (z,z) = (4,2), ainoa mahdollinen &iriarvo saadaan, kun x = 4
ja z = 2, jolloin ehdon zyz = 32 mukaan y = 4. Osoitamme, ettd kyseessé
on todella absoluuttinen minimi. Jos z < 1, on f(x,z) > 64 > 48, samoin jos
z < 3. Jos taas > 1 ja z > 24, on f(z,2) > 48, ja niin on myds jos z > 3 ja
x > 48. Néin ollen kompaktin joukon

K:{(x,z)|1§ac§48, §z§24}

reunalla ja sen ulkopuolella neljinnestasossa { (z,2) | x>0,2>0 } f saa vain
suurempia arvoja kuin f (4, 2) = 48. Koska jatkuva funktio f K:hon rajoitettuna
saa pienimmén arvon, ja edellisen mukaan f(4,2) = 48 on ainoa mahdollisuus,
tidmé on fm absoluuttinen minimi joukossa { (z,z) | z>0,2>0}.

III Usean muuttujan funktion Riemannin integ-
raali

III.1 Integraali yli R":n kompaktin vilin

Késittelemme téssé jaksossa Riemann-tyyppistd integrointia otsikon tarkoitta-
massa tilanteessa.

Maaritelma I11.1.1. Avaruuden R™ wvdliksi sanotaan kutakin n:n reaaliakselin
valin karteesista tuloa; erityisesti R™:n kompaktit vilit ovat muotoa

I = [al,bl] X X [an;bn]v

missé a; < b;. Jos Aq,...,A, ovat R:n rajoitettuja (avoimia, suljettuja tai
puoliavoimia) vélejd ja a; < b; ovat vélin A; pé&tepisteet, vélin

IT=A; x--- XA,

geometrinen mitta madritelladn lukuna
n
H (b —aj).
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(Tapauksessa n = 2 puhutaan my6s pinta-alasta; jos taas n = 3, puhutaan
tilavuudesta.) Olkoon nyt I = [aj,b1] X -+ X [an,b,] kompakti vili ja f :
I — R rajoitettu funktio. Valin [a;, b;] jaoksi sanomme jokaista dérellisté jonoa
Loy .-y tk,, missd aj = tg < t1 < -+ <ty = b;. Luvut 1o, ..., ¢k, ovat tdmén
jaon jakopisteet. Téllaisen jaon P; pohjalta vili [aj,b;] tulee esitetyksi k;m
(mahdollisesti pisteeksi surkastuneen, jolloin pisteen toisto sallitaan) osavilin
eli jakovdlin [t;_1,t;] unionina. Oletetaan, ettd kullekin j = 1,...,n P; on vélin
[a;,b;] jako. Sanomme silloin, ettd P = (Py,...,P,) on vdlin I jako. Jako P
médrad luonnollisella tavalla k = kiko ...k, kappaletta (surkastuman tapauk-
sessa toiston ollessa sallittu) kompakteja véleja I, ..., Iy, (eli jakovileja), joiden
unioni I on ja joiden sisdosat ovat erillisid: vélit I; saadaan n-kertaisina kar-
teesisina tuloina jakoihin Py, ..., P, liittyvista jakovileistd. Merkitsemme

gi = inf f(x), G;=sup f(x)
x€el; x€el;

jokaisella ¢ € {1,...,k}. Jakoon P liittyvd f:n alasumma mééritellddn kaavalla

k
sp(f) =Y _ gim(I:),
i=1

ja yldsumma vastaavasti kaavalla

k

Jos P = (Py,...,P,) ja P = (P{,...,P}) ovat vélin I = I = [ay,b;1] X
- X [an,by] jakoja ja jokaisella j = 1,...,n jokainen jaon P; jakopiste on
myds jaon PJ{ jakopiste, sanomme, ettd P’ on jaon P alajako. Koska tietyssa
joukossa saatavien funktion arvojen joukon supremum on vadhintddn sen osa-
joukossa saatavien funktion arvojen joukon supremum, ndhd&dén jakopisteité
vksi kerrallaan lisdamaélla, ettd alajakoon siirryttéessd yldsumma ei kasva. Vas-
taavasti alajakoon siirryttiessi alasumma ei vihene. Jos P ja P’ ovat jakoja ja
otetaan kiyttoon niiden yhteinen alajako P, saadaan siis sp(f) < spr(f) <
Spi(f) < Spi(f), ts. jokainen alasumma on korkeintaan miké tahansa yla-
summa. Koska jokainen yldsumma on alasummien joukon yléraja, alasummien
joukon pienin yliraja on korkeintaan mikéd tahansa yldsumma, misté edelleen
seuraa, ettd alasummien joukon supremum on korkeintaan yldsummien joukon
infimum. Voimme nyt asettaa seuraavan mééritelmén. Siind esiintyvét supre-
mumit ja infimumit otetaan yli vélin I kaikkien jakojen P.

Miaritelma IT1.1.2. Maaritelmén I11.1.1 oletuksin ja merkinndin merkitsemme
swpse(f) = [ 1= [ Sz don.de, = [ f60dx
P Jr g EA

ja sanomme tatd lukua funktion f alaintegraaliksi (yli valin I). Funktion f
yldintegraali (yli valin I) on luku

inf Sp(f) :/If:/If(xl,...,xn)dxl...dxn:/ £(x) dx.

I
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Edelld nihtiin, etti aina ilf < Tlf. Jos flf = Tlf, sanotaan, etti f on

(Riemann- )integroituva (joukossa I tai yli I:n), ja sen ala- ja yldintegraalin
yhteistd arvoa sanotaan f:n (Riemannin) integraaliksi (yli I'n), ja sille kiiytetdan

merkint6ja
/f /fccl,..., Ydxy .. dxn—/f

Seuraavassa lauseessa on yksinkertainen mutta hyddyllinen integroituvuuden
karakterisointi.

Lause III.1.3. Olkoon I R™:n kompakti vili ja f : I — R rajoitettu funk-
tio. Funktio f on integroituva, jos ja vain jos jokaista lukua € > 0 wvastaa
mdadritelmdssd I11.1.1 tarkasteltua tyyppid oleva jako P, jolle

Sp(f) —sp(f) <e.
TobisTus. Olkoon f integroituva ja € > 0. Médritelmén mukaan on sellaiset
jaot P ja P', ettd [,f —5 < sp(f)ja flf—i—% > Sp/(f). Olkoon P” jakojen
P ja P” yhteinen alajako. Silloin < Spi(f) — spr(f) < Spi(f) — sp(f) <
[f+5-Tf+5=2

Oletetaan kééntéden, ettd mainittu e-kriteeri on voimassa. Olkoon € > 0 ja
P sité kyseisessé ehdossa vastaava jako. Silloin [, f — flf < S, (f)—sp(f) <e.

Koska siis 0 < Tlf — fIf < ¢ jokaisella € > 0, tdmé erotus on nolla. O

Taman lauseen kriteeriéa sanotaan Riemannin ehdoksi. Esitimme sen vielé
helppokéayttoisessé jonomuodossa.

Lause III.1.4. Olkoon I R™:n kompakti véili ja f : I — R rajoitettu funk-
tio. Funktio f on integroituva, jos ja vain jos on olemassa sellainen jono (Py)
mddritelmdssd II1.1.1 tarkasteltua tyyppid olevia jakoja Py, ettd

lim [SPk (f) — 5P (f)] =0.

k—o0
Tdlloin
lim Sp, (f) :klim sp,(f) = /f

k—oo

ToDISTUS. Ensimméinen véite seuraa suoraan edellisesté lauseesta: jako Py va-

litaan vastaamaan lukua e = 1. Koska

SmUWSZfSSHU%

saadaan myo0s jalkimmaéisen vaitteen yhtalot. O

I11.2 Integraali yli valia yleisemman rajoitetun joukon

Kaytdnnossa joudutaan usein integroimaan funktioita, joiden méarittelyjoukko
ei ole vili. Seuraava méaritelmé kisittelee téllaista tilannetta. Koko téssd jak-
sossa oletetaan, ettd A C R™ on rajoitettu joukko.
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Maaritelmé ITI1.2.1. Olkoon f jossakin A:n siséltévissd joukossa méaritelty
rajoitettu funktio. Valitaan A:n siséltdva kompakti véli I ja méaritelladn funktio
fa,r: I — R seuraavasti:

far(x) = f(x), kun x € 4
far(x)=0, kunx eI\ A

Jos fa,r on integroituva yli vélin I, sanotaan, ettd f on integroituva A:ssa tai
yli A:n (tal lyhyesti, ettd f on integroituva, mikili A on f:n méiérittelyjoukko),
ja fa rm integraalille yli I:n kiytetddn merkintojé

/f /fxl,..., )day .. n:/Af(x)dx

ja sitd sanotaan f:n integraaliksi yli A:n.

Huomautus ITI.2.2. Edellinen mééritelmé on riippumaton vélin I valinnasta.
Jos nimittdin J on toinen A:n sisdltdvd kompakti vili ja fa s sitd vastaava
madritelmén I11.2.1 mukainen f:n laajennus, lisiamaélla tarvittaessa jakopisteita
ndhdéan, ettd jokaiseen I:n jakoon liittyva yldsumma on sama kuin jokin J:n
jakoon liittyvd ylisumma ja kddntden. (Onhan f4 ; nolla J:n ulkopuolella ja
fa,r nolla J:n ulkopuolella.) Vastaava pétee alasummille.

Lause II1.2.3. Olkoot f, g : A — R integroituvia funktioita.
(a) Kaikilla A\, p € R funktio \f + pg on integroituva ja

Jorrm=x | s4u g

(b) Jos f(x) < g(x )kaikillaxeA niianf<ng.
(c) Funktio |f| (eli x — |f(x)|) on integroituva ja

[ o

Tobistus. Korvaamalla f ja g maaritelméssa I11.2.1 késitellyilld laajennuksilla
voidaan suoraan olettaa, ettd A on kompakti véli, jolle kiytdmme merkintd4
I. Valitaan funktiolle f lauseen III.1.4 mukainen jakojono (F}) ja vastaavasti
jakojono (P}!) funktiolle g. Olkoon Py, jakojen Pj, ja P, yhteinen alajako. Koska
Sp, — sp, < Sp; — sp;, myds jakojono (Sk) téyttad funktioon f (ja vastaavasti
g:hen) nahden lauseen 111.1.4 ehdon.

Koska joukoille B C I f(x) + g(x) < supycp f(y) + supycp g(y) kaikilla
x € B, on sup|f(x) + g(x)] < supyep f(y) +supyep 9(y), joten jokaiselle jaolle
Py pitee Sp, (f+9) < Sp.(f)+Sp,(9). Vastaavasti sp, (f+9) = sp,(f)+sp.(9)-
Siis

SPk(f) + SPk(g) < Sp, (f + g) < SPk(f + g) < SPk(f) + SPk (9)7

misté seuraa lauseen I11.1.4 nojalla funktion f+g¢ integroituvuus ja yhtalo [(f+
g) = [ f+] g, silld epéyhtilcketjun déripailld on sama raja-arvo [ f+ [ g. Funk-
tion A f integroituvuus ja yhtdld [ Af = X [ f nidkyy suoraan mééritelméstd, kun
kiytetadn tietoa, etté esim. sup Af(x) = Asup f(x), kun A > 0, ja sup[—f(x)] =

—inf[f(x)].
Kohta (b) seuraa (a):sta, kun tarkastellaan erotusfunktiota g — f, ja (¢):n
jatdmme harjoitustehtévaksi. O
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Riemannin integraali sopii hyvin erityisesti jatkuvien funktioiden tapauk-
seen, mika kaytdnnossé usein riittddakin. Tosin integroituvalla funktiolla voi olla
epdjatkuvuuskohtia, mutta ei kovin paljon. Taméan kysymyksen tdsmentamisek-
si otamme kéyttéon seuraavan puhetavan:

Miiritelmé IT11.2.4. (a) Sanomme, ettd joukko N C R™ on Lebesguen nol-
lajoukko (eli nollajoukko eli nollamittainen), jos jokaista lukua e > 0 vastaa
sellainen jono R™:m vileja Iy, I, ..., ettd N C ;o L; ja >0y m(L;) < e.

(b) Sanomme, ettd joukko A C R™ on Jordanin nollajoukko, jos jokaista
lukua € > 0 vastaa sellainen ddrellinen perhe R™:n valeja Iy, Is,..., I,, ettd
N c UL, Lijad> !t m(I;) <e. (Vilin yksi tai useampi sirmé voi kummassakin
tapauksessa olla surkastunut pisteeksi.)

Selvisti Jordanin nollajoukko on aina rajoitettu, mutta rajoittamatonkin
joukko voi olla Lebesguen nollajoukko.

Huomautus ITI.2.5. (a) Kummassakin mééritelmén kohdassa voidaan vaa-
tia, ettd vélit I ovat avoimia, silla selvasti jokaista valid I kohti voidaan vali-
ta sen sisdltdvd avoin vili I} siten, ettd m([},) < m(Ix) 4 55, jolloin esim.
ooy m(I]) < e, mikdli Y772, m(I;) < §.

(b) Jordanin nollajoukko on luonnollisesti aina myds Lebesguen nollajoukko,
mutta ei (edes rajoitetun joukon tapauksssa) yleensa kiadntéien. Esim. vélin [0, 1]
rationaalipisteiden joukko on nollajoukko Lebesguen mielessé (kuten jokainen
numeroituva joukko), mutta ei Jordanin nollajoukko (harjoitustehtévi). Kohdan
(a) nojalla nahdaan kuitenkin, ettd kompakti joukko on Lebesguen nollajoukko,
jos ja vain jos se on Jordanin nollajoukko.

Lause III1.2.6. Numeroituvan monen nollajoukon unioni on Lebesguen nolla-
joukko, ja ddrellisen monen Jordanin nollajoukon unioni on Jordanin nolla-
joukko.

TobisTtus. Olkoon Ny Lebesguen nollajoukko jokaisella k € N. Merkitddn N =
U2 | Ni. Olkoon ¢ > 0. Valitaan jokaiselle k¥ € N jono villeji IF siten, etti

Ny C Uji1lik Ja
Zm([ik) < —

T#llin villeji IF, missi i, k € N on numeroituva mééré, niiden unioni siséltas
N:n, ja numerointitavasta riippumatta niiden muodostaman sarjan summa on
pienempi kuin >"77 sr = €. Jordanin nollajoukkoja koskeva viite on vield
helpompi. O
Lause I11.2.7. Olkoon I C R™ kompakti vili ja f : I — R integroituva funktio.
Silloin

{(z1,... 20, f(x |x—(a:1,...,xn)el}

on Jordanin nollajoukko avaruudessa R™ 1.

TobisTtus. Olkoon € > 0. Kdytdmme médritelmén I11.1.1 merkintojé. Valitaan
I'n jako P, jolle Sp(f) — sp(f) < e. Olkoot jaon P méasdraamét I:n jakovalit
I,..., I. Merkitddn I; x [g;, G;] = J;. Silloin ZZ 1m(J;) =8p(f)—sp(f) <e
ja
k
{(xl,. T, f(X |xf(x1,..,xn)€I}CUJi O

=1
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Seuraava lause, joka on peréisin nykyaikaisen mitta- ja integrointiteorian pe-
rustajalta Henri Lebesguelta, osoittaa, ettd Lebesguen nollajoukoilla on merki-
tystd myos alkeellisemmassa Riemann-tyyppisesséd integrointiteoriassa.

Lause II1.2.8 (Lebesgue). Olkoon I R™:n kompakti vili ja f : I — R rajoitettu
funktio. Funktio f on (Riemann-)integroituva joukossa I, jos ja vain jos joukko

F= {X el ‘ f ei ole jatkuva x:ssd}
on Lebesguen nollajoukko.

Tobistus. Olkoon M > 0 sellainen, ettd |f(x)| < M kaikilla x € I. Olete-
taan ensin, ettd F' on Lebesguen nollajoukko. Olkoon € > 0. Huomautuksen
II1.2.5 nojalla voidaan valita jono (Ji) avoimia vélejd siten, ettd niiden unioni
sisaltdd Frm ja Y p” m(Jx) < 757 Silloin joukko G = U2 Jj, on avoin, joten
joukko K = I\ G on kompakti. Lauseen 1.6.8 nojalla on sellainen 6 > 0,
etti |f(x) — f(y)| < e[d4m(I) + 2]7! aina, kun x € K jay € I ovat sel-
laisia, ettd ||x —y| < d. Néin ollen voidaan valita sellainen I'n jako P, etté
sen jokaiselle jakovilille Iy, jolle Iy N K # @, on voimassa |f(x) — f(y)| <
|f(x) — f(u)| + |f(u) — f(y)] < el2m(I) + 1]7! aina, kun x, y € I} (missd on
valittu u € I, N K). Jos taas H on kaikkien sellaisten jakovélien I, unioni, et-
td I, C G, kompaktiuden nojalla jokin &irellinen kokoelma vélejd .Jj riittda
peittdmain H:n, mistd seuraa lauseen I11.2.3 (tai suoraan geometrisen mitan
helposti todistettavien alkeisominaisuuksien) nojalla, etta

3 m(l,) < ;m(Jk) < ﬁ.

I,cG
Naista tiedoista yhdessa seuraa, etta

Se(f) —sp(f) =
> [sup F(x) = inf FOm(Le) + Y [sup f(x) = inf f))m(Ix)

IocG X€h 1.nG20 X1k
€
<2M —— +¢[2m(I) + 1] 'm(I) < e.
o7+ el2m(n) + 1] ()
Siis lauseen I11.1.3 mukaan f on integroituva.
Oletetaan toiseksi, ettd f on integroituva yli I:n. Jatkuvuuden méaritelmasté

seuraa helposti, ettd funktio f on jatkuva pisteessd x, jos ja vain jos h(f,x) = 0,
missd on merkitty

h(fx) = Jim sup{|f(w) = f()] | u, v € Bx0) ).

(Raja-arvo on olemassa, koska téssi supremun-lauseke on §:n kasvava funk-
tio.) Koska h(f,x) > 0, jos ja vain jos h(f,x) > + jollakin i € N, F =
U2, B;, missd B; = {x el ’ h(f,x) > % } Siis sen osoittamiseksi, ettd F' on
Lebesguen nollajoukko, lauseen II1.2.6 nojalla riittdé osoittaa, ettéd jokainen B;
on Lebesguen nollajoukko. Olkoon £ > 0. Valitaan sellainen vélin [ jako P, ettd
Sp(f)—sp(f) < 5. Olkoot Ii,..., I, ne jaon P jakovilit, joiden sisdosille pétee
I? N B; # (. Silloin

sup f(x) - Jnf f (x) =

S )
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kaikilla j = 1,...,p, joten
€ 1<
b _ > - I
> Selh) =splh) 2 3 2omlLy)

mistd seuraa, ettd 25:1 m(l;) < e. Vilit Ih,..., I, eivit vilttiméttd peitd
joukkoa B;, mutta peittiva kokoelma saadaan ottamalla lisdksi niiden jakovélien
(geometriselta mitaltaan nollan suuruiset) reunatahkot, joiden reuna (mutta ei
sisdosa) leikkaa joukkoa B;. Kaikkiaan siis saadaan B;:n peittivd aarellinen
kokoelma vilejé, joiden geometristen mittojen summa on pienempi kuin . [

Masritelma II1.2.9. Rajoitettu joukko A C R™ on Jordan-mitallinen, jos
funktio x — 1 on (Riemann-)integroituva yli A:n. Tdmén vakiofunktion integ-
raalia yli A:n sanotaan télloin Am (Jordanin) sisalloksi eli Jordanin mitaksi eli
n-ulotteiseksi tilavuudeksi ja merkitddn m(A) = my(A). Jos n = 1, puhutaan
my6s pituudesta, tapauksessa n = 2 pinta-alasta ja tapauksessa n = 3 tilavuud-
esta.

Seuraavissa tarkasteluissa tarvitaan joukon A sisdosan A°, reunan 0A ja
sulkeuman A kisitteitd. Rajoitetulle joukolle A dA on kompakti (Se on ra-
joitettu, silla jos A C B(0,r), helposti ndhdééin, ettd 0A C B(0,r + 1). Se on
suljettu, silla R™ \ 0A = A° U (R™\ A)°.) Mééritelmisté seuraa helposti, ettd
A°CAC AUOA = A° UJA = A, missi sisiosa A° ja reuna OA ovat erillisii.

Lause I11.2.10. Rajoitettu joukko A C R™ on Jordan-mitallinen, jos ja vain jos
sen reuna OA on (Lebesguen eli kompaktiuden nojalla yhtdpitdvdsti Jordanin)
nollajoukko.

ToDIsSTUS. Valitaan kompakti vidli I, jonka sisfosa sisdltdd A:n sulkeuman.
Olkoon f : I — R funktio, joka saa A:ssa vakioarvon 1 ja joukossa I\ A vakioar-
von 0. Jokaisella A:n sisépisteelld on avoin palloympéristo, jossa f on vakio, joten
A:n sisépisteet ovat f:n jatkuvuuspisteitd. Jos taas x € I on A:n ulkopiste, on
olemassa sellainen r > 0, ettd f on vakio (=mnolla) joukossa I N B(x,r) ja siis
jatkuva x:ssd. Mutta jos x € JA, niin koska x on I:n sisépiste, jollakin r > 0
B(x,r) C I, ja reunapisteen méiiritelméstd seuraa, ettd f(B(x,0)) = {0,1}
aina, kun § < r, joten f ei ole jatkuva x:ssé. Siis A on tarkalleen f:n epéjatku-
vuuskohtien joukko, joten viite seuraa lauseesta II1.2.8. O

Huomautus ITI.2.11. Jordanin nollajoukon kisite on siind suhteessa luon-
nollinen Riemannin integraalin yhteydessé, ettéd funktion arvoja voidaan muut-
taa Jordanin nollajoukossa ilman ettd integroituvuus tai integraalin arvo muut-
tuu (harjoitustehtavi). Kaytdmme tété tietoa seuraavan lauseen todistuksessa.

Lause II1.2.12. Olkoon A R":n Jordan-mitallinen rajoitettu osajoukko ja f :
A — R rajoitettu funktio. Seuraavat ehdot ovat yhtipitivid:

(i) f on integroituva yli A:n;

(ii) f on integroituva yli A°:n;

(iii) f on integroituva yli Am. Jos nimd ehdot ovat voimassa, f:m integraali
kaikkien kolmen joukon yli on sama.

TobisTus. Joukko A on kompakti. Valitaan jokin sen sisiltivi kompakti vili 1.
Koska A\ A C 94 ja A\ A° C OA, ja OA on lauseen I11.2.10 nojalla Lebesguen
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nollajoukko ja siis huomautuksen I11.2.5 (b) mukaan Jordanin nollajoukko, huo-
mautus II1.2.11 osoittaa, ettéd integroituvuus on méaritelmén I11.2.1 merkinnéin
funktioille f ;, fa,r ja fao 1 yhtdpitavé vaatimus, ja sen toteutuessa kaikilla on
sama integraéli. O

Lause I11.2.13. Jos rajoitettu joukko A C R™ on Jordan-mitallinen ja rajoite-
tun funktion f: A — R epdjatkuvuuskohtien joukko on Lebesguen nollajoukko,
niin f on integroituva.

Tobistus. Olkoon I kompakti véli, jonka sisdosaan A siséltyy. Olkoon f4 r
kuten madritelmassd II1.2.1. Joukon A sisépisteissd funktion f4 ; jatkuvuus
on yhtépitavda f:n jatkuvuuden kanssa, koska téllaisen pisteen jossakin ym-
piristdssi fa 7 saa samat arvot kuin f. Joukon I\ A pisteissi f4 ; on jatkuva,
koska sellaisen pisteen jonkin ympériston ja I:n leikkauksessa f4,; saa arvon 0.
Siis funktion fa ; epdjatkuvuuskohtien joukko sisdltyy A:n reunan ja fn epé-
jatkuvuuskohtien joukon unioniin, joka on lauseen I11.2.10 ja oletuksen nojalla
Lebesguen nollajoukko. Siis f4,; on lauseen II1.2.8 mukaan integroituva. O

Lause II1.2.14. (a) Olkoon A C R™ rajoitettu joukko ja f : A — R integroituva
funktio. Jos E C A on Jordan-mitallinen, niin f on integroituva yli E:n.

(b) Olkoot E, ..., Ex, R™:n rajoitettuja Jordan-mitallisia osajoukkoja, joiden
sisGosat ovat erilliset, ja B = Ule E;. Silloin rajoitettu funktio f : E — R on
integroituva yli E:n, jos ja vain jos f on integroituva yli jokaisen E;:n, ja tdlloin

A

Tobistus. (a) Valitaan kompakti vili I, joka sisdltdd A:m. Olkoot fa 1 ja fe.1
kuten méaéritelméassa 111.2.1. Koska E on Jordan-mitallinen, sen reuna on Jor-
danin nollajoukko ja siis Lebesguen nollajoukko. Toisaalta jokainen funktion
fe,1 epédjatkuvuuskohta, joka ei kuulu kuulu E:n reunaan, on E:n sisdpiste,
joten sen tdytyy olla my6s fa, r:n epdjatkuvuuskohta. Mutta koska fa r:n epé-
jatkuvuuskohtien joukko on Lebesguen nollajoukko lauseen II1.2.8 nojalla, on
nahty, ettd my6s fg r:n epdjatkuvuuskohtien joukko kahden nollajoukon unio-
nina nollajoukko, joten lauseen I11.2.8 mukaan f on integroituva yli E:n.

(b) Jos f on integroituva yli A:n, se on kohdan (a) nojalla integroituva yli
jokaisen Ej:n. Oletetaan nyt, ettd f on integroituva yli jokaisen E;:n. Valitaan
FE'n siséltdava kompakti vali I. Lauseen II1.2.12 nojalla f on integroituva yli
jokaisen E?:m, joten lauseen I11.2.3 (a) mukaan funktio g =", JEe 1 on integ-
roituva yli I'n, ja koska g ja fg ; eroavat toisistaan vain joukossa, joka sisiltyy
kompaktiin nollajoukkoon U¥_,OF; ja on siis Jordanin nollajoukko, f on integ-
roituva yli E:n, ja lauseen I11.2.3 (a) nojalla

/EfZ/IfE,IZ/Igziz:/leg,Izg/lei,IZg/&f 0

Huomautus ITI1.2.15. Kun edellistd lausetta sovelletaan funktioon x — 1,

nihdiin Jordanin mitan additiivisuus: m(UF_, E;) = Zf:l m(E;), jos rajoitet-
tujen Jordan-mitallisten joukkojen F4,..., Ej sisdosat ovat erillisia.
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II1.3 TIteroidut integraalit

Seuraavassa karteesinen tulo R™ x RP samastetaan luonnollisella tavalla avaruu-
den R™"? kanssa samastamalla vektoripari

(@1, yzn), (Y1, -, yp)) € R" x RP

vektorin
(1'1, e Ty Y1, 7yp) € Rn+p

kanssa. Silloin avaruuden R"™P kompakti vili K on muotoa I x .J, missé I on
R™:mn ja J RP:n kompakti vili.

Lause II1.3.1. Olkoon K = I x J C R""P kuten edelld, ja olkoon f: K — R
integroituva funktio. Jokaiselle x € I madritelliin fx : J — R kaavalla fx(y) =
f(x,y) ja merkitidin

u@:/f:/fwwﬁ

seka

0= [ ge= [ sevyix

Ndin madritellyt funktiot L : I — R ja U : I — R owat integroituvia I:ssd, ja
kummankin integraali yli I:n on sama kuin f:n integraali yli karteesisen tulon
IxJ.

Tobistus. Olkoon Pr = (P{,..., PL) vilin I jako ja P; = (P{,... ,Pp‘]) valin
J jako. Ne m#ir#ivit villin I x J jaon P = (P{,...,PL. P/ ..., Pz;])' Jos V on
jokin jakoon P liittyvi jakovili, se on muotoa VI x V7, missd V! on jakoon
P! ja V7 jakoon P liittyvél jakovili, ja kiéintien. Selviisti inf(x yyev f(%,y) <
infycy s fx(y) kaikilla x € V7. Téstd ndhdédén, ettd

Zm(vj)( nf XV = Zm(VJ) inf, 5<(v) = / fre = Lix).
v vy B

x,y)eVTI yevy

Nain ollen

Z [Zm(V‘]) inf [m(VT) < sp,(L).
vJ

VIixyJ
v (x,y)€

Vasemmalla puolella oleva kaksoissumma on sama kuin funktion f jakoon P
liittyvd alasumma, koska m(V) = m(VI)m(V7). Saadaan epiyhtiloketju

sp(f) < sp, (L) < Sp (L) < Sp,(U) < Sp(f),

missd viimeinen epéayhtélo ndhdédn todeksi ylla olevan kanssa analogisella paat-
telylld. Kun téssé P kiy lapi vélin I x J jaot, funktion f integroituvuuden nojalla
supp sp(f) = infp Sp(f). Téasté seuraa, ettd myds supp sp, (L) = infp Sp, (L),
joten L on integroituva yli I':n, ja lisdksi sen integraalin arvo on sama kuin
fin integraali yli karteesisen tulon I x J. Funktiota U koskeva viite todiste-
taan samaan tapaan tai voidaan myos palauttaa edelld késiteltyyn tapaukseen
tarkastelemalla funktiota — f. O
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Seuraava lause on edellisen valiton seuraus.

Lause I11.3.2. Olkoon K = I x J C R"P kuten edelld, ja olkoon f : K — R
integroituva funktio. Oletetaan, ettd jokaisella x € I funktio y — f(x,y) on
integroituva yli vdlin J. Silloin funktio

XH/Jf(xy)dy

on integroituva yli vilin I, ja

[or=[ax [ way (= [| [ sxway] ax).

Huomautus III.3.3. (a) Lauseita I11.3.1 ja II1.3.2 vastaavat tulokset ovat
voimassa luonnollisesti my0s, jos x:n ja y:n roolit vaihdetaan kesken&an.

(b) Lause I11.3.2 pitee my0s siiné tapauksessa, ettd funktion y — f(x,y)
integroituvuus oletetaan vain kaikilla x € I\ M, missd M C I on jokin Jordanin
nollajoukko, jolloin kaavassa

/Kf=/1dx/Jf(X7y)dy

voidaan x:n suhteen integroinnissa integroitavan arvot M:ssa asettaa vapaasti
(vrt. huom. II1.2.11).

(¢) Kun on laskettava funktion f integraali yli R™:n kompaktin vilin I,
lausetta I11.3.2 soveltamalla n—1 kertaa tehtéva voidaan riittdvéan sddnnollisessé
tapauksessa palauttaa yhden reaalimuuttujan funktioiden integrointeihin. Néin
on esim. silloin, kun f on koko joukossa I jatkuva.

(d) Lauseen véitteen kaavassa on kyse integraalin laskemisesta iteroituna in-
tegraalina. Lauseessa on sille kaksi eri merkintdtapaa. Jalkimméisestd jatdmme
kiytdnnossd enimmakseen hakasulkumerkit pois, ndin myos silloin, kun menet-
telyd jatketaan yksiulotteisiin integraaleihin pa#semiseksi. Toisinaan on hy6tya
véllivaiheena sopivan muunnoksen kiytosti. (Seuraavassa jaksossa tulee esille ns.
napakoordinaattimuunos.)

Esimerkki I11.3.4. Jos I = [a1,b1] X -+ X [an,by] ja f : I — R on jatkuva
funktio, niin jokaisella lukujen 1,...,n permutaatiolla i1,...,%, on

bi,, bil
/f: dx;, ... flxy, ... @) day,
I ai,, a

bi,, bil 1
:/ flz1,. .. zn)deyy .. dxy,.
Esimerkki II1.3.5. Olkoot ¢; : [a,b] — R jatkuvia funktioita, i = 1,2, ja
¢1(x) < ¢o(x) kaikilla = € [a,b]. Merkitddn

E:{(l’ay)IGSISb,%(%)SyS%(I)}-

Olkoon f : E — R jatkuva funktio. Olkoon I = [¢,d] C R vili, jolle E C
[a,b] x [c,d]. Mé&ritelmén II1.2.1 merkinndin funktion fg ; ainoat mahdolliset
epidjatkuvuuskohdat ovat funktioiden ¢, ja ¢o kuvaajilla, silld ndmé kuvaa-
jat ovat kompaktin vilin [a,b] kuvina jatkuvissa kuvauksissa x — (x, ¢;(x))
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kompakteja ja siis suljettuja, joten jokaisella kuvaajien unionin komplementin
pisteelld I:ssé on palloympéristd, jonka leikkauksessa I:n kanssa fg ; on vakio
nolla tai saa samat arvot kuin f. Namé kuvaajat ovat Jordanin nollajoukkoja
lauseen II1.2.7 nojalla. Siis f on integroituva yli F:n. Jokaisella x € [a, b] funk-
tio y — fg.(x,y) on integroituva yli vélin [c,d], joten lauseen II1.3.2 nojalla

saadaan
¢2(T
o= o i
1(z)

Selvisti tdmé padttely yleistyy tilanteeseen, jossa véli [a, b] on korvattu jonkin
R™:n kompaktilla vililla tai vield yleisemmin kompaktilla Jordan-mitallisella
joukolla.

Esimerkki IIL3.6. Olkoon a > 0. Lasketaan kiekon { (z,y) | #* +y* < a® }
sektorin Ky = { (rcost,rsint) ‘ 0<r<a,0<t< (b} pinta-ala olettaen aluk-
si, ettd 0 < ¢ < 7. Kun vakiofunktion 1 integraali yli joukon Ky lasketaan
iteroituna integraalina, saadaan

1
m(Ky) = —a®cospsing + Va2 —x?dx

2 acos ¢

1 T a? T
—a’cos¢sing + / —va? — x? + — arcsin —
2 2 2 a

a cos ¢

eli sievennyksen Jalkeen £a?, kun otetaan huomioon, ettéd 5 — arcsin(cos ¢) = ¢.

Kaava Ky = ¢ a® pitee ylelsestlkln kaikilla ¢ € [0, 27], mlka nahdaan kayttamal-
14 er1k01stapausta 0 < ¢ < 7, integraalin additiivisuutta integroimisjoukon suh-
teen (huomautuksen HI.2.15 mielessé) sekdl sitd suoraan méaéritelmésta helposti
seuraavaa seikkaa, ettd joukon Jordan-mitallisuus ja Jordanin mitta siilyvét
peilauksissa koordinaattiakselien suhteen.

Esimerkki II1.3.7. Olkoon K C R? puolisuunnikas, jonka kirkipisteet ovat

(=m, %), (7, %), (=5,0) ja (3,0). Siis K:ta rajoittavat osat suorista y = 0,

y=35,T—y—5 = OJax—l—y—i—g = 0. Maaritellddn f : K — R kaavalla
flz,y) = blnz( + y). Silloin

+3 +3
/ / dy/ sin?(z + ) dx—/ dy/ 51—c052(x+y)]d
y—% y=%
i P
= dy [z — fsm(2x+2y)] / (y+ =)dy = =7
L/ s s =g

—7/—7

Esimerkki IT1.3.8. Olkoon A paraboloidin z = 4 — 22 — 2 ja tason z = 4 — 22
rajoittama kompakti joukko. Esimerkissa I11.3.5 kdytetylld pasttelylld nahd&an,
ettd A on Jordan-mitallinen. Laskemme A:n tilavuuden iteroituna integraalina.
Kun yhtdloiden z = 4 — 22 — y? ja 2 = 4 — 2z parista eliminoidaan z, saadaan
4—2x =4 —22—9y? eli y?> = 2z — x2. Tamé on zy-tasossa sellaisen ympyrin
yvhtalo, jonka kautta kulkeva z-akselin suuntainen sylinteri siséltda paraboloidin
z = 4 — 22 —y? ja tason z = 4 — 2z leikkauskiiyrin. Siis kullakin z € [0,2]
saadaan y:n suhteen integroinnissa integrointirajoiksi —v/2z — 22 ja v2z — 22,
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ja Am tilavuudeksi tulee

V2z—xz2? 4—g?—y?
/ dx / / dz.
V2z—a? 4—2x

Téamaén iteroidun integraalin arvoksi saadaan

V2r—2? rz
/ dx/ (4—2% —y%) — (4—2x)]dy
V2r—x2 mz

V2z—x? 1
/ / <—m2y — -3+ 23:y) dx,
—V2z—2? 3

josta laskemalla tulee

I11.4 Napakoordinaattimuunnoksen kiytto integroinnissa

Téassé jaksossa tutkitaan kiekossa tai sen sektorissa mééritellyn funktion integ-
raalin laskemista napakoordinaattimuunnoksen avulla. Oletamme, ettd a > 0 ja
¥ € [0, 2x]. Kullekin ¢ € [0, ] merkitdén

K¢:{(rcosa,rsina) | 0<r<a, Ogagqb}.

Lause II1.4.1. Olkoon f : Ky — R jatkuva funktio.
(a) Kaavalla

F(¢)= [ [flz,y)dedy
Kq

madritelty funktio F : [0,¢] — R on derivoituva, ja kaikilla ¢ € [0,1)] on

= /a f(rcoso,rsing)rdr.
0

P a
/Kw f(337y)d17dy=/0 d(b/o f(rcos ¢, rsing)rdr

a P
= / dr/ f(rcos ¢, rsin@)rde.
0 0

TopisTus. (a) Kiinnitetddn ¢ € [0,]. Kiinnitetdan myos aluksi luvut p € N ja
h # 0, missd ¢+ h € [0, 9]. Késitellaan tapausta h > 0; tapaus h < 0 aiheuttaisi
vain pienid merkinnéllisid muutoksia. Merkitdan

-1
Akz{(rcosa,rsina)’ a<r§§a,¢§a§¢+h}
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kullakin k =1,...,p seké
By =Uj_ A ={(rcosa,rsina) |0<r<a,¢<a<¢+h}.

Esimerkista II1.3.6 ja pinta-alan additiivisuudesta (huomautus IT1.2.15) ndhd4én
pienelld laskulla, ettd kullakin £ =1,...,p

h 2
m(Ay) = 2—;2(% —1).

Olkoon fp  : By, — R funktio, joka saa vakioarvon f( acos ¢,k 5 cos @) joukos-
sa A, k=1,...,p. Olkoon ¢ > 0. Koska f on kompaktlssa Joukossa K, jatku-
vana funktiona tasaisesti jatkuva, on olemassa sellainen ¢ > 0, etté | f(z1,41) —
f(z2,y2)| < e, kun ||(z1,y1) — (z2,y2)|| < 4. Siis kun h on kyllin pieni ja p kyllin
suuri, on

Sup{ |fp,h(xay) - f(x,y)| ‘ (x’y) € B, } <g,

joten lauseita I11.2.14 ja II1.2.3 soveltaen ndhdéén, etta t&alldin

P 2
F(¢+h)— Zf EaCOS(b,kasua@ha (2k — 1)
= p p 2p?
h o
= f= | fen| <em(Bp) = €54
By By
joten
1[ F(¢+h)— zp:fkacosgb ﬁasmgzﬁ) o* S(2k—1)| < € a2
h —=p p 2p? 2*
Toisaalta
P 2
Zf(kacosd),ﬁasmgb)a (2k-1) =
w1 P p
P P a2
k k a k k
—acos ¢, —a smqb - —acos ¢, —asin ¢ ,
> I ) -2 1C Sasing)s s

~
Il

1 k=1

missd p:n kasvaessa rajatta edellinen summalauseke suppenee kohti integraalia
foa f(rcos ¢, rsing)rdr ja jilkimmaéinen kohti nollaa, silld

P 2
k. a
E acosgb,pasmgb)ﬁ

k=1

2

a
max z,Y)|=—5 — 0.
(W)Elef( y)\2p2

Néin ollen kaikilla kyllin pienilld luvun h > 0 arvoilla patee epayhtalo

a’.

N ™

‘;L[F(¢+h)F(¢)]/Oaf(rcosqﬁ,rsingb)rdr <

(b) Koska funktio (r, ¢) — f(r cos ¢, r sin ¢)r on kompaktissa joukossa [0, a] x
[0, 9] jatkuvana funktiona tasaisesti jatkuva, funktio ¢ — foa f(rcos o, rsing)rdr
on jatkuva (harjoitustehtavi). Néin ollen véite seuraa heti (a):sta ja esimerkisti
II1.3.4. O
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Esimerkki I11.4.2. Lasketaan integraali

/ 2| (y + y°)z do dy dz,
K

missé K = { (z,9,2) | 0 <z < a? +y* < 1 }. Kéytetééin zy-tason yksikkdkiekon
yli integroinnissa napakoordinaatteja. Lasketaan ensin

2

a:2+y
/ \:z:|y22dxdde:/ dxdy/ x|y 2 dz
{ @w)|22+y2<1}

/%/ / |r cos ¢| (1 sin ¢)?2r dz dr dp = /%/ 78| cos ¢| sin® ¢ dr do

:/O |cos¢|51n odp = /_2;51n3¢ 77

s
2

T&ama on jo koko integraali, silla vastaavalla laskulla tai suoralla symmetriapadt-
telylld todetaan, etta fK |x|yz dzdy dz = 0.

Edellisessa esimerkissé siis tulos saatiin iteroituna integraalina integroimalla
ensin z-muuttujan suhteen ja sitten "vektorimuuttujan" (z,y) suhteen. Jalkim-
maéinen integraali oli téssd tapauksessa luonnollista laskea napakoordinaattien
avulla. Voidaan my0s sanoa, ettd téssé kiytettiin sylinterikoordinaatteja r, ¢, z.

Esimerkki I11.4.3. Todistamme kaavan

/ e dr = ﬁ
0 2

Kullekin a > 0 merkitééin I(a) = ;e ~2* dz. Silloin I(a fB (z,y) dxdy,
missii f(z,y) = e~ @) ja B, = [0,a] x [0,a]. Olkoon

Bap={(z,y) |2>0,y>0,2>+y* <a’}

ja
Ba72:{(a:,y)|a:2(),y20, x2+y2§2a2}.

Napakoordinaattimuunnoksella saadaan

/Bmfz/og d¢/0af<rcos¢7,.sin¢)w
Z/Og d<z>/0ae—’“2rdr: [1_6_#}_

Vastaavasti [ [ = Z {1 _ e‘2‘12} . Koska lauseen I11.2.3 (b) nojalla

/“f<1 /f
UOOO - dxr = lim I(a)? = %.

47

PP

on siis



IV  Kayraintegraalit

IV.1 Polku, kiyra ja suoristuvuus

Joidenkin téssd jaksossa esiteltdvien termien kaytostd ei kirjallisuudessa ole
yksimielisyyttd. Seuraavaa puhetapaa noudatetaan téssi esityksessid; muualla
kaytetyt maaritelmét on syyté aina tarkistaa.

Maaritelmd IV.1.1. Olkoot a,b € R, a < b, ja olkoon v : [a,b] — R" jatku-
va kuvaus. Sanomme, ettéi v on polku (R™:ssé), merkitsemme ~* = {y(t) ‘
t € a,b] } ja sanomme, ettéd v* (eli v jilki) on kéyrd ja v sen (erés) paramet-
r1esitys.

Polku ~ : [a,b] — R™ on sulkeutuva, jos v(a) = v(b). Kéyra on sulkeutuva,
jos silld on parametriesitys, joka on sulkeutuva polku. Kéyra on Jordanin kaari
(tai lyhyesti kaari), jos silld on injektiivinen parametriesitys. Jordanin kdyriksi
sanotaan kiyrdd, jolla on sellainen parametriesitys 7 : [a,b] — R, ettd vy(a) =
~(b) ja rajoittuma ~|[a,b) on injektio.

Polku v = (71,...,7) : [a,b] — R™ on derivoituva pisteessi t € [a,b], jos
jokaisella komponenttifunktiolla y; on t:ssé derivaatta (péétepisteen tapaukses-
sa toispuolinen derivaatta); merkitsemme

Y'(t) = (71 (t), ..., 7, (t) € R

Polku 7 : [a,b] — R"™ on derivoituva (vélilld [a, b]), jos se on derivoituva jokaises-
sa [a, b]:n pisteessd. Jos lisdksi kuvaus ¢ — +/(¢) on jatkuva valilla [a,b], v on
Jatkuvasti derioituva (valilla [a,b]). Polku v : [a,b] — R™ on paloittain jatku-
vasti derivottuva, jos olemassa pisteet a =ty < t; < --- <1, =, joille jokainen
rajoittuma |[tx—1,tx], K = 1,...,p, on jatkuvasti derivoituva. Paloittain jatku-
vasti derivoituvaa polkua sanomme tieksi.

Huomautus I'V.1.2. Maérittelimme kiyran pistejoukkona. Kuitenkin sillé, mi-
ten kéyrén pisteiden kautta “kuljetaan” on ratkaiseva merkitys useimmissa tilan-
teissa, joissa kéyrdn késite tulee esiin. Niinpd samat pisteet voidaan kdyda lapi
eri jarjestyksessd, sama kierros voidaan kulkea useita kertoja jne. My6hemmin
kasiteltavissa kiyrdintegraalien teoriassa operoidaan aina kdyrien parametriesi-
tyksilla. Teknisesti tdmé on yksinkertainen ratkaisu, mutta tilanne on siiné suh-
teessa epatyydyttava, ettd saman kiyran eri parametriesitykset kuitenkin voivat
edustaa samaa "kulkutapaa” ja johtaa kaikin tavoin identtisiin tuloksiin integ-
rointiteoriassa. Tamé ongelma ratkaistaan usein ottamalla kiytt66n paramet-
riesitysten ekvivalenssiluokat. Téssd esityksessd ei néin tehdé, vaan tarkastelut
suoritetaan yleenséd vain yhden kiintedn parametriesityksen suhteen. Jordanin
kaaren ja Jordanin kdyran tilanteessa kuitenkin jo pistejoukko ja "suunnistus”
voidaan ottaa lahtdkohdiksi; palaamme tdhén seikkaan huomautuksessa IV.3.4.

Maaritelmé IV.1.3. Olkoon v : [a,b] — R™ jatkuvasti derivoituva polku ja
¢ € [a,b]. Jos v/(¢) # 0, sanomme, ettd 4'(c) on kiyrdn v* tangenttivektori
pisteessd y(c¢) parametriesityksen « ja parametrin arvon ¢ suhteen. Sanomme
télloin, ettd suora { v(c) + Ay(c) | A € R } on kiiyréin v* tangentti pisteessi y(c)
parametriesityksen v ja parametrin arvon ¢ suhteen. Joskus sanotaan myos, etta
v'(¢) on polun v tangenttivektori c:ssd.

Huomautus IV.1.4. Olkoot v; : [a;, b;] — R™, i = 1,2, jatkuvasti derivoitu-
via polkuja, joilla on sama jilki, ts. ne ovat saman kdyrin parametriesityksia.

48



Olkoot ¢; € [as,bs], i = 1,2, pisteitd, joissa y1(c1) = 7va(c2) ja ¥i(c1) # 0,
¥4 (c2) # 0. Yleisesti néisté ehdoista ei vield seuraa, ettd 71 (c1) = pys(c2) jol-
lakin g € R\ {0} (kéyré voi leikata itsedén), minké vuoksi edelld olevassa tan-
gentin méaritelméssa kiytettiin ilmaisua “parametriesityksen v ja parametrin
arvon c¢ suhteen”. Ilmaisu voidaan jattda pois, jos yhteydesté selvidd paramet-
riesityksen ja parametrin arvon valinta. Joissakin tapauksissa parametriesityk-
sen valinta ei vaikuta. Jos esim. edelld 1 tai 72 on injektio, voidaan osoittaa,
ettd v (c1) = pvyh(e2) jollakin p € R\ {0}.

Maaritelma IV.1.5. Jos v : [a,b] — R™ ja ¢ : [b,c] — R™ ovat polkuja,
missd a < b < ¢ ja y(b) = 9(b), sanomme polkua ¥ V « : [a,c] — R"™, jolle
(W Vy)() =), kun t € [a,b], ja (¥ V) = ¥(t), kun ¢t € [b,c|, ¢n ja ym
tuloksi eli tulopoluksi ja polkua v, jolle v (t) = y(a+ b —1t), t € [a,b], yin
kddnteispoluksi.

Maééritelma IV.1.6. Olkoon 7 : [a,b] — R™ polku. Jokaiselle vélin [a, b] jaolle
P:a=ty <t <.-- <t =0 merkitdan

k
0. P) = 3" It = (tin)l

Jos on olemassa sellainen vakio M € [0,00), ettd o(~y, P) < M aina, kun P on
vélin [a, b] jako, polkua 7 sanotaan suoristuvaksi tai rajoitetusti heilahtelevaksi.
Talloin lukua

V,(a,b) = sup{ o(v,P) | P on vilin [a,b] jako }

sanotaan polun v pituudeksi tai kokonaisheilahteluksi. Kéyréaa sanotaan suoris-
tuvaksi, jos silld on suoristuva parametriesitys.

Lause IV.1.7. Olkoon a < ¢ < b. Polku v : [a,b] — R™ on suoristuva, jos ja
vain jos molemmat rajoittumat v|[a, c] ja 7v|[c,b] ovat suoristuvia, ja talloin

Vy(a,c) + Vy(c,b) =V, (a,b).

Topbistus. Vilien [a, c] ja [, b] jaoista P ja P, saadaan ilmeiselld tavalla vélin
[a, b] jako Ps, ja niille jaoille pétee o (v, Ps) = o (v, P1)+0o(v, P2), joten o (7, P1)+
o(v, P2) < V,(a,b). Mille tahansa vélin [c, b] jaolle P» onsiis o(y, P1) < V4 (a,b)—
o(v, P2), joten supremumin mééritelméstd pienimpéané ylarajana nikyy, ettd
Vy(a,c) < Vy(a,b) —o(y, P2) eli o(v, P2) < V,(a,b) — V,(a,c). Koska tdmé pé-
tee jokaiselle vilin [c, b] jaolle Py, on jilleen supremumin mééritelmén nojalla
V,(e,b) <V, (a,b) —V,(a,c) eli Vy(a,c)+V,(c,b) < V4(a,b). Kddnteisen epayh-
téalon todistamista varten olkoon P vilin [a, b] jako. Lisdtéédn sithen kuvapiste ¢,
ellei se jo ole mukana, jolloin saadaan jako P’. Ottamalla jaosta P’ mukaan
viliin [a, ¢] kuuluvat kuvapisteet saadaan vélin [a,c] jako Py, ja vastaavalla
tavalla saadaan vélin [c,b] jako Pj. Kolmioepdyhtdlod kiyttden ndhddédn, ettd
o(v,P)<o(y,P')=0(v,P{)+o(v,P3) <Vy(a,c)+ V,(c,b). Koska epayhtilo
o(v,P) < Vy(a,c)+V,(c, b) on voimassa jokaiselle vilin [a, b] jaolle, supremumin
maédritelmén nojalla V., (a,b) < V4 (a,c) + V4 (¢, b). O
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IV.2 Jatkuvasti derivoituvan polun pituus

Olkoon nyt 7 : [a,b] — R”™ jatkuvasti derivoituva polku. Koska v:lla on jatkuva
derivaatta, lauseesta 1.6.3 seuraa, ettd on sellainen M € [0, ), ettd ||/ ()] < M
kaikilla ¢ € [a, b]. Ndin ollen differentiaalilaskennan villiarvolauseen nojalla jaolle
P:a=ty<--- <t, =0bon voimassa

P) = 3 h(e) =l

=Y VIn(te) =yt + -+ () — 72612
k

I
-

\/vl (§,1) (th = th)]2 + -+ + [ (B — t1)]2 < VAM (b — ).

I
i Mw

Siis joukko {o (v, P)|P on vilin [a,b] jako} on ylhdaltd rajoitettu eli polku ~
on suoristuva. Oletamme seuraavassa lauseessa téssé kuvatun tilanteen merkin-
toineen. (K&ytdmme merkintdd V,(a,a) =0.)

Lause IV.2.1. Merkitiin s(t) = Vv(aﬂf) kaikilla t € [a,D].
(a) Funktio s on derivoituva ja s ( )= H'y (t)|| jokaisella t € [a,].
(b) Kaikilla u € [a,b] on s(u) = [" |/ (t)] dt.

Topbistus. (a) Olkoon ¢t € [a,b) ja 0 < h < b — t. Lauseen 1.6.3 nojalla
on olemassa M;(h) = max{|vj(u)||u € [t,t + hl}, j = 1,...,n. Olkoon P :
{0,...,p} — [t,t + h] vilin [t,t 4 h] jako ja tp = P(k), k =0,...,p. Pifferenti-
aalilaskennan véliarvolauseen nojalla on olemassa sellaiset luvut &, € [tx—1, k],
etta ’Y](tk) - Vj(tk—l) = Wg(fi)(tlf - tk—l)’ .] = 17 D k= 17 Ry 2 Siis

= Z 1y (tk) = v (Ee-1) |

P

= S P ED e — )+ (€D (1 — i)

k=1

bS]

< Z VM + My (h)?(tk — te—1) =

Koska tdmé pétee jokaiselle viilin [¢,¢ + h] jaolle P, supremumin mééritelmin
mukaan V., (¢, + h) < hy/M;(h)2 + -+ M, (h)2, joten

(@m0 < vt =

H h [s(t+h) —s(t)] <

Sl

missé ensimméinen epayht&lo seuraa heti luvun V, (¢, t+h) méérittelysté ja seu-
raava yhtalo lauseesta IV.1.7. Koska ' on jatkuva, naista epayhtaloista seuraa,
ettd ||7/(t)|| on funktion s oikeanpuoleinen derivaatta pisteessi t.

Osoitamme nyt, ettd jokaisella ¢t € (a,b] ||v/'(¢)|| on funktion s vasemman-
puoleinen derivaatta pisteessd ¢t. Méaaritellddn jatkuvasti derivoituva polku 7 :
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[-b,—a] — R™ kaavalla ¥(u) = ~(—u). Helposti todetaan, ettd V,(c,d) =
V5(—d,—c) aina, kun ¢ < ¢ < d < b (kumpikin on itse asiassa saman luku-
joukon supremum). Olkoon h > 0. Silloin

1 1
—ls(t = b) = s(0)] = —[Vy(a,t = h) = Vi (a.2)

= %h[Vﬁ(—t +hy—a) = V5(=t, —a)] = %[—Va(—t +h,—a) + Vy(—t, —a)]
= TIVa(=b,~a) — V3(~t + h, ~a) = [Vs(~b, ~a) ~ [V3(~t, ~a)]
1

= 3 [V5(=b, =t +h) = V5(=b, 1)),

missé viimeinen yhtalo seuraa lauseesta IV.1.7. Kun sovelletaan polkuun 7 edel-
14 todistettua oikeanpuoleista derivaattaa koskevaa tulosta, ndhdaéan siis, etté

limp, oy 2 [s(E—h)—s(t)] = |7/ (=t)|| = |- @®)|| = [|[7/(t)]| , missi keskimmii-
nen yhtasuuruus seuraa ketjusdannosta.
Kohta (b) seuraa integraalilaskennan peruslauseen nojalla (a):sta. O

Huomautus IV.2.2. Lauseesta IV.1.7 ja lausetta IV.2.1 edeltdvista paat-
telystd seuraa, ettd jokainen tie eli paloittain jatkuvasti derivoituva polku on
suoristuva. Tien pituus voidaan lauseen IV.1.7 mukaan laskea jakamalla para-
metrivéli osiin, joilla polku on jatkuvasti derivoituva, ja soveltamalla kuhunkin
osaviliin lausetta IV.2.1. Lauseesta IV.1.7 seuraa, ettd jakotapa ei vaikuta tu-
lokseen.

Esimerkki IV.2.3. Jatkuvasti derivoituvan funktion f : [a,b] — R kuvaa-
jalla (joka on Jordanin kaari) on injektiiviseni parametriesityksend polku ¢ —

(t, f(¢)), jonka pituus on f; v/ 1+ [f'(t)]? dt. Ndemme myShemmin huomautuk-
sessa [V.3.4, ettd tétéd lukua on jarkevid sanoa suoraan funktion kuvaajan pituu-

deksi.

IV.3 Vektorifunktion kiyraintegraali
Aloitamme mé#aritelmalla.

Maééritelméd IV.3.1. Olkoon v : [a, b] — R™ suoristuva polku ja f jossakin v*:n
sisdltévassa joukossa madritelty rajoitettu R™-arvoinen kuvaus. Jos on olemassa
sellainen luku I, ettd jokaista € > 0 vastaa & > 0, jolle

k

I=Y " f(v(m)) - (v(ts) = y(ti-1))

i=1

<e

aina, kuna =tg <ty <tg <.-- <ty =bjakaikillai=1,...,kont;—t;_1 <9
ja ti—1 < 7; <t;, niin sanomme, ettd f on integroituva pitkin polkua -y ja tAméa
luku I on f:n kdyrdintegraali yli v:n (tai pitkin v:aa). Talloin merkitsemme

I/WfLf~d’y/7f~dxLf(x)wix/Vfl(x)dx1+~~+fn(x)dzn.

Jos médritelméssd mainitun ehdon téyttdva I on olemassa, se on yksikésit-
teisesti madratty (ja siis sithen liittyva yhtélaisyysmerkin kiytto on oiketettu),
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silla jos I’ on toinen saman ehdon tayttiva luku, jokaista e > 0 vastaa sellainen
jako, etté siihen liittyviille summalle ¥ p = Zle Fy(m)) - (y(t:) —~v(ti—1)) pétee
[I-I'|<|I —%¥p|+|E2p —I'| <2¢, joten on oltava I = I'.

Lause IV.3.2. Olkoot ~y ja v R™:ssd suoristuvia polkuja, joille 1)V~ on mdadritel-
ty ja joita pitkin R™-arvoinen funktio f on integroituva. Silloin f on integroituva
pitkin polkuja vV ¢ ja v, ja

foo=lred
[~ 1

TobisTus. Olkoon [a,c] v:n ja [¢,b] ¥:n madrittelyvili. Olkoon e > 0. Olkoon
41 > 0 viliin [a,c] ja 02 > 0 viliin [c,b] madritelméassd IV.3.1 liittyva lukua
$ vastaava d-luku. Merkitddn ¢ = min{d;,d>}. Koska f on rajoitettu ja v on
jatkuva pisteessi ¢, voidaan tarvittaessa lukua § vield pienentamélld (Cauchyn-
Schwarzin epayhtlod ja kolmioepayhtalod kiyttéen) vaatia, etta | f(y(7))-(v(s)—
y(t))| < g aina, kun ¢, 7 € [s,t], a < s <t < bjat—s < d. Talloin jokaiselle
valin [a,b] jaolle P :a =ty < t; < --- < tp = b, missi aina t; —t,_1 < 0 ja
T; € [ti—lati]- on

k
[ reae [ 5oas =3 1000 0t~ <

mikd ndhdadn kolmioepayhtdlon avulla korvaamalla tarvittaessa c:n sisépis-
teenddn sisaltdvaan vliin [t;_1, ¢;] liittyvd summan termi lukujen f(v(c))-(v(c)—
Y(ti—1)) ja f(v(e)) - (v(t;) — v(¢)) summalla. Téstd seuraa edellinen lauseen
yhtdlo; jatdmme harjoitustehtéviksi kolmioepédyhtdlon kiyttod sisaltavat yksi-
tyiskohdat. Jalkimmaéinen yhtdlo on ilmeinen. O

Lause IV.3.3. Olkoon v = (1,-..,7a) : [a,b] — R™ tie ja f = (f1,..., fn)
jossakin kdyrin v* sisdltdvissd joukossa jatkuva R™-arvoinen kuvaus. Silloin f
on integroituva pitkin polkua 7y, ja

L f= / " Fe) @) dt

b | n
- [ X sowmn]| @

TobisTus. Lauseen IV.3.2 nojalla riittda todistaa lause siind tapauksessa, et-
td v on jatkuvasti derivoituva. Olkoon ¢ > 0. Kiinnitetddn j € {1,...,n}.
Koska kuvaus (s,t) — h(s,t) = f;j(7(s))f;(t) on jatkuva kompaktissa joukossa
[a,b] x [a,b], se on tasaisesti jatkuva lauseen 1.6.9 nojalla. On siis olemassa sel-
lainen §; > 0, ettéd |h(s1,t1) — h(s2,t2)] < &, kun max{|s1 — sa|, [t1 — t2|} < §;
(kéiytetédn lausetta I1.1.1). Olkoon P :a =t; < --- <t} miké tahansa vélin [a, b]
jako, jolle t; —t;—1 < 0; kaikilla¢ = 1,..., k. Kédyttamaélla differentiaalilaskennan

viliarvolausetta funktioihin t — f; fi(y(u)vj(u) du ja t +— ~}(t) saadaan sel-
laiset Tuvut m;, & € [tio1,t], ettd [ f(v(w)y)(w) du = f;(y(m:))v(mi) (8 —
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ti—1) jay;(ti) —vj(tj—1) = 7;(&)(ti — ti—1). Néin ollen milld tahansa valinnoilla
7; € [ti—1,t;] saadaan arvio

b
/ (D) dthf] () — 7 (t:1))

k
Z N5 (i) — i (v (T) i ()l (i — tima) < e(b—a).
Kullekin j =1,...,n saadaan néin oma d; > 0. Merkitdan
0 = min{éy,...,0,}. Kun otetaan mikd tahansa vélin [a,b] jako P : a = t; <

- < tg, jolle t; — t;—1 < § kaikilla ¢ = 1,...,k, ja valitaan 7; € [t;—1 — t;],
saadaan lausetta I.1.1 (c) kdyttaen

b k
/ V() A () dt = 3 F(m) - (t) = (1) < en(b — a).
a =1

Tésté véite seuraa, koska n(b — a) on luvusta e riippumaton vakio. O

Huomautus IV.3.4. (a) Jos v : [a,b] = C C R" jay : [¢,d] — C C R
ovat saman Jordanin kaaren C injektiivisii parametriesityksii, kuvaus 11 oy :
[a,b] — [c,d] on lauseen 1.6.2 nojalla jatkuva bijektio. Bolzanon lauseen avul-
la ndhd&éan, ettéd tallainen funktio on joko aidosti kasvava tai aidosti véiheneva
(harjoitustehtévd). Jordanin kaaren injektiivisen parametriesityksen suoristu-
vuus ja pituus ndhdédén néin riippumattomiksi injektiivisen parametriesityksen
valinnasta. Niinpa voidaan puhua suoraan Jordanin kaaren pituudesta. Esimer-
kissd IV.2.3 siis kyseinen integraalilauseke antaa funktion kuvaajan pituuden.
Vastaava toteamus koskee Jordanin kdyrid (ks. (c)).

(b) Oletetaan edellisen kohdan tilanne, jossa v (ja siis ¢) on suoristuva polku.
Kiyttien jatkuvan bijekotion ¢~ o v : [a,b] — [c,d] ja sen kiifinteiskuvauksen
tasaista jatkuvuutta ndhdddn, ettd [ f = [, f tai [ f = — [, f aina, kun
kumpi tahansa puoli on olemassa; edellinen yht#lé pétee, jos ™' oy on ai-
dosti kasvava, ja jalkimmaé&inen, mikéli se on aidosti vihenevi. Néin ollen suoris-
tuvan kaaren yli otetun kiyriintegraalin olemassaolo ja arvo (kun rajoitutaan
injektiivisiin parametriesityksiin) ovat tdysin médrdtyt niin pian, kun jollakin
tavoin on ilmaistu ”suunnistus”, eli kumpaa padtepistettd pidetddn alku- ja
kumpaa loppupisteeni. (Selvésti pditepisteiden joukko on riippumaton injek-
tilvisen parametriesityksen valinnasta.) Tdmé voidaan myds merkinnéssi ottaa
huomioon ja kirjoittaa esim. “integraali |, o | pisteesté x pisteeseen y”, missé nyt
C' C R™ on kaari eiké polku.

(c) Edellisten kohtien toteamukset patevét sopivin muutoksin myos Jordanin
kdyriin ndhden, jolloin siis esim. voidaan puhua Jordanin kiyrén suoristuvuu-
desta ja pituudesta mainitsematta parametriesitystd. Olkoon v : [a,b] — R™
suoristuva polku, jolle

(1) v(a) =~(b) ja

(2) rajoittuma 7|[a,b) on injektio.

Voidaan melko helposti osoittaa, etti fvf = fwf tai fvf = —fwf aina,
kun myds ¢ on (omaan parametriviliinsd ndhden) ehdot (i) ja (ii) tdyttéva
~v:n parametriesitys, niin pian kuin mikd tahansa néistd integraaleista on ole-
massa. Formalisoimatta suunnistuksen késitetté, josta téssd merkin valinta ri-
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ippuu, tyydymme tarkastelemaan asiaa havainnollisesti tasossa. Sanomme, et-
ti Jordanin kiiyrin C' C R? ehdot (i) ja (ii) tdyttivi parametriesitys v vilil-
14 [a,b] on positiivisesti suunnistettu, jos t:n kulkiessa a:sta b:hen kiyran C
sisdpuolelle jadva alue on aina ~y(t):n vasemmalla puolella. (Korostamme viel4,
ettd tama ei ole mikddn oikea matemaattinen méaédritelma, jollainen on esim.
M.H.A. Newmanin kirjan "Elements of the topology of plane sets of points” sivul-
la 194.) Havainnollisesti positiivinen suunnistus merkitsee kiertdmisté vastapéi-
vadn. Kaytamme joskus esim. merkintaa f o f+dx osoittamaan, etté kyseessa on
integraali positiiviseen kiertosuuntaan, vaikka kirjallisuudessa tatd merkintaé
saatetaan kiyttad yleensikin kiyraintegraalille sulkeutuvan tien yli.

Esimerkki I'V.3.5. Miéritellddn polku «y : [—1,1] — R? kaavalla y(t) = (t2,t2).
Silloin «y on pisteitéd (1,1) ja (0,0) yhdistdvin janan parametriesitys, joka "piir-
t44” tdmén janan C kahteen kertaan. Polku 1 : [0,1] — R2, missd ¢ (t) = (t,1),
on eriis C'n injektiivinen parametriesitys. Olkoon f(z,y) = (2? + y,z + ¢°).
Silloin
1

/ fodx = /(m2 +y)de+ (o4 o) dy = / ()% + )2t + (€2 + (£2)%)24] dt
v v
1

-1
= / 2(t° +t* + 2t*)t dt = 0.
-1

Sen sijaan

19

1
/ (x2+y)dx+(x+y3)dy:/ 2T + 15+ 26%) dt = —.
~[0,1] 0 12

Tamé on sama kuin

1 1 19
/f~dx:/(t2+t)dt+/(t+t3)dt:—.

N&méi tulokset havainnollistavat lausetta IV.3.2 ja huomautusta IV.3.4 (a).

Esimerkki I'V.3.6. Olkoon v(t) = (cost,sint), kun ¢ € [0, 27]. Silloin

27 :
-y T —sint .
dx + dy = / —————(—sint) dt
/7 x? + y? 2 4+ 12 4 o cost+ sinzt( )

27

cost

+/ ——————(cost) dt = 2.
o cos?t 4 sin’t

Voitaisiin my6s merkita

—y .
d dy =2
]{03324‘2!2 T

missé C' = { (cost,sint) |0 <t <2r} = {(z,y) |2® +y* =1}.

IV.4 Integraali kaarenpituuden suhteen

Tarkastelemme jatkuvasti derivoituvaa polkua v : [a,b] — R™, missd +/(¢) # 0
kaikilla ¢ € [a,b]. Merkitddn

o) = [ vl di
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kaikilla u € [a, b]. Koska integroitava on jatkuva ja positiivinen, ndin mééritelty
funktio v : [a,b] — [0, L], missd L on v:n pituus, on aidosti kasvava jatkuvasti
derivoituva bijektio, jonka kddnteiskuvaus myos on jatkuvasti derivoituva. Ku-
vaus ¢ = yov~!:[0,L] — v* on kiiyrin * jatkuvasti derivoituva parametriesi-
tys, jossa sanotaan olevan kaarenpituus parametrina. Ketjusddnnostd seuraa,
et [/ (s)] = |7/ (0 )| W' @ )] = |y @ )| 7 @ )]

1 kaikilla s € [0, L], joten lauseen IV.2.1 nojalla jokaisella s € [0, L] pétee
Vi (0,s) = s.

Lause IV.4.1. Edelld olevin oletuksin ja merkinndgin

/f DY @] di = /f

jokaiselle jatkuvalle funktiolle f : v* — R.

Topbistus. Tehdddn oikeanpuoleiseen integraaliin muuttujanvaihto s = w(t),
ds =v'(t)dt = ||/ (¢)| dt ja otetaan huomioon, ettd f(v(v(t))) = f(y(¢)). O.

Jos ei tehdéd oletusta, ettd +/(t) # 0 kaikilla t € [a,b], ei funktiolla ¢t —
v(t) = V,(t) valttamatta ole (edes Jordanin kaaren tilanteessa) derivoituvaa
kadnteisfunktiota. Siindkin tapauksessa kidytdmme seuraavaa puhetapaa:

Maaritelmé IV.4.2. Jos v : [a,b] — R™ on jatkuvasti derivoituva polku ja
f 4" — R jatkuva funktio, merkitsemme

/f%—/f DI O] dt

ja sanomme, ettd tamé luku on f:n (kdyrd)integraali yli v:n kaarenpituuden suh-
teen. Jakamalla parametrivali tavalliseen tapaan osiin maéaritelladn vastaavasti
integraali yli tien kaarenpituuden suhteen.

Huomautus I'V.4.3. Analogisesti huomautuksen IV.3.4 kanssa saatamme kéyt-
tda madritelméan IV.4.2 tilanteessa merkinnin fv sijasta merkintda fC, kun

C = ~*, ja v on injektio (Jordanin kaaren tapaus) tai v tiyttdd huomautuksen
IV.3.4 (b) ehdot (i) ja (ii) (Jordanin kiyrén tapaus). Kummassakaan tilanteessa
ei C:n kyseiset ehdot tdyttavin parametriesityksen valinnalla ole merkitysté. In-
tegroinnissa kaarenpituuden suhteen ei edes suunnistus vaikuta tulokseen (har-
joitustehtava).

Esimerkki IV.4.4. Miiritelldén polku v : [0, ] — R? kaavalla
v(t) = (cos® t,sin® t).

Olkoon f(x,y) = x? kaikilla (x,y) € v*. Lasketaan f:n integraali kaarenpituu-
den suhteen yli y:n. Maaritelmén mukaan

/f@—/.f DI dt

2
:/ coS t\/9cos4tsin2t—|—9$in4tc052tdt:/ 3cos’ tsintdt = =
0 0
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Esimerkki IV.4.5. Olkoon v : [a,b] — R™ jatkuvasti derivoituva polku, jolle
~/(t) # 0 kaikilla ¢ € [a, b]. Merkitéan T'(t) = ||/ (¢)]| '~/ (t). Jokaiselle jatkuvalle
kuvaukselle f : v* — R™ on

Lfdleﬂww»v@ﬁ

b
:/“ﬂwwaQMV@Mdt

Oletetaan liséiksi, ettd v on injektio, jolloin kiyréin v* jokaisessa pisteessi on tan-
gentti médritelmén IV.1.3 mielessid. Kaytdmme merkintdd T(x) v*mn yksikko-
tangenttivektorille ”y:n kulkusuuntaan” pisteessi x € ~*, ts. T(y(t)) = T(t)
kaikilla ¢ € [a, b]. Silloin edellisen mukaan

Lf-dX£f-Tds,

missd f - T on kuvaus x — f(x) - T(x) joukossa v*. Néin on saatu yhteys
edellisessa ja téssa jaksossa késiteltyjen integraalien valille.

Esimerkki I'V.4.6. Olkoon edellisessa esimerkissd n = 3. Tarkastelemme sovel-
luksena fysikaalista tilannetta, missi kussakin pisteessi x € v* f(x) € R? on
vektori, jonka ajatellaan kuvaavan pisteessd x olevaan objektiin vaikuttavaa
voimaa. Oletetaan, ettd f on jatkuva ~*:114. Voimavektorin f(v(t)) kuva or-
togonaalisessa projektiossa tangenttivektorin 4/(¢) miiraiméille R®:n yksiulot-
teiselle aliavaruudelle on (f((¢))-T(¢))T(t), missi T(t) = ||/ ()| "'~ (t). Koska
T(t) on yksikkovektori, skalaaritulo f(y(¢)) - T'(t) ilmaisee sen suuntaan vaikut-
tavan voiman suuruuden (etumerkin huomioon ottaen). Kun tdmé integroidaan
kaarenpituuden suhteen, saadaan voimakentén f suorittama tyé yli polun ~ eli
edellisen esimerkin oletuksilla ja merkinnéilla

/Vf~Tds/7f~dx.

Eraisséa tapauksissa tdma tyo voidaan ilmaista my0s potentiaalienergian muu-
toksena. Néin on esim. silloin, kun voimana on maan gravitaatiokentén tiettyyn
massaan kohdistama voima. Oleellista téssé on se, ettd maan gravitaatiokent-
td on konservatiivinen, mikd tarkoittaa sitd, ettd se on ns. gradienttikenttd eli
jonkin skalaarifunktion, ns. potentiaalin gradientti. (Fysiikassa tosin yleensi po-
tentiaalilla tarkoitetaan téllaista funktiota kerrottuna miinus yhdell&; yll4 oleva
puhetapa on kiytossd matematiikassa.)
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V Implisiittifunktiolauseen sovelluksia

V.1 Implisiittifunktiolauseen geometrisia sovelluksia

Ns. implisiittifunktiolause on moniulotteisen differentiaalilaskennan hy6dylli-
simpia tuloksia. Mainitsemme tdmén lauseen tésséd jaksossa ilman todistusta.
Johdamme implisiittisesti méariteltyjen funktioiden kuvaajien tangentteja ja
normaaleja koskevia sovelluksia. Samalla luodaan pohjaa seuraavassa jaksos-
sa todistettavalle sidottujen &ariarvojen etsimistd ns. Lagrangen menetelmalld
kasitteleville lauseelle.

Koko téssé jaksossa kdytdmme seuraavia sopimuksia ja merkintéja. Samas-
tamme karteesisen tulon R™ x R™ avaruuden R™"™™ kanssa kirjoittamalla

(Xay) = (xlw")xnaylw"y’m) € Rn+m7

josx=(21,...,2n), Yy = (Y1, -, Ym)-

Merkitsemme g = n + m. Ellei toisin mainita, oletamme koko jaksossa V.1,
ettd A C R? on avoin joukko ja ¢ = (¢1,...,dm) : A — R™ jatkuvasti differen-
tioituva kuvaus.

Seuraava lause on véliton seuraus tunnetuista lineaarialgebran tuloksista.

Lause V.1.1. Olkoon p € A. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvia:

(i) gradientit Vo;(p), ¢ = 1,...,m, muodostavat lineaarisesti riippumat-
toman joukon avaruudessa RY;

(i) ¢:n Jacobin matriisista pisteessd p voidaan valita m:n lineaarisesti riip-
pumattoman pystyvektorin joukko;

(iil) ¢:n Jacobin matriisista pisteessd p voidaan valita m pystyvektoria, joiden
muodostaman matriisin determinantti on nollasta eridvd;

(iv) dim[Do(p)](R™™) = m;

(v) [Do(p)](R™*™) = R™.

Maaritelma V.1.2. Sanomme, ettd piste p € A on (¢:n suhteen) sadnnéllinen,
jos edellisen lauseen yhtépitévéit ehdot ovat voimassa.

Vield yksi tapa ilmaista p:n sddnnoéllisyys on sanoa, ettd ¢:n pisteessa p
otetun Jacobin matriisin aste on maksimaalinen eli m.

Masritelma V.1.3. Joukon S C R? ortogonaalikomplementti on joukko
St ={heR’|h-k=0kaikilak € S }.
Piddmme seuraavan yksinkertaisen lineaarialgebran lauseen tunnettuna.

Lause V.1.4. (a) Jos S C RY, niin St on R%:n vektorialiavaruus.
(b) Jos H on Ri:n alivaruus, niin H-+ (= (HY)Y) = H ja dimH +
dimH* =gq.

Lauseissa V.1.5 ja V.1.7 oletamme, ettd p € A on ¢:n suhteen séddnnollinen
piste, jossa ¢(p) = 0. Merkintéjen yksinkertaistamiseksi oletamme, ettd pis-
teessd p ¢:n Jacobin matriisin nimenomaan m:n oikeanpuolimmaisen pystyri-
vin muodostaman matriisin determinantti on nollasta eridva. Tama ei merkitse
yleisyyden rajoittamista, silld muuttujat voidaan tarvittaessa ajatella uudelleen
numeroiduiksi siten, ettd pddstddn mainittuun tilanteeseen. Merkitsemme p =
(a,b), missd a € R" ja b € R™.
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Lause V.1.5 (Implisiittifunktiolause). Edelld tehdyin oletuksin on olemassa
sellainen a:n sisdltdvd avoin joukko U C R™ ja sellainen b:n avoin palloym-
paristo V.C R™, ettda U x V C A ja
(i) jokaista x € U wvastaa yksi ja vain yksi y = g(x) € V, jolla ¢(x,y) = 0;
(i) ndin mddritelty “implisiittifunktio” g : U — V on jatkuvasti differen-
tioituva, ja mikdli ¢ on C"-kuvaus A:ssa, niin g on C"-kuvaus U :ssa.

Sivuutamme implisiittifunktiolauseen (pitkdn ja mutkikkaan) todistuksen.
Seuraava esimerkki havainnollistaa implisiittifunktiolauseen kiyttod, vaikka sii-
né lausetta ei tarvittaisikaan, koska muuttujia sitovasta yhtélostd voidaan yksi
eksplisiittisesti ratkaista muiden funktiona.

Esimerkki V.1.6. Maéritelliin C*°-funktio f : R? — R kaavalla
f(wvyaz) 21'2 +y2 +22 - L

Silloin %(w, y,2) = 22 # 0,jos z # 0. Jos a®>+b* < 1, on olemassa (ainakin yksi)

¢, jolle f(a,b,c) = 0. Jos a®+b* < 1, on téissi ¢ # 0 eli %(m b, c) # 0. (Saadaan
kaksi erilaista tapausta sen mukaan, valitaanko ¢ > 0 vai ¢ < 0.) Voidaan siis
soveltaa lausetta V.1.5. Implisiittifunktiolle g : U — R (missi (a,b) € U C R?)
on g(a,b) = ¢ ja f(x,y,9(x,y)) = 0. Ns. implisiittinen derivointi yhtilossi
_ 99 —0i 99 _
f(@,y,9(z,y)) = 0 antaa 22 +29(z, y) 77 (x,y) = 0ja 2y +29(z, y) 3 (2, y) =0,

misté, 6%(33, y) ja Fi(aﬁ, y) voidaan ratkaista jossakin pisteen (a,b) ympéaristossi

(jossa g(z,y) # 0). Téssd tapauksessa tiedetdéin suoraan, etti z = g(z,y) =

V1—a2%2 —y?tai z = g(x,y) = —/1 — 22 — y2. Siis implisiittiselld derivoinnilla
saadut osittaisderivaat ovat

@(m T @(I =
al’ Y /71_$2_y2a ay Y /71—{1;2—y2’

missd ylempi merkki viittaa ylempédan ja alempi alempaan pallonpuoliskoon.
Sama tulos saadaan luonnollisesti suoraan derivoimalla g:n ratkaistusta lausek-
keesta. Tamé esimerkki korostaa implisiittifunktiolauseen lokaalista luonnetta:
Pitd4 valita riittdvin pieni c:n ympéristo, jotta yhtalolla f(z,y, z) = 0 olisi vain
yksi sithen kuuluva ratkaisu (muuten voi olla kaksi).

Olkoot nyt U, V ja g kuten implisiittifunktiolauseessa V.1.5. Siis U C R”
ja V. .C R™ ovat avoimia joukkoja, p = (a,b) e UXxV C A, jag:U — V on
yksikésitteisesti méaaratty jatkuvasti differentioituva kuvaus, jolle ¢(x, g(x)) = 0
kaikilla x € U; erityisesti g(a) = b.

Palautetaan mieleen, ettd jatkuvasti derivoituvalla polulla v : [a, ] — A
tarkoitetaan funktiota v = (71,...,7,), jonka jokaisella komponenttifunktiolla
7; on Vililld [a, ] jatkuva derivaatta. Merkitsemme ~'(t) = (1 (%), ..., v4(t))-

Lause V.1.7. Edelli mainituin oletuksin ja merkinndin vektorille w € R™T™
seuraavat ehdot ovat yhtdpitivid:
(i) Voi(p) - w = 0 jokaisella i = 1,...,m;
(ii) on olemassa jatkuvasti derivoituva polku v : (o, 8] — A, a < 0 < 3, jolle
¢(v(t)) = 0 kaikilla t € [a, 8], 7(0) = p ja v (0) = w;
(iii) w = (u, Dg(a)u) jollekin u € R™.

58



TobisTus. Olkoon H vektoreiden V¢, (p) virittamé aliavaruus, ts.
H={> \Vei(p) | \i € R kaikillai =1,...,m}.
i=1

Merkitaén
T ={weR"™ | w tiyttdd ehdon (ii) }
ja
D = {(u,Dg(a)u) |ueR" }.
Jos w € T eli w = +/(0) jollekin kohdassa (ii) mainittua tyyppié olevalle polulle
v, on jokaisella 7 = 1,...,m ketjusddnnén nojalla

Voi(p) - w = L1, =0,

joten w € H-. Siis T C H*.

Olkoon nyt u = (ug,...,u,) € R jaw = (u,Dg(a)u). Koska a on U:n
sisipiste, voidaan sopivalla 0:n sisipisteeniin sisaltavalla valilla [, 5] mééritella
R™*™_arvoinen funktio v asettamalla v(t) = (a + tu, g(a + tu)). Silloin v on
jatkuvasti derivoituva polku, ¢(y(t)) = 0 kaikilla ¢ € [, 5], ja v(0) = (a,b) = p.
Lisdksi 77(0) = uy, jos j = 1,...,n, ja

Yoal0) = Sorlat tw),_, = Vgi(a) u,
kun ¢ = 1,...,m, joten 7/(0) = (71(0),...,7%,4.,(0)) = (u, Dg(a)u) = w. Siis
DcrT.

Koska kuvaus u — (u, Dg(a)u) selvisti on lineaarinen injektio R™:std ava-
ruuteen R**™ on D R"t™:;n aliavaruus, jonka dimensio on n. Koska myos
dim(H1) = n lauseen V.1.4 (b) nojalla, ja D C T C H*, on oltava D = T =
HL. O

Esimerkki V.1.8. Havainnollistetaan edellisen lauseen tilannetta yksinker-
taisella esimerkilld. Olkoon ¢ : R? — R kaavalla

¢($,y,2):$2+y2+22—1

miritelty kuvaus. Merkitdin N = ¢~1(0). Kuvauksen ¢ Jacobin matriisi pis-
teessi (x,y,z) on (2 2y 2z), joten jokainen N:n piste on ¢:n suhteen sdin-
nollinen. Merkitddn p = (%, %,—%). Olkoon ¢ : U — V implisiittifunktio-
lauseen V.1.5 mukainen funktio, missi U C R? on pisteen (%7 %) sisaltéva

avoin joukko ja V C R pisteen —3 siséltévé avoin joukko ja ¢(z,y,g(z,y)) =0
kaikilla (z,y) € U. Nyt Vé(p) = (1,v/2, —1), ja kaikkien titi vektoria vastaan

kohtisuorassa olevien R3:n vektoreiden joukko on
S:{(ac,y,z) | x+\/§y—z:0}.

Funktiolle g saadaan eksplisiittinen lauseke g(z,y) = —1/1 — 22 — y2, josta de-
rivoimalla saadaan derivaatan Dg(3, %) : R? — R matriisiksi (1 v/2), joten

tdman lineaarikuvauksen kuvaaja on { (z,9,2) | z=x+V2y } eli juuri S kuten
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edellisen lauseen mukaan pitéd ollakin. Mééritelldsin polku v : [—15, 15] — R?

kaavalla
10 = (g g5+t~ V2= 1)

Suoralla laskulla néhdéén, ettd ¢(v(t)) = 0 kaikilla t € [, 55, 7(0) = p ja
7'(0) = (0,1,v/2) € S sopusoinnussa lauseen V.1.7 kanssa.

Maéritelma V.1.9. Merkitdan N = {x €A | o(x) =0 } Olkoon p € N ¢:n
suhteen sasnnollinen piste. Avaruuden R™T osajoukkoa

T(N;p)={p+w|Vei(p) - w=0kaikillai=1,...,m}
={xeR"™ | V¢i(p)  (x —p) =0 kaikillai =1,...,m}
(joka lauseen V.1.7 todistuksen merkinnéin on sama kuin p + 7 = p + D)
sanomme N:n tangentti-n-tasoksi pisteessd p. (Jos m = 1, puhutaan myds tan-

genttihypertasosta. Jos m = 1 ja n = 2, puhutaan tangenttitasosta, ja tapauk-
sessa n = 1 tangentista tai tangenttisuorasta.)

Tété puhetapaa motivoi lause V.1.7, erityisesti sen ehto (ii).

Huomautus V.1.10. Vektoreille h,k € R? ehto h - k = 0 voidaan ilmaista
sanomalla, ettd h ja k ovat toisiaan vastaan kohtisuorat eli ortogonaaliset. Esim.
R3:n tapauksessa télld puhetavalla on sen tavanomainen geometrinen siséltd. Jos
edellin = 1jam = 2, C'-kuvauksen ¢ = (¢1, ¢2) suhteen sisinnélliselle pisteelle
p € $71(0) = N joukkoa

N(N;p) ={p+MVoi(p) + X2Va(p) | A1, A2 €R }

sanotaankin N:n normaalitasoksi pisteessa p. Jos taas n = 2 ja m = 1, reaaliar-
voisen C'-funktion ¢ suhteen siéinnélliselle pisteelle p € $~1(0) = N joukko

N(N;p)={p+AVo(p) | A eR}
on ¢~1(0):n normaali(suora) pisteessi p.

Esimerkki V.1.11. Olkoot a, b, ¢ € R\ {0}. Mééritelldéan

22 2 22
bz = G v 5
kaikilla (z,y, z) € R3. Funktion ¢ ns. tasa-arvopinnat My = ¢~1(d), d > 0, ovat
ellipsoideja. Koska

2¢ 2y 2z
a2’ p? 2

Vo(z,y,z) = ( ) #(0,0,0),

jos (x,y,2z) € My, kunkin My jokainen piste on séénnéllinen. Olkoon q =
(20, Y0, 20) € My. Ellipsoidin My normaali (ks. V.1.10) pisteessd q on suora

X Z
N(Md;q)={(mo+Aa—§,yo+AZ§,zO+A;2) | AeR},

ja sen tangenttitaso (ks. V.1.9) samassa pisteessi on

{@v.2)| F—20)+ Fl—w) + 3(E—z2)=0}
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eli
Yo

pzY +ZOZ:d}v

{ (LE, Y,z | 7I + 5
koska ¢(xo, Yo, 20) = d.

Esimerkki V.1.12. Olkoon U C R? avoin joukko ja g = (g1,92) : U — R C*-
funktio. Maaritelladan kuvaus ¢ : U x R — R kaavalla ¢(x,y,2) = g(z,y) —
Silloin N = ¢~1(0) on funktion g kuvaaja eli

N = { (x,y,g(ac,y)) | (x’y) € U}

Koska Vo(z,y,2) = (gg (x,y), gg (x,y),—1) # (0,0,0), jokainen N:n piste on

¢ suhteen sddnnollinen. Funktion g kuvaajan pisteen (zo, yo, g(z0, y0)) kautta

kulkeva normaali on siis vektorin (%(.ﬁm Yo), g—g(:vo, Yo), —1) suuntainen suora

dg dg
{ (z0, 90, 9(z0,10)) + )\(8 (70,%0), 7= Dy ($07yo ),-1) | xeR},

ja pisteen (zg, Yo, 9(zo, yo) kautta kulkevan tangenttitason yhtélo on

(x — wo)%(%ﬂo) +(y — yo)%(xmyo) —(2—20)=0

eli
z = 29+ Vg(zo,%0) - (x — 20,y — o)

Esimerkki V.1.13. Oletetaan, ettd edellisen esimerkin tilanteessa funktio g saa
arvon c jossakin pisteessi (xo, yo), jossa g:n gradientti ei hivid. Tasa-arvokiyrin
97 e)={(z,9) | g(,y) —c=0}
normaali pisteessi (zg, yo) on gradienttivektorin Vg(xg, yo) suuntainen. Toisaal-
ta tiedetddn, ettd gradientin Vg(zo,yo) suuntaan funktio g kasvaa jyrkimmin
(ks. I1.4.4). Tama sopii yhteen sen kanssa, mitd kiytdnnossd on havaittavissa

karttojen korkeuskéyrista.

Esimerkki V.1.14. Olkoon ¢ = (¢1, ¢2) : R® — R? kuvaus, jolle ¢1(x,y, z) =
23 —ay+2z+1ja ¢o(z,y,2) = y> —rz+ 2 — 3 kaikilla (2, y, z) € R3. Merkitiin
N = ¢=1(0), jolloin p = (1,1, —1) € N. Kuvauksen ¢ Jacobin matriisi pisteessi
pon (2 - > Koska b
2 3 -1)° 3 -1
Implisiittifunktiolauseen nojalla on olemassa jossakin luvun 1 ympéaristossia A C
R mairitelty C'-funktio g = (g1, 95), jolle g(1) = (1,~1) ja ¢(z, g1 (2), ga(x)) =
0 kaikilla z € A. Kéytetddn funktiolle g; merkintdd = — y(x) ja funktiolle go
merkintdd z +— z(z). Derivoimalla yhtdldiden 2® — xy(z) + 2(z) + 1 = 0 ja
y(z)® — xz(x) + 2 — 3 = 0 molemmat puolet z:n suhteen saadaan yhtilopari

= —2 # 0, p on ¢:n suhteen sdénnollinen.

{3302 —y(z) —azy'(z)+ 2 () =0
3y%(2)y' (z) — 2(x) — 22/ () +1 = 0.

Sijoittamalla z = 1, y(1) = 1 ja 2(1) = —1 seki ratkaisemalla saadaan y'(1) =
-2, 2/(1) = —4. Pisteen (1,1, —1) erdén palloympéristén ja N:n leikkaus on
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osa polun =z — (z,y(x),2(z)) jilked, joten on luonnollista sanoa tdmén pol-
un derivaattavektoria (1,y'(1),2'(1)) = (1, —2,—4) N:n tangenttivektoriksi pis-
teessd (1,1, —1), ja vastaavaksi tangenttisuoraksi saadaan

{(L1,-1)+ A1, -2,-4) [ A eR }.

Samaan paadytiain toisella tavalla seuraavasti. Gradienttien V¢, (p) = (2,—-1,1)
ja Voo (p) = (2,3, —1) vektoritulo eli ristitulo on vektori (—2,4,8), joka tun-
netusti on kohtisuorassa kumpaakin vastaan. (Vektorituloa koskevia perusasioi-
ta kerrataan jaksossa I1X.3.) Selviisti vektori (—2,4,8) méédrdd saman suoran
pisteen (1,1, —1) kautta kuin edelld saatu vektori (1, -2, —4).

Normaalitasoksi joukolle N pisteessé (1,1, —1) saadaan

{(z,y,2) | —1-2(y—1)—4(z+1) =0}

eli taso © — 2y — 4z = 3. Sama taso voidaan ilmaista parametrimuodossa ¢;:n
ja ¢9:n gradienttivektoreiden avulla huomautuksen V.1.10 mukaisesti joukkona

{(1L,1, =)+ A(2,-1,1) + X2(2,3,—1) | A, 2 €R .

V.2 Sidotut Aariarvot

Téassé jaksossa esitellidn menetelmé, joka tdydentdd funktion suurimman ja
pienimmé&an arvon etsimiseen liittyvid jakson II.8 tarkasteluja.

Lause V.2.1. Olkoon A C R? avoin joukko ja

o= (d1,...,0m): A—>R"

Jatkuvasti differentioituva kuvaus, missi m < q. Olkoon jatkuvasti differentioitu-
valla funktiolla f : A — R pisteessi p € A joko sidottu maksimi tai mini-
mi ehdolla ¢p(x) = 0 (ts. ¢(p) = 0 ja joko on olemassa sellainen r > 0, etld
B(p,r) C A ja f(x) < f(p) kaikilla x € B(p,r) N ¢~1(0), tai on voimassa vas-
taava ehto, missa esiintyy ">"). Mikdli p on ¢:n suhteen sddnnillinen piste, on
olemassa m lukua A1, ..., A\, € R, joille

Vi) + Y AiVei(p) =0,
=1

ts.

of 01
Ox; (P)+ A Oz, )+ A

kaikilla j =1,...,q.

a¢m
8xj

(p)=0

ToDISTUS. Merkitéin N = ¢~1(0). Oletetaan, etti p on ¢:n suhteen siiin-
nollinen. Olkoon 7 > 0 sellainen, ettd B(p,r) C A ja f(p) on rajoittuman
f1B(p, ) N N suurin tai pienin arvo. Olkoon a < 0 < 8 ja v : [a, 5] — A jatku-
vasti derivoituva polku, jolle ¢(y(¢)) = 0 kaikilla ¢ € [a, (] ja v(0) = p. Koska
~ on jatkuva, se kuvaa jonkin avoimen vilin (—d,d) joukkoon B(p,r) N N. Siis
yvhdistetylld funktiolla f o~y on paikallinen &ériarvo nollassa, joten sen derivaatta
nollassa havidéd. Ketjusdannon mukaan siis

VI0)7/(0) = 7oA (1)],_y = 0.
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Lauseen V.1.7 nojalla (sen todistuksen merkinnéin) saadaan
Vi(p)e T = H" —H,
joten V f(p) on vektoreiden V¢;(p) lineaarikombinaatio. O

Lauseessa V.2.1 esiintyvid lukuja Ay, ..., A, sanotaan Lagrangen kertojiksi
ja itse lauseen kayttod Lagrangen menetelmdksi.

Huomautus V.2.2. Olkoot A, f ja ¢ kuten edellisessd lauseessa. Merkitdin
N = ¢71(0) eli

N={x€A|¢i(x)=0kaikillai=1,...,m}.

Rajoittuman f|N kaikki paikalliset ddriarvopisteet 16ydetddn edellisen lauseen
mukaan niiden pisteiden p = (p1,...,pn) joukosta, jotka joko eivit ole ¢:n
suhteen sddnnollisid pisteitd tai jotka joillakin lukujen Aq,..., A, valinnoilla
toteuttavat yhtaloryhméan

¢1(p17"'apq) =0
¢2(p13 cee apq) =

o

¢WL(p1a cee apq) =0
af (pl,“'apq) +Algii (plv"'qu) + +)‘m%¢%(plaapq) =

0
a o) b,

T@(pl,“'apq) +)‘18i; (plv"'qu) + - +)‘maix2(plaapq) =0
P 9
Ti];(pla"'apq) +A1%(p17"'7pq) + .-

+ A a(bm(pl,...,pq) =0.

Tuntemattomina ovat siis luvut Ai,..., Ay, ja pi,...,pg, ja yhtdloitd on samoin
m + q kappaletta. Lukuja \; ei yleensd ole tarpeen tietd#, joten ne kannat-
taa yhtaloryhméa ratkaistaessa usein pyrkid ensin eliminoimaan, ks. kuitenkin
esimerkkia V.2.5.

Esimerkki V.2.3. Olkoon
fla,y,z) = e o omv=

kaikilla (z,y, 2) € R3. Merkit#in

2

N={(z,y,2) eR® | 2®+y’ +2* =z +y+2z=1}

Joukko N on rajoitettu, koska N C B(0,2). Koska N = ¢~1((0,0)), missi
¢ = (é1, ¢2) on jatkuva kuvaus, jolle

$1(2,y,2) =2 +y? +2° -1
¢2($,y,2):$+y+2*1,

N on suljettu. Siis N on Heinen-Borelin lauseen nojalla kompakti. Jatkuvana
funktiona f saa siind suurimman ja pienimmén arvon. Kiytdmme Lagrangen
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menetelmad ainoiden mahdollisten pisteiden selville saamiseen, joissa rajoit-
tuma f|N voi saada maksimin tai minimin. Laskujen yksinkertaistamiseksi kan-
nattaa tutkia funktiota h, h(x,y,2) = 2> + z + y® + 2%, mikil johtaa myds
alkuperaisen ongelman ratkaisuun, koska eksponenttifunktio on aidosti kasvava.
Tarkastellaan ¢:n Jacobin matriisia

) 0 0
%(m,y,z) éi%/l(xayaz) %(aj,y,z) (233 2y 2Z>
) 0 0 - |
%($7yaz) @ﬁ(ﬁ,y,z) %(x7yaz) 1 1 1
Jos on
2¢ 2y| _ |2¢ 2z| |2y 2z =0
11| |1 1o

on z = y = z. Téllainen piste ei kuitenkaan kuulu N:44n. Siis jokainen N:n piste
on sdannéllinen, ja lauseen V.2.1 mukaan funktion maksimi- ja minimipisteet
N:114 ovat niiden N:n pisteiden (z,y, z) joukossa, joille joillakin A1, A2 € R on

Djh(x7 Y, Z) + Dj[)‘l(bl(l‘v Y, Z) + )\2(152(1‘, Y, Z)] = Oa
j =1,2,3. Saadaan siis yhtaléryhma

2?2+ +22-1=0
r+y+z2z—1=0
20+ 142 x4+ X =0
2y+2My+2A2=0
2242 Mz + A2 =0.

Kahdesta viimeisestd yhtalostd seuraa
204+ M) (y—2) =0,

joten y = z tai Ay = —1. Jalkimmadisessd tapauksessa neljannestd yhtalosta
seuraa A2 = 0 ja kolmannesta taas Ay = —1, eli ei saada ratkaisua. Jos y = z,
kahdesta ensimmaéisesta yhtalostd saadaan yhtalopari

22+ 22 -1=0
r+2y—1=0,

jonka ainoat ratkaisut ovat (z,y) = (1,0) ja (z,y) = (—%,%) Ainoat pis-
teet, joissa voi olla sidottu &ériarvo, ovat siis N:n pisteet (1,0,0) ja (—%, %, %)
Toisaalta alussa todetun mukaan jopa absoluuttinen maksimi ja minimi /N:ssé

. 2 . .
ovat cz)lemassa. Koska f(1,0,0) = e~ 2 ja f(—%, %, %) = e~ 5, 0n e 2 fm pienin
ja e~ 3 fm suurin arvo N :ssé.

Huomautus V.2.4. Esimerkissd laskuja yksinkertaistettiin tutkimalla alku-
perdisen funktion sijasta funktiota h, johon sopiva aidosti monotoninen funktio
yhdistamalla saadaan alkuperdinen funktio. Tilannetta voitaisiin yksinkertais-
taa hiukan lisdd tarkastelemalla h:n sijasta funktiota (z,vy,2) — x, joka tutkit-
tavassa joukossa saa samat arvot kuin h.
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Esimerkki V.2.5. Olkoon a > 0 ja ac — b* > 0. Merkitiisin
N ={(z,y) | aa® + 2bzy +cy* —1=0}.
Koska i
[(az + by)® + (ac = b*)y?],

a
ndhdéén helposti, ettd N on rajoitettu. Koska N on suljetun joukon alkukuva
jatkuvassa kuvauksessa, N on suljettu. Siis N on kompakti (ja selvisti # 0),
joten jatkuva funktio f, f(x,y) = x? + 92, saa N:ssd suurimman arvon M ja
pienimmén arvon m, jolloin v/M on N:m pisteiden suurin ja v/m N:m pienin
etdisyys origosta. Maéritetdasin namé luvut /M ja /m. Etsitdéin Lagrangen
menetelmalld f|N:n mahdolliset lokaaliset maksimit ja minimit, joiden joukossa
siis M'm ja m:n on oltava. Nyt ¢(z,y) = ax? + 2bzy + cy? — 1, ja jokainen N:n
piste on ¢:n suhteen sdannollinen, silla

Vo(z,y) = (2ax + 2by, 2bz + 2cy) = (0, 0),
jos ja vain jos (z,y) = (0,0), koska

az? + 2bzy + ¢y’ =

a b

b o 7O

mutta (0,0) ei ole joukossa N. Ratkaistavaksi tulee yhtaloryhmé

ax® +2bxy +cy? —1=0

2z 4+ A(2az + 2by) =0

2y + A(2bx + 2cy) =0
eli

ax? 4+ 2bxy +cy? —1=0

(Aa+1)z+ Ay =0

Abz + (Ac+ 1)y =0.
Kahden viimeisen yhtélon parilla on triviaaliratkaisu z = y = 0, joka ei kuiten-
kaan toteuta ensimmaéistd yhtdlod. Lauseen V.2.1 nojalla yhtaléryhmaélld on
ratkaisuja, koska jopa absoluuttisen maksimin ja minimin olemassaolo N:ssé

tiedetdan. Siis kahdella viimeiselld yhtalolla tdytyy olla muitakin kuin mainittu
triviaaliratkaisu, joten kerroinmatriisin determinantti hévida:

Aa+1 Ab
Ab Ac+1

‘:Az(ac—bQ)—l—/\(a—i—c)—Fl:O.

Saadun toisen asteen yhtdlon juuret ovat aina reaaliset (mikd ndkyy diskri-
minanttitarkastelusta tai siitd, ettd edelld todettiin jollakin reaalisella A\ ker-
roinmatriisin determinantin havidvin); olkoot mainitut juuret A\; ja As. Koska
ac—b*> > 0jaa > 0jasiisac >0, ¢ >0, on A\ <0, \a < 0. Adriarvot
saadaan nyt selville ilman, ettd yhtdloryhmén avulla tarvitsee maédratd niitéa
pisteité, joissa suurin ja pienin arvo saavutetaan: Koska z = —A(az + by) ja
y=—Abx +cy) , on

2 +y? = —Naz? + 2bay + cy?) = —\.

Koska lokaalisia dériarvopisteitd vastaavat A:n arvot kuuluvat joukkoon {A1, A2},
luvuista v/—A1 ja v/—Ag suurempi on N:n pisteiden suurin ja niistd pienempi
pienin etéisyys origosta. (Kyseessi on origokeskinen ellipsi, jonka puoliakselien

pituudet ovat v/—A1 ja v/—Aq .)
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VI Taylorin lause ja sen sovelluksia

V1.1 Korkeammat derivaatat ja Taylorin lause

Pidédmme tunnettuna yhden muuttujan funktioiden Taylorin lauseen seuraavas-
sa muodossa (missi oletukset eivéit ole lievimmét mahdolliset).

Lause VI.1.1. Oletetaan, ettd a,b € R, a < b, ja f : [a,b] — R on funktio,
jolla on wvalilli [a,b] jatkuva kertaluvun p + 1 derivaatta. Silloin on olemassa
sellainen & € (a,b), ettd

f(erl)(E) p+1
7(29_’_1)! b—a)’"".

Yleistdmme Taylorin lauseen koskemaan usean reaalimuuttujan reaaliar-
voisia funktioita. Sitd varten méarittelemme téllaisten funktioiden kertalukua
k > 2 olevat derivaatat.

Ennen muodollista méaritelméa tarkastelemme johdantona avoimessa joukos-
sa U C R™ méariteltya reaaliarvoista U:ssa differentioituvaa funktiota f. Jokaista
u € U kohti saadaan lineaarinen derivaattakuvaus Df(u) € L(R",R). Kun
kitytetddin avaruudessa L(R™ R) sen tavallista normia, kuvauksen u — D f(u)
differentioituvuus voidaan méaaritella samaan tapaan kuin R™-arvoisen kuvauk-
senkin. Oletetaan, ettd kuvaus u +— D f(u) on differentioituva pisteessi x € U,
jolloin sen derivaattaa (joka siis on lineaarikuvaus avaruudesta R™ avaruuteen
L(R™,R)) pisteessd x on luonnollista sanoa f:n toiseksi derivaataksi pisteessi x.
On kuitenkin kiytdnnollistd samastaa kukin lineaarikuvaus 7': R™ — L(R",R)
kaavalla T(h(Y, h®) = (Th™M)h® méiritellyn bilineaarikuvauksen 7" : R™ x
R™ — R kanssa. Témén sopimuksen mukaisesti kuvauksen f toinen derivaatta
pisteessii x on eriis bilineaarikuvaus D?f(x) : R x R® — R. (Bilineaarikuvaus
on kahden vektorimuuttujan funktio, joka on kummankin suhteen lineaarinen,
kun toinen muuttuja pidetdén kiinteéna.)

Kiinnitetdéin nyt vektori h() = (h(l NS )) € R™. Maéritelméstd seuraa
helposti, etté kuvaus u +— D f(u)h(®) eli Df( h™ on differentioituva pisteessi
X, ja sen derivaatta x:ssi eli kuvaus D(Df(-)h(V)(x) € L(R™, R) saa vektorille

h® = (th), cey hg)) arvon D?f(x)(h®®, h("). Toisaalta kuvauksen

f) = fa)+ f'(a)b—a)+---+

n

we Df(wh® = 3 2

€T,
Jj1i=1 0 I

derivaatta pisteessi x on lineaarikuvaus, joka vektorille h( (hg2 ,...,hg))
saa arvon

Z B ) h® — Z P - 8%3% )RR

71=1 J1=1j2=1
On siis néhty, ettéa
@ poy -y 9 (2,
2 2) 1, (1) _
D f(x)(h'*¥, W) = Z Z W(X)hjz hj,
Ji=1jp=1"J2777
Tama kaava yleistetdén seuraavassa madritelméssid. Emme jatka abstraktilla lin-

jalla, vaan siirrymme ldhestymistapaan, joka suoraan perustuu osittaisderivaat-
tojen kiyttoon.
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Masritelma VI.1.2. Olkoon U C R™ avoin joukko, x € U, k € N, k > 2,
ja f : U — R funktio. Oletetaan, ettd f:n kaikki kertalukua k — 2 olevat
osittaisderivaatat ovat olemassa ja differentioituvat jossakin x:n avoimessa pal-
loympéristossi ja kertaluvun k — 1 osittaisderivaatat (jotka siis ovat olemas-
sa mainitussa palloympéristossd) ovat differentioituvat pisteessd x. Jos h() =

(hgi),...,hﬁf)) eR™ i=1,...,k, merkitdin

n n n akf K @
Dkf(x)(h(k)7,..,h(1)): (x)h( W
jlzzl J-QZ::1 ij::l 0z, ...0x,;,0x; , Jk J1

Nain méaariteltyd k:n vektorimuuttujan kuvausta

DFf(x):R" x --- xR" - R

(joka selviisti on k-lineaarinen eli lineaarinen kunkin argumenttivektorin suh-
teen, kun muut k¥ — 1 argumenttia pidetdén kiinteind) sanotaan f:n k:nneksi
(tal kertaluvun k) derivaataksi pisteessd x. Edelld mainittujen oletusten val-
litessa sanotaan, ettd f on k kertaa differentioituva X:ssi.

Huomautus VI.1.3. Kertaluvun k osittaisderivaattojen olemassaolo pisteen x
ympiéristossi ja niiden jatkuvuus x:ssi on D* f(x)m olemassaolon toteamiseen
tavallisimmin kéytetty riittéva ehto.

Merkinté VI.1.4. Jos h € R" ja k € N, merkitsemme h!*]:1la karteesisen tulon
(R™")* =R" x --. x R™ alkiota (h,h,..., h).

Lause VI.1.5 (Taylorin lause). Olkoon U C R™ avoin joukko ja f : U — R
CPHL_funktio. Olkoon x € U, ja olkoon h = (hy,..., h,) € R™ sellainen, etti
pisteiden x ja x + h yhdysjana L(x,x + h) = {x +th | te[0,1] } sisdltyy
joukkoon U. Silloin on olemassa sellainen luku 6 € (0,1), ettd

p
_ 1ok (k] 1 1 [p+1]
f(x+h)ff(x)+;k!D f(x)hl + (pﬂ)!pp+ f(x + 6h)hlP*1),

TobisTus. Maéritellddn apufunktio g : [0,1] — R kaavalla g(t) = f(x + th).
Ketjusadnnosta (vilin [0, 1] padtepisteissd sovellettuna ilmeiselld tavalla tois-
puoleisiin derivaattoihin) seuraa, etté kaikilla ¢ € [0, 1]

HOEDY %(x +th)h; = Df(x + th)h.
g=1 "/

Soveltamalla taas ketjusdéntod (mikéli p > 1) saadaan

n n agf
"(t) = th)h;h; = D? th)h!?.
g"() ;izla@axﬁ” Jhih; = D*f(x + th)

Yleisesti induktiolla ndhd&aan, etta

n n n k
gMH=> > > o/ (x+th)hj, ...h;, = D f(x+th)h!*],

j1=1j2=1 jk,:la i -+ O3, 0,

k=1,...,p+ 1. Soveltamalla lausetta VI.1.1 funktioon ¢ vililla [0, 1] saadaan
siis véite. O

67



Huomautus VI.1.6. Lauseen VI.1.5 oletuksin on lauseen I1.1.5 nojalla helposti
nahtévissi, ettd tapauksessa n =2, h = (hq, hs),

k
)M — Z hzhk ; 3’4“f(><)7‘7
— Ozt dxk =t

k!
missé (lf) on binomikerroin W Téama kirjoitetaan joskus muodollisesti
ik —1
k (k] _ 9 9 k
D* f(x)hM = [hy === + ho—1* f(x) = [h- V]* f(x).
8 6.132

Vastaavanlaisella formalismilla saadaan yleisessd tapauksessa

0 0
D* f(x)h!" = (gt hn@]’“f(m =[h- V]Ff(x),

jolloin Taylorin kehitelmé tulee muotoon

p
1 1
+h)=fx)+Y — + ——1h- VP f(x + 6h).
1 X) 43l VIS + e VI Gk o)
Yleisella n:n arvolla on
Dont = Y B PG
G14etin=k ]l'jn' " 81:{1 83}3{1

Huomautus VI.1.7. (a) Lauseen VI.1.5 kaavaa sanotaan Taylorin kaavaksi.
Usein merkitadn T},:114 siind esiintyvéd n:n muuttujan polynomia,

p
(hi,. . ha) Z

ja sitd sanotaan f:n astetta p olevaksi Taylorin polynomiksi pisteessid x. Merk-
itsemme my6s Rpi1(h) = f(x+h) —T,(h) ja sanomme, ettd R,11 on Taylorin
kaavan jddinndstermi. Taylorin kaavan oikeaa puolta sanotaan myos Taylorin
kehitelmdksz.

(b) Voidaan todistaa (ks. esim. E. Lindeldf: Differentiali- ja integralilasku
ja sen sovellutukset 11, s. 65) seuraava yksikdasitteisyyslause: Jos funktiolla f on
jossakin pisteen x palloympéristossa voimassa kehitelmé

?’T“.—\

r
fx+h)=Py+ > P(hs,....hn) + Ry (h),
k=1

missd P on muotoa

— J jn.
Py(hi,... hn) = g Gy gt R
Jitetin=k

ja |R;,+1(h)|||h||_(p+1) pysyy rajoitettuna, kun 0 < ||h|| < d, niin kyseessi on
lauseen VI.1.5 mukainen Taylorin kehitelma. Erityisesti t&lloin
1 )

gl gnl @l L oxlr

Qjy g =

(Kééntiden nahddén helposti, ettd Taylorin kehitelmé on ylld mainittua tyyppié.)
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Esimerkki VI.1.8. Mairitetddn Taylorin lauseen (ja huomautuksessa VI.1.7
(b) mainitun yksikésitteisyyslauseen) avulla funktion f osittaisderivaatat
Dy £(0,0) ja Dyyy f(0,0), kun

fla,y) = V1+z—2y2

Binomisarjasta saadaan

L 13 -1)...(3-(k-1)
2 k 2 2
Vitt= <k)t =1+ § o
k=0 k=1
— 1_12 i3 4
=1+t =2t + ot + (1),

missé jollakin vakiolla M € [0,00) [1(t)| < M, kun [t| < 1. Olkoon t = z — 2y,
missd & = rcosa, y = rsina, jolloin t = r(cosa — 2rsm @). Jos r < %, on
|t| < 2r; siis [t4] < 1674, ja liséksi [t| < 1. Suorittamalla potenssiin korottamiset

f:1lle saadaan origon i—séiteisessa avounessa palloympéristossa esitysmuoto

1 1 1
VIdo =27 =140 — o =y + oo + Q:cy + P(x,y) + Ry(x.y),
misséi | R} (2, y)[]| (2, )| ™" < 16M, kun 0 < ||(z,y)|| < }, ja P(z,y) on &n jaym
polynomi, jonka kukin termi on vahintdén astetta 4. Koska esim. |z| < ||(z,y)]l,
tasta nékyy, ettd kehitelma on yksikésitteisyyslauseessa mainittua tyyppié, joten

1 1 1 3 .

Esimerkki VI.1.9. Olkoon f(x,y) = 2%y + 3y — 2. Johdetaan kahdella taval-
la f:n Taylorin kehitelmé pisteen (1, —2) suhteen. Derivoimalla todetaan, etté
fz(xvy) = 2y, fy(xvy) =2+ 3, fzr('rvy) = 2y, fzy(xay) = fyz(xvy) = 2z,
fyy(xvy) =0, fa:a::v(xay) =0, fwzy(xay> =2, fwyl/(xvy) =0ja fyyy(377y) = 0.
Kaikki kertalukua neljé olevat osittaisderivaatat hividvat. Merkitddn h =« —1
ja k =y + 2, jolloin Taylorin lauseen mukaan

( y) = f(1,-2) + hfa(1,-2) + kfy(1,-2)

[h Foa(1,=2) + 2Rk oy (1, —2) + K £y (1, —2)]

[h Foaw(l, —2) 4 3h2k fruy (1, —2) 4 3hk? fryy (1, —2) + kP fiyyy (1, —2)]
+R4( k),

missd nyt R4 = 0. Toisin merkinndin siis
22y+3y—2=—10—4(z—1)+4(y+2)—2(x—1)>+2(x—1)(y+2)+ (z—1)*(y+2).

Toinen (paljon yksinkertaisempi) tapa on kirjoittaa x = (z—1)4+1, y = (y+2)—2,
jolloin suoralla laskulla saadaan

2y +3y—2=[(z—1)+1°[(y +2) - 2| +3[(y +2) — 2] - 2
=10 —4(z— 1) +4(y+2) —2(x - 1)?>+2(x — )(y +2) + (x — 1)*(y +2).

Yksikésitteisyyslause (ks. huom. VI.1.7 (b)) osoittaa heti, ettd téssé on kyseessi
Taylorin kehitelma.
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VI.2 Taylorin lauseen soveltaminen paikallisten Airiarvo-
jen tutkimiseen

Taylorin lauseen yksi tarkea kiytdnnon merkitys on siiné, etté tietyissa tilanteis-
sa funktio kdyttaytyy lokaalisti oleellisesti samoin kuin sen sopiva Taylorin poly-
nomi. Tatd ilmictd hyodynnetdén seuravan lauseen todistuksessa.

Lause VI.2.1. Olkoon A C R™ avoin joukko ja p € A. Olkoon f : A — R
C2-funktio, jolla Vf(p) =0 (ts. Df(p) =0).

(a) Jos D?f(p)(h,h) > 0 kaikilla h € R™\ {0}, niin f:lld on oleellinen
paikallinen minimi pisteessd p.

(b) Jos D?f(p)(h,h) < 0 kaikilla h € R™\ {0}, niin f:lli on oleellinen
paikallinen maksimi pisteessd p.

(c) Jos on olemassa h € R™\ {0} ja k € R\ {0}, joille D?f(p)(h,h) > 0
ja D*f(p)(k,k) < 0, niin p ei ole f:m ddriarvopiste.

Topistus. (a) Kuvaus

n

2
h— D Z 8%8%

i=1 j=1

on jatkuva ja positiivinen joukossa T = {h e R | |h) =1 }, ja koska T on
kompakti, on olemassa sellainen n > 0, ettd D?f(p)(h,h) > n, jos |h|| = 1.
Koska kuvaus (h1,...,h,) = 3700, 330 |hihy| on jatkuva ja T' on kompakti,
on olemassa M > 0, jolle 331, 377, |hih;| < M, jos vektorille h = (hy,..., hy)

2
on ||h|| = 1. Merkitédén ¢ = ﬁ Koska jokainen

on jatkuva pisteessé

;0T
P, on olemassa sellainen § > 0, etté
>’f O f
- <
axiamj x 83516353 (p) c
kaikilla 7,7 = 1,...,n, jos ||x — p|| < d. (Valitaan néille dé4rellisen monelle funk-

tiolle saatavista d-luvuista pienin.) Siis jos ||x — p|| < d, on

D?f(x)(h,h) = D2f( )(h,h) — [D*f(p)(h,h) — D*f(x)(h, h)]

> Df(p)(h,h) — [D?f(p)(h, h) — D*f(x)(h, h)| > n— oM = 2 >0,

2
aina, kun ||h|| = 1, silld selvésti

O f O*f
H. %)~ 5o
0z;01; O0x;0x;

|D?f(p)(h,h) — D*f(x)(h,h)| < (p)| lhih;| < eM.
ij=1

Téstil seuraa, ettd D2f(x)(h,h) = |h|[>D2f(x)(|h]|""'h, ||h]"h) > 0 kaikilla
h #£ 0, jos ||[x — p|| < §. Koska Df(p) = 0, Taylorin lauseen VI.1.5 mukaan
jokaista x, jolle 0 < ||x — p|| < J, vastaa sellainen £ € L(p, x), ettd

F6) = f(p) + 5 DA (E)x ~ p.x— B) > (P)

Siis p on f:n oleellinen paikallinen minimikohta.
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Kohta (b) seuraa (a):sta, kun siti sovelletaan funktioon —f.

(c) Olkoon h € R™\ {0} sellainen, etti D?f(p)(h,h) > 0. Olkoon § > 0
mielivaltainen. Osoitamme, ettd f(p) ei ole suurin f:n joukossa B(p, J) saamista
arvoista. Koska kuvaus x — D?f(x)(h,h) on jatkuva ja saa p:ssi positiivisen
arvon, on olemassa sellainen 6; > 0, ettd §; < 6 ja D?f(x)(h,h) > 0 aina,
kun x € B(p,d1). Valitaan ¢ > 0 siten, ettd x = p + th € B(p,d1). Taylorin
lauseen nojalla saadaan sopivalle p:n ja x:n yhdysjanalla olevalle pisteelle &

1 1 .
f(x) = f(P) + 5 D* (O (x = p,x = p) = f(p) + 51*D*(€) (b, h) > f(p). Siis p
ei voi olla f:n paikallinen maksimimipiste. Vastaavasti ndhdaan k:ta koskevan
oletuksen avulla, ettd p ei ole f:n paikallinen minimipiste. O

Huomautus VI.2.2. Oletetaan, ettd funktio f : A — R on kahdesti differen-
tioituva joukon A sisépisteessid x. Matriisia

ay; aiz2 ... Qin
a21 as2 e a2n
Hx) =Hfx)=| . . . .
apl Ap2 ... Qpp
o f

missé a;; = (x), sanotaan fn Hessen matriisiksi pisteessi x. Jos tis-

sé, esiintyvat toiéen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvat pisteessé x, niin
derivoimisjérjestyksen vaihtamista koskevan lauseen I1.1.5 nojalla H(x) on sym-
metrinen eli sama kuin transpoosinsa. Selviisti vektorille h € R" D? f(x)(h, h)
voidaan esittéd sisdtulona h-H (x)h, missé H (x)h tulkitaan jaksossa 1.7 selitetyl-
14 tavalla. Seuraavan mééritelmén terminologiaa kiyttéen esim. edellisen lauseen
ehto (a) voidaan ilmaista sanomalla, ettd f:n Hessen matriisi pisteessd p on posi-
tiividefiniitti.

Maaritelma VI.2.3. Neliomatriisi

a1 ai2 o Qln

a1 a922 ... Q2
A =

anp1  Ap2 cee Qpp

on positiwidefiniitti, jos h- Ah > 0 aina, kun h € R™\ {0}. Tallin sanotaan
my0s vastaavaa nelidmuotoa g4 : R™ — R, jolle

ga(hi, ... hy) = Z aijhih;,

i,j=1

positiividefiniitiksi. Matriisi A (ja vastaava neliomuoto) on negatiividefiniitti, jos
— A on positiividefiniitti. Matriisi A on indefiniitti, jos h- Ah saa seki positiivisia
ettd negatiivisia arvoja.

Jotta lausetta VI.2.1 kiytanndssa paastiisiin soveltamaan, téytyy esim. posi-
tiividefiniitti Hessen matriisi kyetd tunnistamaan. Seuraava lause auttaa kahden
muuttujan tapauksessa.
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Lause VI.2.4. Olkoon @ symmetrisen 2 X 2-matriisin

a b
=G 0)
determinantti, ts. Q = ac — b.
(a) Jos Q@ > 0 ja a > 0, niin A on positiwvidefiniitti.
(b) Jos @ > 0 ja a < 0, niin A on negatisvidefiniitti.
(c) Jos @ < 0, niin A on indefiniitti.

TobisTus. Jos a # 0, on
1
P(e,y) = gale,y) = az® + 2bay + cy’ = — [(az +by)” + (ac — 0°)y7]

Tésta seuraavat heti kohdat (a) ja (b). Todistetaan (c). Olkoon ensin a > 0.
Silloin P(1,0) = a > 0, ja jos @ < 0, on P(2,—1) = a7'@Q < 0. Tapaus a < 0
késitellddn vastaavasti. Olkoon nyt a = 0. Jos ¢ # 0, tilanne vastaa symmetrian
nojalla tapausta a # 0. Jos taas a = ¢ = 0, on b # 0, koska @@ # 0, ja tdlldin
P(1,1) ja P(1,—1) ovat erimerkkiset. O

Lause VI1.2.5. Olkoon A C R? avoin joukko ja p € A. Olkoon f: A — R C?-
funktio, jolle V f(p) = 0. Merkitddin a = ﬁ( ), b= ﬁ( ) jac= ﬁ( )
) p) = 0. = 2P b =5 5. ) jec=55(P),

jolloin Q = ac — b* on Hessen matriisin H f(p) determinantti.

(a) Jos Q@ > 0 ja a > 0, niin f:lld on oleellinen paikallinen minimi pisteessd
p.

(b) Jos Q > 0 ja a < 0, niin f:1ld on oleellinen paikallinen maksimi pisteessd
p.

(c) Jos @ <0, niin p ei ole f:n ddriarvopiste.

ToDISTUS. Viite seuraa lauseista VI1.2.1 ja V1.2.4, silld kaikilla h = (z,y) € R?
0> f o*f o*f 0°f

2 _vJ 2 o] 2 _ .2
on D?f(p)(h,h) = 922 (p)z” + y0r (p)yx + 920y (p)zy + o7 (p)y? = ax? +

20y + cy?. O

Huomautus VI.2.6. Pistetté, jossa funktion gradientti hévidd, sanotaan tun-
netusti funktion kriittiseksi pisteeksi. Jos kriittisessa pisteessé edellisen lauseen
merkinnéin @ = 0, niin funktiolla voi olla siind paikallinen maksimi tai mini-
mi tai ei kumpaakaan. (Kuten jo aikaisemmin on néhty, gradientin havidminen,
mikéli gradientti on olemassa, on vdlttdmdaton ehto ddriarvon olemassaololle.)

Esimerkki VI.2.7. Etsitifin kaavalla f(r,y) = 23 + v — 32y miiritellyn
funktion f paikalliset #iiriarvopisteet. Téssd V f(z,y) = (322 — 3y, 3y? — 3x) =
(0,0), jos ja vain jos (x,y) = (0,0) tai (x,y) = (1,1). Koska D1 f(z,y) = 6z,
Do f(x,y) = 6y, Diaf(x,y) = =3, on D11f(1,1)Daaf(1,1) — D12f(1,1)* =
27 > 0 ja Dy1f(1,1) = 6 > 0. Siis (1,1) on paikallinen minimipiste. Koska
D11 £(0,0)D22f(0,0) — D12£(0,0)% = —9 < 0, ei (0,0) ole dériarvopiste.

Esimerkki VI.2.8. Tarkastellaan kolmea funktiota: f(z,y) = x*+y2, g(z,y) =
—a* — 92, h(x,y) = 23 + y?. Origo on kaikilla ainoa kriittinen piste. Kaikissa
tapauksissa Hessen matriisin determinantti origossa hévida, joten lause VI.2.5
ei sano mitddn. Suoraan ndhdaén, ettd f:114 on origossa minimi, ¢g:114 maksimi,
ja h:lla ei ole origossa aériarvoa.
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Esimerkki VI.2.9. Olkoon f(z,y) = 42?4+ 4xy+y? + 4y> + y* kaikilla (z,y) €
R2. Yhtilon

Vf(z,y) = 8z + 4y, 4z + 2y + 12y° + 4y°) = (0,0)

ratkaisut eli fim kriittiset pisteet ovat (0,0) ja (2, —3). Koska D11 f(3,-3) =8,
Diaf(3,-3) =4 ja Dap f(3,—3) = 38, on téissé pisteessé lauseen VI.2.5 merkin-
noéin Q > 0 ja a > 0, joten kyseessé on oleellinen paikallinen minimipiste. Pis-
teessd (0,0) sen sijaan Q = 0, joten lausetta VI.2.5 ei voi kdyttdd. Tutkiak-
semme suoraan f:n kiyttdytymistd origon ympéaristdssa kirjoitamme lauseen
VI.2.4 todistuksessa kiytetylla tavalla

1
4

1

[(4z +2y)* + (4- 1 —2%)y?% 1

da? +dxy + 1y = (4 + 2y)?.
Kun piste (z,y) on suoralla y = —2x, on siis f(x,y) = y>(4+y), joka pienill y:n
arvoilla on saman merkkinen kuin y. Siis jokaisessa origon ympéaristossa f saa

seka, positiivisia ettd negatiivisia arvoja, eikd origo néin ollen ole déariarvopiste.

Tarkastelemme vield lyhyesti ilman todistuksia R™:n avoimessa osajoukossa
A médritellyn C2-funktion f tapausta. Oletamme, etté p € A on fm kriittinen
piste. Olkoon

ai; a2 ... Qin

az; a2 ... Q2n
Hf(p) =

apl  Ap2 ... Qnp

f:n Hessen matriisi pisteessé p. Siis H f(p) on symmetrinen matriisi eli a;; = a;;
kaikillaé,7 = 1,...,n. Mahdollisen &4riarvon olemassaolon ja laadun tutkimisek-
si lauseen VI.2.1 avulla joudutaan huomautuksen VI.2.2 ja maaritelmén VI.2.3
mukaisesti selvittdméin onko matriisi M = H f(p) esim. positiividefinitti. Line-
aarialgebrasta tiedetééin, ettd M:14 on n ominaisarvoa (kun kukin otetaan

mukaan kertalukunsa osoittama mééra kertoja). Olkoot ndméa Aq, ..., A,. Mer-
kitddn
a3 Qa2 ... Qin
a a eea
A . A . a1 a2 A . 21 22 2n
1= aii, 2 — ) ) n —
a1 Q22
ap1  Ap2 ... Qnp

Seuraava lause patee mille hyvinsd symmetriselle matriisille, mutta tarvit-
semme sitd vain Hessen matriiseille. Sivuutamme lauseen todistuksen. (Oleelli-
nen kohta on todistettu esim. teoksessa Hoffman-Kunze: Linear algebra, ss. 249-
251.)

Lause VI.2.10. (a) Seuraavat ehdot ovat yhtapitivid:

(i) M on positiividefiniitti;

(ii) A\; > 0 katkillai =1,...,n;

(iii) A; > 0 kaikillai =1,...,n.
(b) Seuraavat ehdot ovat yhtdpitivid: (iil) M on negatiividefiniitti; (iv) A; <0
kaikilla i = 1,...,n; (v) (=1)'A; > 0 kaikillai =1,...,n.
(¢) Jos jokainen A; on mollasta eridvd (eli yhtdpitdvdsti: A, # 0), ja kum-
mankaan kohdan (a), (b) ehdot eivdt ole voimassa, niin M on indefingitti.
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Esimerkki VI.2.11. Olkoon
fz,y,2) = 2 + 3y* + 22 — 4wy + 222 — Syz — 2z + 4y — 22.

Tamén funktion f : R® — R ainoa kriittinen piste on p = (1,0,0). Hessen
matriisi pisteessd p on

2 -4 2
M=|1-4 6 -8
2 -8 2

Tassd A1 = 2, Ay = —4 ja Az = —32, joten lauseen VI.2.10 mukaan M on
indefiniitti, ja siis p ei ole dariarvopiste.

VI.3 Taylorin lause ja absoluuttiset Airiarvot

Tarkastelemme lyhyesti erastéd tilannetta, missd Taylorin lauseesta on hyotyé
myd6s absoluuttisen maksimin tai minimin toteamisessa. Muotoilemme vain mi-
nimi# koskevan lauseen; maksimia koskeva saadaan, kun f korvataan funktiolla

—f.
Lause V1.3.1. Olkoon S C R? avoin ja konveksi joukko (ts.
{a+tb—a)|te0,1]} S

aina, kun a,b € S). Olkoon f : S — R C?-funktio ja olkoon p € S sellainen,

etti Vf(p) = 0 ja D11 f(q)Dazf(q) — Di2f(q)* > 0 kaikilla q € S\ {p}. Jos
D11 f(q) > 0 kaikilla g € S\ {p}, niin f(p) < f(x) kaikilla x € S\ {p}.

TopIsTUs. Viite seuraa siitd, ettd nyt Taylorin lauseen nojalla jokaista x € S'\

1
{p} vastaa jokin p:n ja x:n yhdysjanan piste £, jolle f(x) = f(p)+ §D2f(§)(xf
p.x—p) > f(p) 0
Esimerkki VI.3.2. Olkoot (z;,1;) € R% i = 1,...,n. Oletetaan, etti eivit
kaikki luvut x; ole samoja. Madratdaan lukujen y; regressiosuora lukujen x; suh-
teen pienimmén nelioGsumman mielessé, ts. madratdén suora y = ma + b siten,
ettd f(m,b) = 3.1, (mz; +b—y;)? on mahdollisimman pieni. Vilttdméton ehto
adriarvon esiintymiselle on f:n gradientin hévidminen. Ta4ma vaatimus johtaa
yhtéalopariin

230 J(ma; +b—y)z; =0
25" ((mxi+b—y;) =0

m Z?:l 3 +b Z?:l Ti = Z?:l LilYi
m Z?:l z; +nb = Z?:l Yi-
Eliminoimalla b saadaan
n Z?:l TilYi — Z?:l Ti )iy Yi
ny g xl — (30, @)

(Tassd nimittaja on nollasta eridvé, silla Schwarzin epdyhtilon mukaan

Qo) = 1z < Q1) a7),
i=1 i=1 i=1 1

i=

m =
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missé aito epdyhtdld johtuu siitd, ettd kaikki x;:t eivéit ole samoja eli vek-
torit (1,...,1) ja (x1,...,x,) eivit ole lineaarisesti riippuvia.) Jalkimmaéisesté

m
yhtélosté ratkaisemalla saadaan b= — > | y; — — Y., a;. Se, ettd kyseessé
n n

on absoluuttinen minimi, voitaisiin todeta jakson II.8 menetelmilld, mutta se
nékyy myos heti edellisestéd lauseesta, koska kaikilla m,b € R on Dy f(m,b) =
2> @7 > 0 ja Diif(m,b)Daaf(m,b) — [Dizaf(m,b)> = nd(n 3 7 a7 —
(>or, @i)?), ja viimeinen lauseke todettiin edelld positiiviseksi.

VII Lisaa moniulotteisista integraaleista

VII.1 Sijoitus moniulotteiseen integraaliin

Seuraava lause vastaa yhden muuttujan funktioiden integraalin laskemista si-
joituksen avulla. Oletukset eivét ole ldheskddn lievimmét mahdolliset, mutta
tdssdkin muodossa lause sopii suoraan moniin kiytdnnon tilanteisiin. Sivuu-
tamme todistuksen; erds versio, josta lause VII.1.1 seuraa, on todistettu M.
Spivakin kirjan ”"Calculus on manifolds” sivuilla 67-71.

Lause VII.1.1. Olkoot U ja V R"™:n avoimia rajoitettuja Jordan-mitallisia osa-
joukkoja (ts. reunat OU ja OV ovat Jordanin nollajoukkoja), ja olkoon g : U — V
kuvaus, jolle g(0U) C V. Tehddidn seuraavat oletukset:

(i) Rajoittuma g|U on jatkuvasti differentioituva ja kuvaa U :n bijektiivisesti
V:lle.

(ii) Jokaisessa pisteessd x € U derivaatan Dg(x) matriisin

) ) )
gﬂ(x) gﬁ;(x) %ﬁi(x)
ng(x) ng(x) agix
9gr D g

fmeo Geo . Gl

determinantti eli ns. Jacobin derminantti Jg(x) # 0. Silloin jokaisella integ-
roituvalla funktiolla f 'V — R funktio (f o g)|Jy| : U — R on integroituva yli

U:n ja
téf:éﬁow%l

[ s1ay = [ 71,601 ax
\4 U

Huomautus VII.1.2. Koska J; on mééritelty avoimessa joukosa U, integroin-
nissa yli sulkeuman U J, tulkitaan edelli laajennetuksi U:n reunalle. Koska
reuna on Jordanin nollajoukko, on yhdentekevéé, miten laajennus suoritetaan.
Integrointi voitaisiin myds rajoittaa avoimiin joukkoihin U ja V', mutta kiytéan-
nosséd yleensa integroimme yli kompaktien joukkojen.

eli

Seuraavassa esimerkissé nahdédan, ettd lause VII.1.1 yleistad lauseen I11.4.1.

Esimerkki VII.1.3. Tutkitaan kiekossa méaritellyn funktion integraalin laske-
mista napakoordinaattimuunnoksen avulla. Olkoon K = { (z,y) | 2* + y* < o }
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jaT={(r,¢)|0<r<a,0<¢<2r} missi a > 0. Olkoon g : T — K ku-
vaus, jolle g(r, ) = (r cos ¢, 7 sing),sekd U = { (r,¢) | 0<r<a,0< ¢ <27}
ja

V={(zy)|2*+y* <a®}\{(z,9) |[>0,y=0}.

Nyt U =T,V = K, ja lauseen VIIL.1.1 oletukset ovat voimassa. Téss

cos¢p —rsing
sing rcoso

Jg (Ta ¢) =

Siis jos esim. f : Ky — R on jatkuva funktio, missd 0 < ¢ < 27 ja
Ky = { (rcos a, rsin a) | 0<r<aq,0<a< w},

on

/ f:/f(rcos¢,rsin¢)rdrd¢
Ky T
a P
:/ dr/ f(rcoso,rsing)rdo
0 0

P a
= / do / f(rcos ¢, rsin @) rdr.
0 0

Esimerkki VII.1.4. Tason napakoordinaattien vastineina avaruudessa R? ky-
tetddn tilanteesta riippuen pallokoordinaatteja tai sylinterikoordinaatteja.
(a) Pisteen (z,y, z) pallokoordinaatit (p, 8, ¢) toteuttavat méaaritelmén mu-
kaan yhtalot
T = psinf cos ¢
y = psinfsin ¢
z = pcosb.

Olkoon a > 0. Merkitésin U = { (p,0,¢) |0 < p<a,0<60 <7, 0<¢ <27} ja
V= {(m,y,z) | 0<x?+9y24+22<a? }\A,misséA: {(x,y,z) | x>0, y:O}.
Kaavalla
9(p,0,0) = (psin b cos ¢, psin O sin ¢, p cos 6)
médritelty g téyttdd Um ja V:n suhteen lauseen VII.1.1 oletukset; nyt J,(p, 6, ¢) =
p?sin @ (harjoitustehtiivi).
(b) Pisteen (z,y, z) sylinterikoordinaatit (r, ¢, z) toteuttavat yht&lst

T = T COoSs ¢
Yy = rsin¢
z=z.

Jos g(r, ¢, z) = (rcos¢,rsing, z), on Jy(r, ¢, z) = r (harjoitustehtévi). Lauseen
VII.1.1 soveltamista varten r ja ¢ voidaan rajoittaa samoin kuin esimerkisséi
VII.1.3. Nyt U:ksi ja V :ksi voidaan ottaa esimerkin VII.1.3 U:n ja V:n karteesiset
tulot jonkin valin (0, h) kanssa.
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Esimerkki VII.1.5. Olkoon a > 0 ja

Kyse on siis pallon 22 4+ 2 + 22 = a2 ja kartion 22 = 22 + 32 rajoittamasta
xy-tason yldpuolella olevasta kappaleesta. Lasketaan A:n tilavuus m(A) pal-
lokoordinaattimuunnoksen avulla. Esimerkkid VII.1.4 (a) soveltaen saadaan

2
/ d9/ dd)/ p*sinfdp

_ 2nd® / snodg = 27 (1 _¥V2Y
3/, 3 2

Esimerkki VII.1.6. Lasketaan puolipallosta

m(A) =

~—

A={(z,y,2) | +y*+2°<16,2>0}

pystysuoran sylinterin (x — 2)% + y? < 4 siséifin j#ivin osan tilavuus V. Sylin-
terikoordinaatteja x = r cos ¢, y = sin ¢, z = z kiyttden saadaan

4 cos ¢ V16—r2 4 cos ¢
V:/ d¢/ dr/ rdz-/ dqb/ rv 16 — r2dr
-3 0 -3
/ / (16 — )3 d ¢:”/ [(16 — 16 cos® ¢)3 — 4] dob
! _

/ 1 —sin®¢ dgb:?s(g—g).

[NE]

1
3

m\:l M\:l

oa\*“

VII.2 Integraalilla méaaritellyn funktion derivointi, Leib-
nizin sadanto

Tarkastelemme ensin otsikon tarkoittamassa tilanteessa tapausta, missa integ-
rointirajat ovat kiintedt. Seuraavan lauseen sanotaan kisittelevin integraalin
“derivoimista parametrin suhteen” tai "derivoimista integraalimerkin alla”.

Lause VIIL.2.1. Olkoon a < b, ¢ < d ja f : [a,b] X [¢,d] — R jatkuva funk-
tio, jolle osittaisderivaatta %(m, y) on olemassa ja jatkuva joukossa [a, b] X [¢, d]

(reunapisteissd ilmeiselld tavalla mddriteltynd). Silloin funktio y — f: flz,y)dz
on derivoituva valilld [c,d] ja

b b
d%/a f(w,y)de/a %(fmy)dx

TobisTUs. Lause voitaisiin todistaa suoraan kiyttaen valiarvolausetta ja osit-
taisderivaatan %:J; tasaista jatkuvuutta. Nopea todistus saadaan, kun kiytetédan
jatkuvan funktion integroituvuutta ja lausetta II1.3.2: Kaikilla u € [¢, d] on osit-

taisderivaatan % = D5 f jatkuvuuden nojalla
faw) = f(w.c) + [ Dafay) dy
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joten

/abf(x,u)dxz/abf(x,c)dm—i—/abdx/cuD2f($vy)dy
:/abf(x,c)dx—l—/Cudy/abDQf(ﬂfvy)dm,

ja derivointi w:n suhteen antaa

b b
%/@ f(x,u)dx:/a Dyf(z,u)dz. O

Lauseessa VII.2.3 edellinen lause yleistetdan tilanteeseen, misséd myds integ-
rointirajat ovat muuttujan y funktioita. Todistamme ensin aputuloksen, jota
kéytetadn lauseen VII.2.3 todistuksessa.

Lause VII1.2.2. Olkoot Ay ja Ag reaaliakselin vilejd. Olkoon f : Ay x Ay — R
jatkuva funktio. Silloin kaavalla

v
F(u,v,w) :/ f(z,u)dz
w
madritelty funktio on jatkuva karteesisessa tulossa As X A1 X Aj.

TobisTus. Tarkastellaan kiintedd pistettd (ug, vo, wo) € Ag X A1 X A1 ja todis-
tetaan f siind jatkuvaksi. Valitaan luvut a < b ja ¢ < d siten, ettd vg, wy €
[a,b] C Ay ja ug € [¢,d] C Ag. Oletetaan liséksi, ettd kukin luvuista vg, wo ja
up on vastaavan suljetun vélin [a,b] tai [c, d] sisépiste, mikili se on kyseeseen
tulevan vilin A; sisépiste. Joukko [a,b] X [¢,d] on kompakti, joten lauseen 1.6.9
mukaan f on siind tasaisesti jatkuva, ja lauseen 1.6.3 nojalla f:n itseisarvo on
siind pienempi kuin jokin vakio M > 0. Olkoon ¢ > 0. Tasaisen jatkuvuuden
maéadritelmin mukaan on olemassa sellainen § > 0, etté

g

|f(z1,91) — fz2,92)| < 30—a)

aina, kun (z1,41), (z2,y2) € [a,b] X [¢,d] ja ||(x1,y1) — (z2,y2)|| < 6. Pienen-
taméilld lukua ¢ tarvittaessa voidaan olettaa, ettd 6 < —— ja pisteen (ug, vg, wp)
d-séteisen palloympériston ja joukon As x Ay x Aj leikkaus siséltyy joukkoon
[e,d] x [a,b] x [a,b]. Oletetaan, ettd (u,v,w) € As x Ay x Ay on sellainen, ettd
|| (w, v, w) — (ug, v, wp)|| < d, jolloin erityisesti (u,v,w) € [c,d] X [a,b] x [a,b].
Kolmioepéyhtdlon mukaan

|F(u,v,w) — F(ug,vo, wp)| <

|F(u,v,w) — F(u,v,wp)|

+ |F(u, v, wg) — F(u, v, wp)| + | F(u,vo, wo) — F(ug,vo, wo)|.

Téssa |F(u, v, w) — F(u,v,wg)| < |w—wo|M <M < %,

| F(u, v, w0) — F(u, v0,w0)| < v — vo| M < 8M < %
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ja

P (u, vo, wo) — F(t, vo, wo)| < / 17 (@) — £, u0) de < (b— a)

0

3(b—a)’

joten kolmioepédyhtalon nojalla |F'(u, v, w) — F'(ug, v, wo)| < €. O
Lause VIL.2.3. Olkoon a < b, ¢ < d ja f jossakin joukon [a,b] X [c,d] sisdl-
tdvdssd avoimessa joukossa U jatkuva funktio, jolle osittaisderivaatta y(x, Y)

on olemassa ja jatkuva U:ssa. Oletetaan lisiksi, ettd ¢, : [e,d] — [a,b] ovat
derivoituvia funktioita. Silloin

d [vw

4y Jo(y)

YW af
~ [ S e et 1009 6) - 16w, 9e0)
oy) 9Y

kaikilla y € [c, d].

Tobistus. Merkitaan g(y) = (v, ¥(y), ¢( )) kun y € [c, d], sekd
h(u, v, w) flz,u)de
w
kaikilla (u,v,w) sopivassa joukon [c,d] x [a,b] X [a,b] sisiltdviissd avoimessa
joukossa V. Silloin gZ(u v,w) = f(v, ) g—(u v,w) = —f(w,u) ja lauseen
VII.2.1 mukaan oh
9 —(u,v,w) = 8f (z,u)dx.

Selvisti kaksi ensimmaéistd naista osittalsderlvaatoista ovat jatkuvia joukossa
V, ja lauseesta VII.2.2 seuraa, ettd kolmaskin on siind jatkuva. Né&in ollen h
on differentioituva V:ssi. Ketjusddnnosta (ilmeiselld tavalla sopeutettuna tilan-
teeseemme, jossa voi esiintyd myos toispuoleisia derivaattoja) seuraa

¥(y)
di; f(z,y)de = d%h(g(y))
= Vh( ( )) ’ (Lwl(y)v ¢l(y>)

Y(y) of
— [ e+ 000 0) - F6W. )¢ ). O
¢(y) Y

Edellista lausetta sanotaan joskus Leibnizin sddnndksi.
Esimerkki VII.2.4.
g(u) = / sin ux dz,
u x

kun u > 0. Silloin Leibnizin sdannon mukaan

2
v 9 [sinux sinu?® d sinu? d
’ _ d 2 _
9w /u ou ( x ) v W du w du'

2

z/ cos ux dxr +

2sinu®  sinu?

u

3sinu? — 2sin u?

u
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VIII Vektorikentan potentiaali ja sen yhteys
kayrainteraaleihin

VIII.1 Potentiaali ja integraalin riippumattomuus tiesta

Maarittelemme aluksi tien, jonka jalki koostuu koordinaattiakselien suuntaisista
janoista.

Maaritelmd VIIL.1.1. Sanomme, ettd polku v : [a,b] — R™ on porrasmur-

tovitvatie, jos on olemassa sellainen vilin [a,b] jako a =ty < t1 < --- <, = b,
ettd jokaisella k = 1,...,p rajoittuma v|[tx—_1,¢;] on muotoa
t—te_
t— 'y(tk_l) + kol /\ej
te — th—1

jollekin R™:n luonnollisen kannan alkiolle e; ja luvulle A € R. Porrasmurto-
viivatien jilked sanomme porrasmurtoviivaksi.

Selvésti porrasmurtoviivatie on tie eli paloittain jatkuvasti derivoituva polku.

Lause VIIIL.1.2. Avoimelle joukolle U C R™ seuraavat ehdot ovat yhtdpitivid:

(i) Joukkoa U ei voida esittid kahden erillisen epdtyhjin avoimen joukon
UNLONING;

(i) mitkd tahansa kaksi U:n pistetti voidaan yhdistdd toisiinsa U :hun sisdl-
tyvdlld kayrdlld;

(iil) mitkd tahansa kaksi U :n pistettd voidaan yhdistdd toisiinsa U :hun sisdl-
tyvdlld porrasmurtoviivalla.

Topbistus. (i) = (iii): Olkoon x € U. Merkitddn A:lla niiden U:n pistei-
den joukkoa, joihin x voidaan yhdistda joukon U sisdltyvalla porrasmurtoviival-
la. Selvisti x € A, joten A # (). Oletetaan, etti y € A. Koska U on avoin,
jollekin r > 0 B(y;r) C U. Koska jokainen B(y;r):mn piste voidaan yhdistdi
pisteeseen y joukkoon U sisiltyvilla porrasmurtoviivalla, selvisti B(y;r) C A.
Siis A on avoin. Olkoon toisaalta z € U \ A. Koska U on avoin, jollakin ' > 0
B(z;r') C U. Jos jokin B(z;r’):n piste voitaisiin yhdistdé pisteesen x joukkoon
U sisaltyvilla porrasmurtoviivalla, selvasti tama péatisi myos z:lle, koska mika
tahansa B(z;r')m piste voidaan yhdistdd pisteeseen z U:hun sisiltyvalla por-
rasmurtoviivalla. Néin ollen téytyy olla B(z;r') C U \ A. Siis myds U \ A on
avoin, ja koska A # @, on (i):n nojalla U\ A = 0 eli A = U. Siis jokainen
x € U voidaan yhdistda mihin tahansa pisteeseen y € U U:hun siséltyvélla
porrasmurtoviivalla, eli (iii) pétee.

(ili) = (ii): Selvi.

(i) = (i): Tehddén vastaoletus, ettd U = A U B, missd A ja B ovat
erillisid epétyhjid avoimia joukkoja. Valitaan x € A, y € B ja (ii):n nojalla
polku v : [a,b] — U, jolle y(a) = x ja y(b) = y. Mééritellddn kuvaus ¢ : U — R
antamalla ¢:lle vakioarvo 0 A:ssa ja vakioarvo 1 B:ssid. Koska A ja B ovat
avoimia, ¢ on jatkuva. Yhdistetty funktio ¢ o~ : [a,b] — R™ saa a:ssa arvon 0 ja
b:ssd arvon 1, mutta ei saa mitdan muita arvoja. Koska ¢ o~ on jatkuva, tdmé
on ristiriidassa Bolzanon lauseen kanssa. O

Maaritelma VIIL.1.3. Avaruuden R"™ epityhjda avointa osajoukkoa U, joka
tayttaa edellisen lauseen kolme yhtépitavas ehtoa, sanotaan alueeksi.
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Huomautus VIII.1.4. Yleisesti joukko A C R™ on yhtendinen, jos ei ole
olemassa avoimia joukkoja V;,Vo C R™, joille ANV; # 0,1 =1,2, (ANV)N
(ANW)) =0 ja (ANV) U (ANVy)) = A Joukko on polkuyhtendginen eli
kayrayhtendinen, jos sen mitka tahansa kaksi pistetta voidaan yhdistéé kyseiseen
joukkoon sisaltyvalld kiyralld. Polkuyhtendisyydestd seuraa aina yhteniisyys
(miké ndhd&én oleellisesti samalla padttelylld kuin implikaatio (i) = (i)
edellisen lauseen todistuksessa), mutta ei yleensi kddntden. Ndimme kuitenkin
juuri, ettd avoimelle joukolle yhtenaisyys ja polkuyhtendisyys ovat yhtéapitavat.
Erityisesti R™ on yhtendinen.

Oletamme koko tésséd jaksossa, ettd U C R™ on alue.

Maaritelmé VIII.1.5. Olkoon f = (f1,..., fn) : U — R™ kuvaus. Sanomme,
ettd f on wvektorikenttd. Jos on olemassa sellainen funktio u : U — R, ettd
f =Vu U:ssa, ts.

ou
éTfrj(X) = fi(x)
kaikillax € U, j = 1,...,n, uita sanotaan vektorikentéan f potentiaaliksi. Talloin

sanotaan, ettd f1 dxi+- - -+ fn, dz,, on eksakti (U:ssa) ja u on sen integraalifunktio
(U:ssa).

Huomautus VIII.1.6. Téssa yhteydessa lausekkeelle f1dxy + --- + fndx,
ei tarvitse antaa tulkintaa. Kdytdmme kuitenkin puhetapaa, ettd differentiaali-
muoto fi dxi+-- -+ f dz, on jatkuva, differentioituva, jatkuvasti differentioitu-
va tal CP-luokkaan kuuluva, jos vastaava vektorikenttd f on sellainen.

Lause VIII.1.7. Olkoon f :U — R"™ vektorikenttd.

(a) Jos u on f:n potentiaali, myds u+c on f:n potentiaali jokaisella vakiolla
ceR.

(b) Jos w ja v ovat f:n potentiaaleja U :ssa, niin u — v on vakio U :ssa.

ToDISTUS. (a) Selvé.

(b) Merkitdédn w = u — v ja osoitetaan, ettd w(x) = w(y) kaikilla U:n pis-
teilld x = (x1,...,2,) jay = (y1,...,Yn). Koska mitkéi tahansa U:n pisteet
voidaan yhdistéda toisiinsa U:hun sisiltyvalla porrasmurtoviivalla, yleisyytta ra-
joittamatta voidaan olettaa, ettd x:n ja y:n yhdysjana L(x,y) sisdltyy U:hun
ja on muotoa

Lix,y)={z=(21,...,22) |2 <z <yjsmi =2z =y;, josi #j }

jollakin j = 1,...,n. (Muuten toistetaan péaittely aérellisen monta kertaa.)
Viite seuraa nyt siitd, ettd (jos esim. z; < y;) funktio ¢ : [z;,y;] — R, jolle
o(t) =w(x,...,xj-1,t,Tj41,...,Ty), on vakio, koska

o) = g;jw» - S;‘J«a@)) - g";;m(t)) 0

kaikilla ¢ € [z}, y;], missd o(t) = (z1,...,2Tj—1,t, Tj41,. -, Tn)- O

Lause VIIL.1.8. Jos f = (f1,..., fn) : U — R™ on jatkuva vektorikenttd, jolla
on potentiaali v U:ssa, niin kaikille x,y € U ja jokaiselle tielle ~y : [a,b] — U,
jolle y(a) = x, v(b) =y, on

uly) — u(x) =/f1 Azt + -+ fo din,

Y
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TobIisTUs. Oletetaan ensin, ettéd v on jatkuvasti derivoituva. Lauseen IV.3.3 ja
ketjusadnnon nojalla

b n B
/ Iz dx—z / HOOROd= |3 @0

- / (o) () dt = ur() ~ u(r(@) = uly) = u(x).

Paloittain jatkuvasti derivoituvan polun tapauksessa kiytetddn hyvéaksi tata
erikoistapausta ja integraalin additiivisuutta vélin suhteen. O

Huomautus VIII.1.9. Lauseen VIII.1.8 avulla saataisiin toinen todistus lau-
seelle VIII.1.7 (b) jatkuvan vektorikentén tapauksessa. Lauseessa VIII.1.7 jatku-
vuusoletusta ei kuitenkaan tehty.

Lauseen IV.3.2 nojalla seuraavan lauseen ehto (ii) (vast. (iii)) voidaan il-
maista myos siten, ettd f:n kiyrdintegraali yli tien (vast. porrasmurtoviivatien),
jonka jalki sisdltyy U:hun, riippuu vain paétepisteista.

Lause VIIL.1.10. Jos f = (f1,...,fn) : U — R™ on jatkuva vektorikenttd,
seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:

(i) differentiaalimuoto fydxy + -+ + fndxy, on eksakti U:ssa (ts. f:lli on
potentiaali U :ssa);

(ii) fv fidxy+- -+ fr dx, = 0 jokaiselle sulkeutuvalle tielle 7y, jolle v* C U;

(iii) f7 fidxi+- -+ fn dx, = 0 jokaiselle sulkeutuvalle porrasmurtoviivatielle
v, jolle v* C U.

TobisTus. Lauseen VIII.1.8 mukaan (i) = (ii) ja triviaalisti (ii) = (iii).
Osoitetaan, ettd (iii) = (i). Valitaan kiinted p € U ja mééaritellddn kullekin
xeU

X)z/fld:r:l—l—“-—l-fndxn,
N

missd v on jokin porrasmurtoviivatie, jolle v* C U ja jonka alkupiste on p ja
loppupiste x. Lauseen VIII.1.2 mukaan téllainen « on olemassa. Oletetaan (iii).
Silloin lauseesta IV.3.2 seuraa, ettd u(x):n mééritelmé ei riipu v:n valintatavas-

@@c)

ta. Osoitetaan nyt, ettd B = f;(x) mielivaltaisessa pisteessd x € U. Olkoon

h € R\ {0} sellainen, ettd B ,|h|) € U. Funktion v méérittelystd seuraa, etté
kantavektorille e;

u(x + he;) —u(x) = / fidzr + -+ fndan,
Yo

missé (jos esim. h > 0) yo : [z}, z; + h] — R™ on mééritelty kaavalla

’yo(t) = (561, e ,mj_l,t,$j+1, e ,a:n).
Siis
zj+h
u(x + hej) —u(x) = / filer, .., xjo1, 6241, @) dE,
z;
joten f;m jatkuvuuden nojalla limp, g + [u(x + he;) — u(x)] = f;(x). O
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Lause VIII.1.11. Jos jatkuvasti differentioituvalla vektorikentdlld
f=(f1...,fn) on potentiaali U :ssa, niin

af; _ Of
8xi 813
U:ssa kaikilla i,7 =1,...,n.
Tobistus. Jos f = Vu, niin
% _ 0%u _ 0%u _ %
Ga:i n 8I16$] n 8xj8xi - 8$j
derivoimisjirjestyksen vaihtamista koskevan lauseen II.1.5 mukaan. O
Edellisen lauseen ehto = ,i,7 = 1,...,n, ilmaistaan joskus sanomal-
&ri a’Ej

la, etté differentiaalimuoto fy dxi +---+ f,, dz,, on suljettu differentiaalimuoto.
Siis jokaisessa alueessa jokainen jatkuvasti differentioituva eksakti differentiaa-
limuoto fy dz1+- -+ f, dx,, on suljettu. K&dnteinen implikaatio ei ilman muuta
ole voimassa, vaan tilanne riippuu alueen topologisesta luonteesta. Seuraavassa
esimerkissé mainitaan erés suljettu differentiaalimuoto, joka ei ole eksakti.

Esimerkki VIII.1.12. Vektorikentille f = (fi, f2) : R?\ {(0,0)} — R2, jolle

filz,y) = :Zﬂahmw=

on

x
22 x2+y27

ofr _ y*=2* _0h

o (224422 Oy’

mutta lauseesta VIIL.1.10 seuraa, ettii f:114 ei ole potentiaalia R? \ {(0,0)}:ssa,
silld sulkeutuvalle tielle v : [0,27] — R?\ {(0,0)}, jolle v(t) = (cost,sint), on
esimerkin IV.3.6 mukaan f7 fidx + fody =27 #£0.

VIII.2 Potentiaalin olemassaolo ja konstruointi
Jos U:lle asetetaan sopivia rajoituksia, lause VIII.1.11 voidaan ka&ntaé.

Maédritelma VIIL.2.1. Joukko A C R"™ on tdhtimdinen, jos on olemassa sel-
lainen A:n piste p, ettd jokaisella x € A pmn ja x:n yhdysjana L(p,x) =
{p+t(x—p)|tel0,1]} sisiltyy A:han. Joukko A on konveksi, jos L(x,y) C
A kaikilla x,y € A.

Selvasti epétyhjit konveksit joukot ovat tdhtimaisid. Joukko
U=R*\{(z,y)|y=0,2<0}

on tahtimainen, mutta ei konveksi. Tdhtimé&inen avoin joukko on lauseen VIII.1.2
mukaan aina alue.
Seuraavaa lausetta sanotaan Poincarén lemmaksi.

Lause VIII.2.2. Olkoon U C R™ tihtimdinen alue. Jos f = (f1,..., fn) : U —
R™ on jatkuvasti differentioituva vektorikenttd, jolle

of; _ Of
8.Ii 8xj
U:ssa kaikilla i,5 = 1,...,n, niin f:lld on potentiaali U :ssa.

83



Tobistus. Olkoon p = (p1,...,pn) € U sellainen piste, ettd L(p,x) C U
kaikilla x € U. Maaritelldan

X):/O ij(p+t(x—p))($j—pj) dt (Z/L( )f'dX>-

Olkoot nyt x = (x1,...,2,) € U ja k, 1 <k < n, kiintedt. Osoitamme, ettd

ou
axk

=>—(x) = fr(x).

Valitaan 6 > 0 siten, ettd B(x,d) C U, ja merkitddn

$(t,s) =Y fi(p+t(x+ sex — p))(x; + 05 — p;),
j=1

jos t € [0,1], s € (—4,0). (Téssd e, on tavalliseen tapaan R™:mn luonnollisen
kannan alkio, d;, =0, kun j # k, ja d;;, = 1, kun j = k.) Silloin

u(x—i—sek):/o o(t,s)dt

kun s € [—$, §]. Ketjusisnnon mukaan

Z 87f (p +t(x + sex, — p))t(x; — pj)
Jj=1,J
af
a—( t(x+ ser —p))t(xg + s — pr) + fu(p + t(x + sex — p)).

0
Siis &¢ on jatkuva suorakulmiossa [0, 1] x [—g, g] Liséksi

[(t,s)],_o = §§J<p+t<x p))ie; —py) + il + t(x — p)

Zgi’“ (P +t(x—p))t(z; —pj) + fe(p + t(x — p))

= %fk(p +t(x — p))t.

N[>

Koska vield ¢ on jatkuva joukossa [0,1] x [—3, ], on

ou d
a—xk(x) = [d—u(x—&—sek 0= ds/ o(t,s)dt] 0

= [ 1200,y = /fkp+tx— Pt = fi(x)

integraalin derivoimista parametrin suhteen koskevan lauseen VII.2.1 nojalla.
O
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Huomautus VIII.2.3. Lauseen VIII.2.2 todistusperiaate antaa erdan menetel-
mén potentiaalin konstruoimiseksi. Lahtopisteesta p riippuen saadaan eri po-
tentiaaleja, jotka eroavat toisistaan korkeintaan lisdttavalla vakiolla. Kaytan-
nossé yksinkertaisempiin laskuihin kuin integrointi janaa L(p,x) pitkin johtaa
kuitenkin usein integrointi sopivasti valittua porrasmurtoviivaa pitkin. Niin pian
kuin potentiaalin olemassaolo tiedetddn, voidaan néet kiyttad lausetta VIII.1.10
(ja sitd edeltdvid toteamusta) ja valita integroimistie vapaasti.

Esimerkki VIII.2.4. Vektorikentilld f = (f1, f2) : R? — R?, missd fi(z,y) =
2z —y ja fo(z,y) = y? — x, on potentiaali koko R?:ssa, silli R? on tihtimiinen
ja Do fi = —1 = Dy f5. Etsitdén nyt kaikki potentiaalit.

1. tapa: Valitaan p = (0, 0) ja kiytetddn lauseen VIII.2.2 todistusperiaatetta:

u(z,y) = /O [f1(tz, ty)z + fa(te, ty)y] dt

1 1
1
/ (2z — y)atdt + / (y*t? — xyt) dt = 2* — zy + gy?’.
0 0

Kaikki potentiaalit saadaan parvesta 22 — zy + 3y° + ¢, c € R.

2. tapa: Valitaan taas ldhtopisteeksi origo, mutta integroidaan nyt pitkin
murtoviivaa, jonka muodostavat jana origosta pisteeseen (z,0) ja jana pisteesté
(z,0) pisteeseen (x,y):

/Oxfl(t,O)dt+/oyf2(x,t)dt:/OEQtdt+/oy(t2_x)dt

1
=% + gys —xy.

u(z,y)

Taas kaikki potentiaalit saadaan parvesta 22 + %y?’ —zy+c ceR.
3. tapa: Olkoon u f:n potentiaali; olemassaolohan tiedetddn. Koska

Ju
aix(x7y) =2z — Y,

vastaa jokaista y € R jokin vakio g(y), jolle u(z,y) = 2% — zy + g(y) kaikilla
z € R; g(y) on integroimisvakio kun integroidaan z:n suhteen. Téstd nikyy,

ettd funktio y — g(y) on derivoituva. Koska y*> — x = %Z(amy) = —z+ ¢'(y),

ong'(y) =y?elig= %y3+c. Siis u(zx,y) :foxy+%y3+c7 ceR.

Esimerkki VIIL.2.5. Miiritelliéin vektorikenttd f = (f1, fa, f3) : R® — R3
asettamalla
fi(x,y,2) = sinxcosx + e*y?23
fo(z,y, 2) = 2e%y23
fa(x,y, 2) = 3eTy?22.

Suora lasku osoittaa, etta % = %7 % = %—J;B ja %—];1 = % Koska f on

jatkuvasti differentioituva ja R3 on tahtiméiinen, f:ll4 on potentiaali. Erds po-
tentiaali saadaan integroimalla origosta ldhtien pitkin porrasmurtoviivapolkua:

T Yy z
u(z,y, z) = / [sint cost + €'0%0°] dt + / 2e“t0% dt + / 3e“y*t? dt
0 0 0

1
=3 sin? & + e%y?23.
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Lasketaan kayradintegraali fﬁ/ fidx + fody + f3dz, missd polku v : [0, g] —

R3 miiritelliin kaavalla v(t) = (2 cost, e’ sint,In(1 + ¢2)). Lauseen VIIL1.8
nojalla kyseinen kiyréintegraali on

u((3) — u(3(0) = exp (g) <1n <1 n 2)) |

IX Greenin, Stokesin ja Gaussin lauseet

IX.1 Greenin lause singulaariselle 2-kuutiolle tasossa

Taméan jakson keskeisessd lauseessa IX.1.6 (ja jatkossa vastaavissa tilanteissa)
kiytetadn seuraavaa puhetapaa:

Maaritelmé IX.1.1. Olkoon A C R™ joukko, jonka siséosan sulkeuma on sama
kuin A:n oma sulkeuma. Sanomme, ettd kuvaus f : A — R™ on luokkaa CP eli
CP-kuvaus, p > 1, jos on olemassa jossakin A:n sisiltéviissad avoimessa joukossa
maédritelty CP-kuvaus, joka saa A:ssa samat arvot kuin f. Talloin sovitaan f:n
komponenttifunktioiden korkeintaan kertalukua p olevien osittaisederivaattojen
arvoiksi A:ssa téllaiselle laajennukselle saatavat vastaavat osittaisderivaattojen
arvot.

Huomautus IX.1.2. Mainitunlainen f:n laajennus ei ole yleenséd yksikésit-
teinen, mutta silti kaikki téssa kayttoon otetut korkeintaan kertaluvun p osit-
taisderivaatat A:ssa ovat yksikisitteisesti méaaratyt. TAma johtuu siitd, ettd
jokaista pistettd x € A kohti voidaan valita sitd kohti suppeneva jono (xy)
A:n sisdosan pisteitd, ja koska sisdosassa kyseiset osittaisderivaatat ovat taval-
lisessa mielessé yksikésitteisind olemassa, voidaan kiyttaa lausetta 1.4.5 ja jonon
raja-arvon yksikasitteisyytta. Selvisti myoOs derivoimisjarjestyksen vaihtamista
koskeva lause I1.1.5 pétee tdssd yleisessa tilanteessa.

Kiytimme nimitysté singulaarinen 2-kuutio (avaruudessa R?) jatkuvalle ku-
vaukselle ¢ : [0,1]?> — R2. (Té#ss# yhteydessé oudohko nimitys selittyy myShem-
min késiteltdvistd kolmiulotteisesta analogiasta.) Tallainen kuvaus maaraé nelja
jatkuvaa funktiota (polkua) c;q : [0,1] — R? i =1, 2, a =0, 1, jotka méritel-
ld4n kaavoilla c¢10(t) = ¢(0,t), c11(t) = ¢(1,t), c20(t) = c(t,0), c21(t) = c(t,1).
(Siis ¢:n osoittama ¢:n muuttuja korvataan luvulla «, ja jaljelle jadvasta muut-
tujasta tulee funktion ¢;, argumentti.)

Esimerkki IX.1.3. Olkoon ¢ : [0,1]> — R? inkluusiokuvaus, ts. c(u,v) =
(u,v) kaikilla (u,v) € [0,1]2. Funktiot ¢;, ovat polkuja, joiden jilkien unioni on
joukon [0,1]? reuna. Kulkussuunnat ovat kuitenkin sellaiset, ettd jos halutaan
integroida jatkuva vektorifunktio f = (fi, f2) positiiviseen kiertosuuntaan yli
joukon [0, 1] reunakiyrin, oikea tulos saadaan summana

2 -
/020f+/cnf—/cmf—/cwf=;ae%l}(—l)” | s

Huomautus IX.1.4. Muistutamme, ettd Jordanin kiyridn (parametriesityk-
sen) positiivista kiertosuuntaa emme ole tarkasti maééritelleet, vaan olemme
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tyytyneet intuitiiviseen selitykseen: kuljettaessa Jordanin kiyrdd positiiviseen
kiertosuuntaan sen rajoittama sisdpuolelle jaéva alue eli sisdalue on vasemmalla
puolella. Jotta "Jordanin kiiyran C' sisdalueesta” voitaisiin jarkevésti puhua, téy-
tyisi itse asiassa ensin todistaa syvéllinen ns. Jordanin kdyrdlause, joka sanoo,
ettd R? on erillisten joukkojen unioni R? = AUCU B, missi A ja B ovat alueita,
joista yksi ja vain yksi on rajoitettu. Kédytdmme Jordanin kiyrélausetta ilman
todistusta ja sanomme edelld mainittua rajoitettua aluetta kiyréan C' sisdalueek-
si. Edellisessé esimerkissi (ja monissa muissa riittéavin yksinkertaisissa tilanteis-
sa) Jordanin kiiyrilauseen totuus on ilmeinen, ja on mahdollista esittdd maini-
tun intuitiivisen selityksen pohjalta kunnollinen matemaattinen méaritelméa seu-
raavasti. Jos (x,y) € R?, vektori (—y, x) on sitéi vastaan kohtisuorassa (niiden
vektoreiden sisdtulo on nolla). Sanomme, etté jokaisella A > 0 (—Ay, Az) on vek-
torin (z,y) (erds) vasen normaalivektori ja (Ay, —Az) sen oikea normaalivektori.
Taustalla on se havainto, etta

g)) = (—sint, cost).

Edellisessa esimerkissa poluilla coq ja c11 seké polkujen co1 ja c1¢ kidnteispoluilla
on se ominaisuus, ettd (kun kiytetaén téllaiselle polulle merkintdd v = (v1,72))
mille tahansa parametrivélin [0, 1] sisdpisteelle ¢ tangenttivektorin vasemman
normaalivektorin avulla esitetty piste ’y(t) + 0(—5(1), fyl( )) kuuluu kaikilla
kyllin pienilli luvuilla § > 0 joukon [0,1]? sisiosaan (0,1)2. T&lld perusteella
voidaan sanoa mainituista poluista ilmeisilld parametrin vaihdoilla ja tulopolku-
jen muodostamisella saatavaa tietd positiivisesti suunnistetuksi.

(cos(t 4+ g), sin(t +

Esimerkki IX.1.5. Tarkastellaan ellipsid

22 2
C={(zy) | +3 b2 1},
missd a > 0, b > 0. Piste (z, y) kuuluu tahén ellipsiin, jos ja vain jos piste (7, %)
on yksikkéympyralld eli x = acos¢, y = bsin¢ jollakin ¢ € [0,2n]. Helposti
ndhdadn, ettd kiyra C' on joukon

A={(z,y) |7+b2*1}
reuna. Oletetaan, ettd 11 < 1y < 91 + 27 ja 0 < p < 1, jolloin joukko
By gy = { (ascosd,bssing) [ 1 < ¢ <ahy, p<s <1}
on A:n osajoukko, joka saadaan yksikkonelién [0, 1]? kuvana kuvauksessa c, jolle
c(u,v) = (a[(1—u)p+u] cos((1—v)¢1 +vipa), b[(1—u)p+u] sin((1—v)1 +vi2))
kaikilla (u,v) € [0,1]%. Télléin

[0, 1]%.
c10(t) = ¢(0,1) = (apcos((1 — t)phy + tah2), bpsin((1 — t)Yr + ty2)),
c11(t) = ¢(1,t) = (acos((1 — t)1 + tha), bsin((1 — t)Yy + tbs)),
c20(t) = ¢(t,0) = (a[(1 — t)p + t] cos 1, b[(1 — t)p + t] sint1),
ea1(t) = c(t, 1) = (a[(1 — t)p + t] cos o, b[(1 — t)p + t] sin t)a)

kaikilla ¢ € [0, 1]. (Piirrd kuvio!) Rajatapauksessa, jossa p = 0, sisempi ellipsin
kaari surkastuu pisteeksi eli ¢1g saa vakioarvon (0,0). Jos o = 1 + 27, poluilla
C20 ja co1 on sama jalki, mutta se kuljetaan vastakkaisiin suuntiin.
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Seuraava lause on ns. Greenin lauseen singulaarisille 2-kuutioille muotoiltu
versio. Siind tehtys C2-oletusta voidaan sopivalla approksimoinnilla lieventi,
mutta taméa yleisyys riittdd moniin sovelluksiin. Kdytamme siiné (ja my6hemmin
vastaavissa tilanteissa) merkintaa

SEN RV R

ja sanomme, ettd niin médritelty |, 9c ] on vektorikentén f integraali yli sin-
gulaarisen 2-kuution ¢ reunan. Emme mééarittele itse reunan Jc késitettd, vaan
tyydymme tahén sanontaan. Koska ¢ on kuvaus, ei ole kysymys reunasta topo-
logisessa mielessd. Merkkien valinta integraaleissa on sopusoinnussa esimerkin
I1X.1.3 kanssa, mutta kuvauksen c¢ luonteesta riippuu, onko polkujen c¢;, jilkien
unioni kuvan ¢([0, 1]?) reuna ja vastaako téssi mainittu integrointi kiertdmisti
“positiiviseen kiertosuuntaan”.

Lause IX.1.6. Olkoon singulaarinen 2-kuutio c : [0,1]> — R? C?-kuvaus ja f =
(f1, f2) jossakin kuvajoukon c([0,1)?) sisdltdvissd avoimessa joukossa mddritelty
R2-arvoinen C-kuvaus. Silloin

/acf = /[0,1}2[(D1f2 — Daf1)ocle
= %CUU —%CUU u,v)au av
(= [, et o) = G el o)) duc)

missi J.(u,v) on kuvauksen ¢ Jacobin determinantti pisteessi (u,v) € [0, 1]2.

TobpisTus. Termejé jirjestelemélld ndhdéédn differentiaali- ja integraalilasken-
nan pédlauseen avulla, etté

SRV RAN RN

= —/ fl(C(O,t))chl(O,t) dt—/ f2(C(07t))D202(0,t) dt
0 0

1 1
+/ fl(c(l,t))Dgcl(l,t)dt+/ f2(c(1,1))Daca(1,t) dt
+/O fl(c(t,O))chl(t,O)dt+/O fa(c(t,0))D1ca(t,0) dt

1 1
7\/ fl(C(t,l))chl(t,].) dt*\/ fQ(C(t,].))DlCQ(t,].) dt

0 0
:/0 dt/o Dl[fl(c(s,t))Dgcl(s,t)}ds+/0 dt/o Dilfalc(s, 1)) Daca(s, £)] ds
_/0 dt/o Dg[fl(c(t,s))chl(t,s)]ds—/0 dt/o Ds[fa(c(t, s))D1ca(t, s)] ds.

Tulon derivoimissadnnon ja ketjusadnnon avulla integroitaviksi saadaan seuraa-
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vat lauseekkeet:

lel (C(S, t chl (8, t)DgCl(S, t) + D2f1 (C(S t))chg(S, t)DgCl(S, t)
+ fl c 87?5 D1D201(87t),
D1 fa(c(s,t))Dici(s,t)Daca(s,t) + Dafa(c(s, t)) Dica(s, t) Daca(s, t)
+ f2 c(s,t D1D2C2(S7t),

Kun otetaan huomioon integraalien merkit, toisen kertaluvun osittaisderivaat-
tojen riippumattomuus derivoimisjéarjestyksesté ja iteroitujen integraalien riip-
pumattomuus integroimisjérjestyksesté, alkuperainen neljd integraalia siséltéva
lauseke saadaan muotoon

1 1
/ dt/ Dy f1(c(s,t))Dyca(s, t)Daci(s,t) ds
0 0

1 1
+ /0 dt /O D1 fo(e(s, 1)) Dyca (s, £) Daca(s, £) ds

1 1
_ / dt / Dafi(clt, 5))Daca(t, s)Drca (¢, s) ds
0 0

1 1
—/ dt/ D1 fo(c(t, s))Dacy(t, s)Dica(t, s) ds.
0 0

Toisaalta vaitetyn yhtalon oikea puoli voidaan kirjoittaa muodossa
/ D1ci(s, ) Daca(s, )= Daca(s, t) Dica(s, 1)][ D1 fa(e(s, 1)) = Da fr(e(s, t))] ds dt,
(0,1]

josta suoralla laskulla saadaan edella alkuperéisen vaitteen vasemmaksi puoleksi
todettu integraalien lineaarikombinaatio. O

Esimerkki IX.1.7. Oletetaan, ettd edellisen lauseen tilanteessa vektoriken-
tan f = (f1, f2) médrddma differentiaalimuoto fidx + fady on suljettu, ts.
D fo = Dy f1. Silloin oikeanpuoleinen ja siis myos vasemmanpuoleinen integraali
on nolla. Vasemmanpuoleinen integraali on sama kuin erdén sulkeutuvan tien
yli otettu kiiyriintegraali. Jos esimerkiksi v : [0,27] — R?\ {(0,0)} on kaaval-
la v(t) = (cost,sint) méaritelty polku, sen yli integrointi ei voi tdssd mielessd
vastata minkdin C2-luokan singulaarisen 2-kuution ¢ : [0,1]> — R?\ {(0,0)}
reunan yli integrointia. Sill& esimerkkien IV.3.6 ja VIII.1.12 nojalla on olemassa
joukossa R?\ {(0,0)} miéritelty suljettu differentiaalimuoto, jonka integraali yli
~v:n ei havia.

Esimerkki IX.1.8. Pidetdan voimassa esimerkin IX.1.5 oletukset ja merkin-
niit. Olkoon f = (f1, f2) jossakin joukon c([0, 1]?) siséltéiviissd avoimessa joukos-
sa médritelty C'-luokan R2-arvoinen kuvaus. Helpolla laskulla nihdéin, etts
kuvauksen ¢ Jacobin determinantille on voimassa

Je(u,v) = ab(l = p)((1 = w)p + u) (Y2 = ¥1) > 0
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kaikilla (u,v) € (0,1)2. Integraalin muunnoskaavaa lauseesta VIL.1.1 sovelta-
malla ndhdéén, ettd tdssd tapauksessa lauseen IX.1.6 kaavan oikean puolen
integraali f[o)l]Q(leg — Dsf1) o J. on sama kuin integraali fc([oyl]Q)(leQ —
D5 f1). Téssé esimerkissd Jacobin determinantin melko mutkikas muoto johtui
normitustekijoistd, kun muunnoskuvauksen ¢ méarittelyjoukoksi haluttiin yk-
sikkonelié [0, 1)2. Integraali fc([o,l]Q)(leg — Do f1) voidaan myos laskea esim.
kiiyttien muunnoskuvausta g : [pa, a] x [th1, 2] — R?, jolle

g(r,¢) = (rcos ¢, 7“2 sin ¢).

Nyt Jacobin determinantiksi saadaan J,(r,¢) = rg, josta erikoistapauksessa
a = b tulee tuttu napakoordinaattimuunoksen Jacbin determinantti r.

Huomautus IX.1.9. Edellisen esimerkin havainto sopii yleisemminkin tilantei-
siin, joissa J. on aina positiivinen joukossa (0, 1)? ja integraalin muunnoslauseen
VII.1.1 oletukset ovat voimassa. (Jos jatkuva funktio J. saa vain nollasta eridvia
arvoja joukossa (0,1)2, se on joko kaikkialla positiivinen tai kaikkialla negatiivi-
nen, mikd nékyy lauseesta VIII.1.2, koska avoimien joukkojen (—oo,0) ja (0, c0)
alkukuvat ovat erillisid avoimia joukkoja, joiden unioni on (0,1).)

Esimerkki IX.1.10. Pidetdén voimassa lauseen I1X.1.6 oletukset, mutta sovel-
letaan sitd vektorikentdn (f1, f2) sijasta vektorikenttdén (—fa, f1), jolloin saa-
daan

/ [(D1f1+ Dafa)oc]d.
[0,1]2

_ O o) + 2 el oW (0 0) e do
_,/[071]2[31‘(( ’ ))+ ay(( ’ ))}Jc( ) )d d

_llo(_fQ’fl)+Lll(_f2’f1)+/czo(_f2’f1)_/CZI(_fQ’fl)'

Kullekin téssi esiintyvélle polulle ¢;o, = v = (71,72) on voimassa

/ (—for f1) = / = Lo (YD) + fa ({17 (0))

1
=/0 (F1(v(®)), f200())) - 1 (V2 (&), = (D (V2 (), = () [V ()] dt,
mikali v/ (¢) # 0 kaikilla ¢ € [0, 1]. T4lloin kyseessé on siis integraali kaarenpituu-
den suhteen funktiolle, jonka arvo pisteessd () on vektorin f(vy(t)) sekd vek-
torin v/ (t) yksikon mittaisen oikean normaalivektorin sisétulo. Positiivisen kier-
tosuunnan (tarpeeksi sddnnollisessi) tapauksessa téllaisten integraalien edelld
tarkasteltuna lineaarikombinaationa saadaan vektorikentén vuo, joka téssé on
integraali kaarenpituuden suhteen yli sulkeutuvan tien vektorikentédn projekti-

olle kdiyrédn ulkonormaalille.

Sekd Greenin lauseella IX.1.6 ettd sen edellisessé esimerkissa selitetylld muo-
toilulla on kolmiulotteiset vastineet, ns. Stokesin lause ja Gaussin lause, joita
kiisittelemme jaksossa IX.7. Taté varten kehitetdin mm. avaruudessa R? sijait-
sevalla pinnalla méaé#riteltyjen skalaari- ja vektorifunktioiden integrointiteoriaa.
Sitd ennen kuitenkin mainitsemme seuraavassa jaksossa Greenin lauseen ver-
sion, jossa ei kiytetd singulaarisia 2-kuutioita.
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IX.2 Greenin lause Jordanin alueelle

Piddmme seuraavassa lauseessa, joka on eréds Greenin lauseen versio, Jordanin
kdyralauseen tunnettuna, samoin siihen liittyvén Jordanin kdyrdn sisdalueen
(ns. Jordanin alueen) kisitteen. Tyydymme intuitiiviseen Jordanin kiyran su-
unnistuksen késitteeseen: positiivisessa kiertosuunnassa siséalue jaa vasemmalle.
Sivuutamme lauseen todistuksen téssa yleisyydessé, joskin monissa erikoistapauk-
sissa se olisi helppo palauttaa edellisen jakson tarkasteluihin.

Lause IX.2.1. Olkoon U C R? alue ja f = (f1, f2) : U — R? jatkuvasti differ-
entioituva vektorikenttd. Oletetaan, ettd C C U on Jordanin kdyrd, jolla on huo-
mautuksen 1V.3.4 (b) ehdot (1) ja (2) tayttava paloittain jatkuvasti derivoituva
positiivisesti suunnistettu parametriesitys v : [a,b] — U. Oletetaan, ettd myds
C':n sisdalue S sisdltyy U :hun. Silloin

/g(%f(%@-%@(w,y)) dxdy:[Yf'

Esimerkki IX.2.2. Miiritellisin f = (f1, fo) : R? — R? asettamalla

flzy) = oy —2®,x + %),

Olkoon C paraabeleiden y = 22 ja z = y? rajoittaman (rajoitetun) alueen
S reunakiiyrd. Vektorikentén kdyrdintegraaliksi yli (sopivasti parametrisoidun)
C:n positiiviseen kiertosuuntaan saadaan summa integraalista yli paraabelin
y = 22 kaaren origosta pisteeseen (1, 1) sekii integraalista yli paraabelin x = 3>
kaaren pisteesti (1,1) origoon. Edellinen integraali on

! 7
/ (22 - 2% — 2%) + (z + (2%)?)22] dz = 8
0

ja jalkimmainen

1
17
*/ [(2y%y = (*)")2y + (W + 7)) dy = — 4z,
0
1 1
joten § . f = g — 1—; =30 Toisaalta

0 0 0 0
/S<6];2_6J;1> dx dy /{6 (z+y?) — 9 —(2zy — 2%)| dwdy

/dx/ (1-22)d

1
:/ (x2—2x2 2?4223 dx =
0

30°

Greenin lauseen seurauksena saadaan (riittdvan sddnnollisen) Jordanin kiy-
ran rajoittaman alueen pinta-alan laskemiseksi kaava:

Lause IX.2.3. Olkoon C C R? Jordanin kiyrd, jolla on huomautuksen IV.3.}
(b) ehdot (1) ja (2) tdyttiva positiivisesti suunnistettu paloittain jatkuvasti de-
rivoituva parametriesitys v : [a,b] — U. Silloin C:n sisdalue S on Jordan-
matallinen, ja sen pinta-ala on

1
m(S) = i/xdy—ydac.
8!
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TobpisTus. Valitaan fi(x,y) = —y ja fa(z,y) = = Greenin lauseessa 1X.2.1,
jolloin saadaan

[{xdy—ydx:/S(aax(x)—aay(—y)) dxdy:2/sdxdy:2m(5).

(Erityisesti vakio 1 on integroituva yli S:n, joten S on Jordan-mitallinen.) O

2 2
Esimerkki IX.2.4. Olkoot a > 0 ja b > 0. Ellipsi { (z,v) | I—z + Z—z = 1} on
a
Jordanin kiiyri, jolla on parametriesitys 7 : [0, 27] — R2, v(t) = (acost, bsint).

Vastaavan sisdalueen pinta-alaksi saadaan siis

1 1 2

m(S) 3 / xdy —ydx = 5/0 [(acost)(bcost) — (bsint)(—asint)] dt
v

1 2m ) .y 1 2m

= ab(cos“t + sin“t) dt = — abdt = mab.

2Jo 2Jo

IX.3 Vektoritulo

Kertaamme mydhempid tarkasteluja varten vektoritulon kisitteen ja perusomi-
naisuudet.

Miééritelmd IX.3.1. Olkoot x = (x1,x2,23) jay = (y1,¥2,y3) vektoreita
R3:ssa. Niiden vektoritulo eli ristitulo on vektori

X Xy = (2ys — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)-
Vektoritulon méaritelmésté johtuu seuraava muodollinen muistisdanto:

€1 €2 €3
XXy=|r1 X2 I3,
Y Y2 Y3

missé ylarivilla ovat luonnollisen kannan vektorit.

Lause IX.3.2. Olkoot x = (x1,22,73) jay = (y1,Y2,y3) vektoreita R3:ssa.
(a) x Xy =—-y X x.
2 21112
(b) [Ix < y[” = [Ix[Ily]” = (x-¥)*

TobpisTUs. Harjoitustehtava.

Huomautus IX.3.3. Koska (x-y)2 = ||x|*|ly||* cos? 8, missé 6 on vektoreiden
x ja y vélinen kulma (0 < 0 < 7), lauseesta IX.3.2 (b) seuraa, ettd

l[x >yl = [l {[y[fsin 6.

Geometrisesti tamé merkitsee, ettd vektoritulon x x y normi on vektoreiden x
ja y midrdaman suunnikkaan pinta-ala.

Maéaritelmia IX.3.4. Olkoot x = (ZEl, Zo, 93‘3)7 Yy = (yl, Y2, yg) ja YARS (Zl, 22, 2’3)
vektoreita R3:ssa. Niiden skalaarikolmitulo masritellaan lausekkeella x -y X z

(=x-(y x2).
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Lause IX.3.5. Olkoot x = (x1,22,23), Yy = (Y1, Y2,Y3) ja z = (21, 22, 23) vek-
toreita R3:ssa.

(a)
r1 T I3
XyXxXz=\yr Y2 Y3
21 k2 23
(b)x-yXxz=xXy-z.
TobisTUus. Harjoitustehtava.

Lause 1X.3.6. Josz=xXxy,ninx-z=y-z=0.

TobisTUus. Skalaarikolmituloa x-x Xy esittdvissd determinantissa esiintyy sama
vaakarivi kahdesti, joten x -z = 0. Vastaavasti y - z = 0. O

IX.4 Saannollinen pinnanpala, pinta-ala ja integraali
pinta-alan suhteen

Avaruudessa R? sijaitsevalla pinnalla on kirjallisuudessa monenlaisia méiritel-
mid. Kdytdmme téita sanaa toisinaan epamuodollisesti ilman tyhjentavia méaarit-
telyd. Otamme kuitenkin kiytt66n seuraavan mééritelmén mukaisen puhetavan.

Maiéritelmi IX.4.1. Olkoon p € N. Sanomme, ettd joukko V C R3 on CP-
pinnanpala, jos on olemassa sellainen alue (ts. epatyhjd yhtenéinen avoin joukko)
U C R? ja sellainen homeomorfismi ¢ : U — V, ettéi (tulkittuna kuvauksena
avaruuteen R3) ¢ on CP-kuvaus, jonka Jacobin matriisin aste on maksimaa-
linen (eli kaksi) jokaisessa joukon U pisteeessd. Télloin sanotaan, ettd ¢ (tai
téydellisemmin pari (¢,U)) on V:n (erés) (CP-)parametriesitys. Jos V on CP-
pinnanpala jollakin p € N, sanomme my®&s, ettd V on sddnndllinen pinnanpala.

Kuvauksen ¢ osoittamiseen homeomorfismiksi voidaan usein kiyttdsd seu-
raavaa lausetta.

Lause IX.4.2. Olkoon A C R" rajoitettu avoin joukko ja f : A — R™ sellainen
jatkuva kuvaus, etti f(A) N f(OA) = 0. Jos rajoittuma f|A on injektio, se
mddrittelee A:n homeomorfismin joukolle f(A).

Topbistus. Olkoon g : f(A) — A rajoittuman f|A: A — f(A) kidnteisfunktio.
Osoitetaan g jatkuvaksi lauseen 1.4.8 avulla. Olkoon F' C R™ suljettu joukko.
Sulkeuma A on kompakti ja se on A:n ja sen reunan JA erillinen unioni. Koska

fA) N f(OA) =0, on
g (F) = f(ANF) = [f(ANF)U f(OANF)| N f(A) = f(ANF) N f(A).

Koska AN F on kompakti, joukko f(A N F) on lauseen nojalla kompakti ja siis
suljettu. O

Esimerkki IX.4.3. Kuvaus ¢ : [0,27] x [0,3] — R?, missi
@(u,v) = (cosu, sinu, v),

on jatkuva, ja sen rajoittuma avoimeen joukkoon (0,27) x (0,3) on injektio.
Edellisesté lauseesta nihdédén, ettd tdmé rajoittuma on joukon (0,27) x (0,3)
homeomorfismi joukolle ¢((0,27) x (0, 3)).
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Maié#ritelmi IX.4.4. Oletetaan, ettd U C R? on rajoitettu Jordan-mitallinen
alue ja ¢ : U — V CP-pinnanpalan V' CP-parametriesitys. Jos funktio (u,v) —

H%(u,v) X %(u,v)“ on integroituva yli joukon U, sen integraalia

0¢ 0¢

A(V) = 9 —(u,v) X %(u, v)|| dudv

sanotaan saannollisen pinnanpalan V' (pinta-)alaksi.

Huomautus IX.4.5. (a) Ylldolevan médritelmén jarkevyys nikyy, kun tarkas-
tellaan tangenttitasoissa tangenttivektoreiden virittdmid pieni&d suunnikkaita.
Derivaattakuvausta D¢ (u, v) voidaan kiyttaa approksimoimaan ¢:n arvon muu-
tosta, kun argumentti muuttuu vahan. Tarkastellaan pienen suorakulmion ku-
vautumista. Olkoon sen yksi kirki pisteessi (u,v) ja pinta-ala |[AuAwv|. Derivaat-
ta Do (u, v) kuvaa téllaisen suorakulmion suunnikkaaksi, jonka pinta-ala on huo-
mautuksen IX.3.3 mukaan

99

— AuA
|00 % 52 )| ol

¢
H (u,v)Au X %(u v)Av|| =

joten approksimoimalla maéritelman IX.4.4 integraalia tavalliseen tapaan sum-
milla voidaan saada tukea nakemykselle, ettd tdmé integraali vastaa tavallista
kisitystéa pinta-alasta.

(b) Maéritelmé on sikéli ontuva, etté puhutaan pinnanpalan alasta, vaikka
se lasketaan parametriesityksen avulla. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd tulos ei
riipu mainitut ehdot tayttdvan parametriesityksen valinnasta.

Huomautus IX.4.6. (a) Pinnoiksi (ilman tyhjentavia mééritelméi) sanomam-
me avaruuden R3 osajoukot ovat yleensi muotoa

P=U'_V;UE,

missd joukot V7, ..., Vj ovat erillisid sddnndllisid pinnanpaloja ja E on &darelli-
nen unioni joukoista, joista kukin on piste tai jatkuvasti differentioituvan polun
jalki. Jos téssé jokaisella Vj:lla on pinta-ala A(V;) mééritelmén IX.4.4 mielessd,
merkitsemme

ja sanomme, ettd tdmé luku on P:n (pinta-)ala. Voidaan osoittaa, ettd tulos ei
riipu P:n esittdmistavasta edelld mainitussa muodossa.

(b) Tyypillnen tilanne, jossa kohdan (a) sopimusta kiiytetdéin, on sellainen,
jossa U on rajoitettu Jordan-mitallinen alue, jonka reuna koostuu aarellisesté
miiristi jatkuvasti derivoituvien polkujen jilkii, ja ¢ : U — R? on injektiivinen
C?-kuvaus, jonka Jacobin matriisin aste on kaksi jokaisessa U:n pisteessi. Jos ¢
voidaan laajentaa jatkuvaksi kuvaukseksi ¢ : U — R?, jolle ¢(U) N ¢(OU) = 0,
lauseen IX.4.2 mukaan ¢ : U — ¢(U) = V on homeomorfismi, ja siis V' on
sddnnollinen pinnanpala. Yleensd ndhdddn myos helposti, ettd F = QNS(GU ) on
kohdassa (a) selitettyd muotoa, joten pinnan gZ)(U) ala saadaan sddnnollisen
pinnanpalan V alana. Sanomme tésssé tilanteessa, ettéa qB on pinnan ¢Z(U) para-
metriesitys.
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Esimerkki IX.4.7. Oletetaan, ettd a < b ja f : [a,b] — R on jatkuvasti
derivoituva funktio, jolle f(z) > 0 kaikilla € (a,b). Kun funktion f xy-
tasossa sijaitseva kuvaaja pyorahtaa xyz-avaruudessa x-akselin ympari, saadaan
pyorihdyspinta, joka on kuvauksen ¢ : [0, 27] x [a, b] — R?,

d(ant) = (t, f(t) cos v, f(¢)sina),
arvojoukko. Kaytetddn edellistd huomautusta. Nyt

2 (1) x 92(0,1) = (' (1)7(1), f(1)cosar, (1) sin )

ja
P2ty Gotan)| = fOV PP+ T

Siis py6rahdyspinnan alaksi saadaan

b
/[02] o f(t) [f’(t)]Q—i—ldadt:Qﬂ-/ FOVIF O+ Ldt.

Huomautus IX.4.8. Jos S voidaan esittdd (riittdvin sddnnollisen) funktion
kuvaajana, ts. jos S on esitetty yhtdlolld z = f(x,y), parametriesitykseksi
saadaan ¢(z,y) = (z,y, f(x,y)), ja vektorifunktion ¢ osittaisderivaatoiksi tulee

Gz = (1 0, fm ja ¢y = (0 1 fy) ja siis ¢ X (by = (*fza*fya 1); joten
o
o) x S| = I+ o 41

Esimerkki IX.4.9. Pinnasta {(x,ywz) | Ty —z= O} sylinterin {(m,y,z) }
2+ y2 <1 } sisédn jaavan osan pinta-alaksi saadaan

/ \/fxacy + [fy(z,y)]? +1dxdy—/ V2 + 22 + 1dx dy,

missd K = {(:c,y) | 22 +y? < 1} ja f(z,y) = zy. Napakoordinaattien avulla
laskien tasta tulee

2m 1 2
/ da/ \/rg—i—lrdr:%@\/ﬁ—l).
0 0

Yleistdmme nyt médritelmén 1X.4.4 korvaamalla vakiofunktion x +— 1 ylei-
semmalld funktiolla, joka on mééritelty sopivalla avaruudessa R? sijaitsevalla
pinnalla.

Misritelmi IX.4.10. Oletetaan, ettd U C R? on rajoitettu Jordan-mitallinen
alue ja ¢ : U — V CP-pinnanpalan V CP-parametriesitys. Olkoon f : V — R
9¢

funktio. Jos funktio (u,v) — f(¢(u,v)) H%(u, v) X %(U’U)H on integroituva

yli joukon U (ja siis erityisesti rajoitettu), merkitsemme

raa= [ ras= | fow )|/ 2Lw o) x Lw,v)
fraa= [ sas= [ st 5o g

ja sanomme téta integraalia funktion f integraaliksi pinta-alan suhteen eli pinta-
alaintegraaliksi yli sédnnollisen pinnanpalan V. T&ll6in sanotaan, ettd f on inte-
groituva pinta-alan suhteen yli V:n. (Edelld merkinndn fv sijasta voidaan myos

merkitd [, tai f(v¢)')

dudv
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Huomautus IX.4.11. Huomautukset 1X.4.5 (b) ja IX.4.6 voidaan ilmeiselld
tavalla laajentaa koskemaan myos edellisen méadritelméan yleisempéé tilannetta.
Niinp4d voimme puhua funktion integraalista pinta-alan suhteen yli pinnan, joka
on huomautuksessa IX.4.6 (a) kuvattua tyyppid. Téllainen integraali on summa
edellisessd méaritelméssa tarkastelluista integraaleista yli &4rellisen monen séén-
noéllisen pinnanpalan. Usein méaéritelmén 1X.4.10 integroitavalla on jatkuva laa-
jennus saannollisen pinnanpalan parametriesityksen méérittelyalueen (kompak-
tiin) sulkeumaan, jolloin integroituvuus on automaattista. Yleensékin integroin-
ti voidaan laajentaa méérittelyalueen sulkeumaan, koska kyseessd on Jordan-
mitallinen joukko, jonka reuna siis on Jordanin nollajoukko.

Esimerkki IX.4.12. Olkoon U C R? rajoitettu Jordan-mitallinen alue ja
K sen sulkeuma. Olkoon f : K — R jatkuva funktio, jonka rajoittuma f|U
on C'-funktio. Ajattelemme f:n kuvaajan zyz-avaruudessa esittivin maaston
muotoa ja oletamme, ettd maastoon sataa vettd suoraan ylha&ltd. Pisteessé
(z,y, f(z,y)) f:n kuvaajan normaali on vektorin

N(‘Ta y) = (*fm(z7y)a 7fy(xvy)a 1)

suuntainen (ks. V.1.10), ja pisteen (x,y, f(z,y)) ympéristossi olevalle pienelle
pinta-alaltaan A:n suuruiselle alueelle sataa aikayksikosséa cA cos « tilavuusyk-
sikkod vettd, missd a on vektoreiden N(z,y) ja (0,0,1) vilinen kulma ja ¢ on
vakio. Koska

cosa = ||N(z,y)|| " N(z,y) - (0,0,1) = [ N(z,y)[| ",

saadaan koko maastoon aikayksikossd satavaksi vesiméardksi V' f:n kuvaajassa
médritellyn funktion (z,y, f(x,y)) — ¢||N(z,y)||”" integraali pinta-alan suh-
teen eli

V= /K e IN ()|~ 1N ()| de dy.

Tamé on c¢ kertaa K:n pinta-ala, joten sademé&iré maastoon on sama kuin olisi
tasaiselle K:lle, miké seikka ei ketddn hdmmaéstyttéane.

IX.5 Vektorikentan pintaintegraali
Tarkastellaan ensin johdattavaa esimerkkia.

Esimerkki IX.5.1. Katiska on purossa, jossa (sopivassa koordinaatistossa) ve-
den virtausnopeutta pisteessi (z,y, z) esittiiii vektori f(z,y, 2) € R? (joka olete-
taan ajan suhteen vakioksi). (Tarkemmin: pisteessd (x,y,z) virtauksen suun-
ta on f(xz,y,2) ja vauhti ||f(x,y, 2)| cm/s.) Jos pisteen (x,y,z) valittoméssa
laheisyydessé olevan katiskaverkon silmén pinta-ala on A cm?, silmén lipi vir-
taa sekunnissa A || f(x,y,2)| cosa cm? vettii, missi o on vektorin f(z,y,z) ja
silmén ulospéin suuntautuvan normaalivektorin vélinen kulma, ja kidytdmme
merkkisopimusta, jonka mukaan katiskasta ulospéain virtaava vesi on plusmerk-
kisté ja sisdénpéin virtaava miinusmerkkistéd. (Piirrd kuvio ja vakuutu!) Ole-
tamme, ettd (z,y,z) on verkonsilmidn méadradmassi tasossa silmén sisilla, jol-
loin
A ||f(3?,y7 Z)H cos v = AH(LL', y,z) : f(x,y, Z),

missé n(x, y, z) on pisteeseen (x, y, z) asetettu ykkosen pituinen ulkonormaalivek-
tori. Summaamalla lauseke An(z,y, 2) - f(z,y, z) yli kaikkien tietylli alueella S
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olevien verkonsilmien saadaan luku, joka hyvin approksimoi pinta-alan suhteen
otettua pinta-integraalia f g [ -mndA. Voimme siis sanoa, ettd timé integraali il-
maisee, kuinka monta kuutiosenttimetrid sekunnissa vetté virtaa alueen S lapi,
kun otetaan edelld tehty merkkisopimus huomioon.

Seuraava johdattava esimerkki on edellistd hivenen abstraktimmalla tasolla.

Esimerkki IX.5.2. Oletetaan, ettd U C R? on rajoitettu Jordan-mitallinen
alue. Oletetaan myds, ettd ¢ : U — R3 on midritelmén IX.4.1 mukainen s#in-
nollisen pinnanpalan V' parametriesitys. Erityisesti

gi(u v) X %(u v) #0
kaikilla (u,v) € U. Jos ¢(U) C A C R? ja f : A — R3 on vektorikentti, voidaan
kirjoittaa

missd n(¢p(u,v)) on normillaan jaettu ristitulo %(u, v) X ?Tf(u7 v). Talloin yk-
sikkovektori n(¢(u, v)) on kohtisuorassa ¢(U):n pisteeseen ¢(u, v) asetettua tan-
genttitasoa vastaan (miké seuraa jakson V.1 tarkasteluista ja lauseesta 1X.3.6).
Toisaalta kaavan vasemmalla puolella oleva skalaarikolmitulo voidaan kirjoittaa
determinanttina

(o) (o) (o)
B(u) G2wy) S
8, &zs;( ) o,
ov v

(u,v) u, v
Siis vektorikentélle f voidaan todeta, ettéd

9¢

[ (o) - n(o(w) H‘;‘jw,v) < 22 u,0)| audo

v)

on sama kuin

u7v

mikéli toinen (ja siis toinenkin) integraali on olemassa. Viimeistd edellinen in-
tegraali on maaritelman IX.4.10 mukaan funktion

(Iayaz) = f(xayaz) : l’l({E,y7Z)

integraali pinta-alan suhteen yli séd&nnollisen pinnanpalan ¢(U). Tdmé& asian
muotoilu on kuitenkin sikdli harhaanjohtava, ettd siitd ei kdy ilmi yksikkonor-
maalivektorin n riippuvuus parametriesityksen ¢ valinnasta. Toisella paramet-
riesityksen valinnalla tdméd suunta voi vaihtua vastakkaiseksi. Néin kily esimer-
kiksi, jos ¢ korvataan parametriesitykselld (u,v) — ¢(v,u). Palaamme asiaan
huomautuksessa I1X.5.6.
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Edellinen esimerkki antaa aiheen seuraavaan maéritelmaén.

Miéritelmi IX.5.3. Olkoon U C R? rajoitettu Jordan-mitallinen alue. Olkoon
#(K) : U — R? sddnnollisen pinnanpalan V' C A C R? parametriesitys ja
f: A — R? jatkuva vektorikenttd. Merkitsemme

3¢> ,v f(g)gb( ; )) fg((f(%v))
L 2 =3 (u,v
L1, (%ﬁ ?ég %ﬁ;

)
(u, v) (u,v) (u, )

U

dudv,

mikali tdma integraali on olemassa, ja sanomme, etté kyseessa on vektorikentidn
[ pintaintegraali yli parametriesityksen ¢ tai yli (saannollisen) pinnan(palan)
V' (parametriesityksen ¢ suhteen).

Huomautus IX.5.4. Kiaytamme edellisen méaritelmén mukaista merkintaé
f5(¢(u7 v)) fé(qﬁ(u, v)) fg((/ﬁ( ))
92;1(11‘7 U) gzﬁ (ua U) ¢3 U dudv
o (wv) By

e?éé

U, v) (u,v)

siinéikin tapauksessa, etti K C R? on kompakti Jordan-mitallinen joukko, joka
on sisiosansa sulkeuma, ¢ : K — R3 C'-kuvaus ja f jossakin joukon ¢(K) sisil-
tavisss R3:n osajoukossa madritelty jatkuva R3-arvoinen kuvaus. Sanomme téti
integraalia f pintaintegraaliksi yli parametriesityksen ¢, mikéli ¢:n rajoittuma
K:n sisdosaan on sddnnollisen pinnanpalan parametriesitys.

Esimerkki IX.5.5. Valitaan pinnalle { (z,y,2) | 2 + y?> =1, 0 < 2 < 3 } para-
metriesitykseksi kuvaus ¢ : [0, 27] x [0, 3] — R?, missi

o(u,v) = (cos u,sinu, v).

Tarkastellaan vektorikenttdd f : R® — R3, missi f(z,y,2) = (x + y,y,22).
Silloin

3|cosu+sinu sinu  v?

27
/f / du/ —sinu cosu O dv
0 1

= 3/ (14 sinucosu) du = 6.
0

Huomautus IX.5.6. (a) Kuten esimerkissd IX.5.1 néhtiin, edelld méaéritellyl-
14 pintaintegraalilla on luonnollinen fysikaalinen tulkinta esim. virtausilmididen
vhteydessd. Jos F' kussakin méérittelyjoukkonsa pisteessi saa arvokseen neste-
virtauksen nopeusvektorin, niin integraali

/ F = / F -ndA
(S,9) S

ilmaisee pinnan S ldpi virtaavan nesteen méaran aikayksikkod kohti. Tésté syys-
td4 sanotaan toisinaan muissakin yhteyksissé, ettd kyseinen integraali on vek-
torikentén F' vuo (engl. fluz) pinnan S lipi. Sopimuksenvaraisesti kiinnitetylta
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pinnan puolelta ulospéin osoittavan normaalivektorin n suuntainen virtaus kat-
sotaan positiiviseksi ja sille vastakkainen virtaus negatiiviseksi. Tamé edellyttaa,
ettd pinta on kaksipuolinen, jolloin voidaan sopia, kumpi pinnan puoli on posi-
tiivinen. Silloin kiiytetdén parametriesitysté, johon liittyvé yksikkonormaalivek-
tori osoittaa pinnan positiivisesta puolesta ulospéin eli on pinnan ulkonormaa-
livektori. (On olemassa myos yksipuolisia eli suunnistumattomia pintoja, tun-
netuimpana esimerkkind ns. Moébiuksen nauha, jonka voi valmistaa kiertamallé
paperiliuskaa puoli kierrosta ennen kuin sen péadt liimaa yhteen.) Ryhtymét-
ta selvittdmaan suunnistuskysymyksia tarkemmin tyydyme néihin ylimalkaisiin
huomautuksiin.

(b) Varsin yleisilld ehdoilla pintaintegraali on (merkkié vaille) riippumaton
parametriesityksen valinnasta, mikd monissa yksinkertaisissa tapauksissa mah-
dollistaa pintaintegaalista puhumisen parametriesitysta eksplisiittisesti mainit-
sematta. Myo6s pintaintegraali sopivien edella késiteltya tyyppié olevien pintojen
unionien yli voidaan usein luonnolisella tavalla ilmaista. Tatdkdan kysymysté
emme ryhdy tarkemmin késittelem&an.

IX.6 Vektorikentan integrointi yli singulaarisen 2- tai 3-
kuution reunan

Maérittelemme téssd jaksossa joitakin jatkossa tarvittavia késitteitd ja merkin-
toja. Kaytdnnon laskuesimerkkejé on seuraavassa jaksossa.

Maéritelm4 IX.6.1. Olkoon U C R™. Jokaista R*:n yksikkdkuutiossa [0, 1]3
méiiriteltyd jatkuvaa kuvausta c : [0,1]> — U sanotaan singulaariseksi 3-kuuti-
oksi U :ssa. Vastaavasti jatkuvaa kuvausta ¢ : [0,1] x [0,1] — U sanotaan singu-
laariseksi 2-kuutioksi U:ssa.

Seuraavassa yleistetédn jaksossa IX.1 kiiytettyja merkint6ja R™-arvoisen sin-
gulaarisen 2-kuution tapaukseen.

Miéritelmi IX.6.2. Olkoon c: [0, 1]?> — R” singulaarinen 2-kuutio. Mééritel-
laan valilla [0, 1] R™-arvoiset polut c1g, ¢11, ¢20 ja co1 kaavoilla

c10(t) = ¢(0,1)
c11(t) = ¢(1,¢)
co0(t) = ¢(t,0)
ca1(t) = c(t, 1).

Jos erityisesti ¢ on C'-kuvaus ja f on joukossa c([0, 1]?) méritelty jatkuva R™-
arvoinen kuvaus, f:n integraali yli c:n reunan méaaritellddn seuraavasti:

= L L

(Siis kunkin polun ¢;, yli otetun integraalin kerroin on (—1)**<.)

Vastaavanlainen madritelma asetetaan kolmiulotteisessa tapauksessa:
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Maéritelmd IX.6.3. Olkoon c: [0,1]® — R3 singulaarinen 3-kuutio. Mééritel-
ld4n kuvaukset cio @ [0,1]2 = R3, i =1, 2, 3, a = 0, 1, kaavoilla

c10(u, v) = ¢(0,u,v)
c11(u,v) = ¢(1,u,v)
cao(u,v) = ¢(u,0,v)
co1(u,v) = c(u, 1,v)
czo(u, v) = ¢(u,v,0)
cs1(u,v) = c(u,v,1)

Jos ¢ on C''-kuvaus (ja samoin siis jokainen c;, ), niin jatkuvalle vektorifunktiolle
f:¢([0,1)3) — R? merkitsemme

/acf=§3: Z(—l)i*a/%f

i=1 a=0,1

ja sanomme t&ata vektorikentdn f integraaliksi yli c:n reunan.

IX.7 Stokesin ja Gaussin lauseet singulaarisille
2- ja 3-kuutioille

Tassé jaksossa esitetdédn erdét variantit klassisesta Stokesin lauseesta ja ns. di-
vergenssilauseesta eli Gaussin lauseesta. Vaikka ne muotoillaan singulaarisille 2-
tai 3-kuutioille, varsin monet kiytdnnossé esiintyvét tilanteet voidaan sopivasti
normittamalla késitelld niiden avulla. Seuraavat kaksi lausetta olisi mahdollista
todistaa samantapaisella (mutta huomattavasti pitemmaélld) suoralla laskulla
kuin Greenin lause IX.1.6. Sivuutamme todistusten yksityiskohdat. Kuvaus-
ta ¢ koskevaa C2-oletusta voitaisiin approksimoinnilla lieventis kuten Greenin
lauseenkin tapauksessa.

Téasséd esityksessd muotoillut Greenin, Stokesin ja Gaussin lauseet singu-
laarisille 2- ja 3-kuutioille ovat erikoistapauksia ns. differentiaalimuotojen teo-
rian alaan kuuluvasta yleisestd Stokesin lauseesta, jonka todistus laajemman
teorian yhteydessa olisi melko lyhyt ja selvépiirteinen. Stokesin lauseella on eri
tilanteisiin sopivia muotoiluja, joita edustakoon téssé singulaarisia k-kuutioita
¢ ja ns. (k — 1)-(differentiaali)muotoja w koskeva kaava

/dw:/ w.
c dc

Sopivasti tulkittuina gradientti, divergenssi ja roottori ovat téssi esiintyvan ns.
ulkoderivaan dw erikoistapauksia.

Lause IX.7.1 (Stokesin lause singulaarisille 2-kuutioille). Olkoon U C R? avoin
joukko ja f : U — R3 C'-luokan vektorikenttd. Jos c on C?-luokan singulaarinen

2-kuutio U :ssa, niin
/ Vxf= f
c dc
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Lause IX.7.2 (Gaussin lause eli divergenssilause singulaarisille 3-kuutioille).
Olkoon U C R? avoin joukko ja f : U — R3 Cl-luokan vektorikenttd. Olkoon c
C?-luokan singulaarinen 3-kuutio U :ssa. Silloin

[ et ), v dudvan = |,
[0,1]% dc

missi J. on cn Jacobin determinantti. Jos c:n rajoittuma joukon K = [0,1]3
sisdosaan K° on injektio, ja c:n Jacobin determinantti J.(u) > 0 kaikilla u €
K°, niin ¢(K) on kompakti Jordan-mitallinen joukko, ja

A(K)v.f: acf.

Esimerkki IX.7.3. Médritellddn singulaarinen 2-kuutio ¢ : [0,1] x [0,1] —
R3 kaavalla c(u,v) = (ucosvm, usin v, u) sekii vektorikenttd f R3:ssa kaavalla
flx,y,2) = (y,z,2). Nyt c10(t) = (0,0,0), c11(t) = (costm,sintnm, 1), coo(t) =
(t,0,%) ja ca1(t) = (—t,0,t) kaikilla ¢ € [0, 1]. Siis

1
f=0+ / [~ sin? t7 + 7 cos? tr] dt
dc 0

1 1
+/ﬁoq+¢~u+rudn—/[ow—m—¢~0—tudt
0 0

/1 omtdit 424t =1
= —T COS 4T - - = 1.
0 22

Kéyttamaélla Stokesin lausetta saadaan sama tulos:

/f)fz/fo:/(Q—l,O)
) ) Oc -1 0

:/ COSUT sin vm 1 dudv:/ urm sinvmw dudv = 1.
0.1 —yrsinvr urcosvr 0 [0,1)2

Lasketaan vield sdénnollisen pinnanpalan ¢((0,1) x (0, 1)) (ja samalla pinnan
¢([0,1] x [0,1])) ala méaritelmén I1X.4.4 kaavalla. Pinta-alaksi saadaan

1 1
/ du/ [[(cosvm, sinvm, 1) x (—umsin v, urw cos v, 0)]| dv
0 0

1 1
:/ du/ [[(—um cos vmr, —um sinum, ur)|| dv
0 0

1 1
= du/ \/ﬁwudv:l.
frae), 7

Tulos sopii yhteen sen kanssa, ettd kyseinen pinta on ympyréakartion vaipan osa
ja voidaan levittdd tasoon v/2-siteisen ympyrin sektoriksi, missé mukana on
ympyran kehésta osa, jonka pituus on 7.

Esimerkki IX.7.4. Tarkastellaan R3:n origokeskisen R-siiteisen pallon

{(z,y,2) |2 +y* + 2 < R*}
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pallokoordinaattiesitysté (p, 0, ¢) — g(p,0,¢) = (x,y, z), missi

x = psinf cos ¢
y = psinfsin¢g
z = pcosb,

kun p € [0, R], 6 € [0,7] ja ¢ € [0, 27]. Jotta saisimme joukossa [0, 1]> mééritel-
lyn kuvauksen eli singulaarisen 3-kuution, asetamme c(t, u,v) = g(Rt, mu, 27v),
kun (t,u,v) € [0,1]3. Miéritelmén mukaaan

0,0,0)

Rsin 7€ cos 2mn, R sin 7€ sin 27n, R cos &)
0,0, RE)

0,0,—R¢)

R¢sinm, 0, RE cosn)

RE¢sinn, 0, RE cosn),

0,&m
L&
€0,n
n
&,
&,

)=
)=
) =
) =
0) =
1) =

o~~~ o~ o~ o~

=
=
=
=c(& 1,
=
=

kun (&,7n) € [0,1] x [0,1]. Mink4 tahansa (riittdvén laajassa joukossa méadritel-
lyn) jatkuvan vektorikentén f integraali yli kunkin singulaarisen 2-kuution ¢y,
C20, C21 hévida, silla integroitavana olevaan kolmiriviseen determinanttiin tulee
ainakin yksi nollarivi. Liséksi c3g:n ja c3i:n yli otetut integraalit méaritelmén
IX.6.3 kaavassa kumoutuvat. Jos f on luokkaa C' oleva vektorikentts, saadaan
siis lauseen 1X.7.2 nojalla

ST 7= =00

Suora lasku osoittaa, etté 8(%1 (&m) x 3611(5 n) = 2Rn%sinwéciy(€,n), eli

kyseessa on "ulkonormaalivektori” sanan tavanomalsessa merkityksessd. Koska
lle11(&,n)|| = R, saadaan R-séteisen pallon pinta-alaksi

A= 2R?*1? sin 7€ dédn = 4w R%.
[0,1]x[0,1]

Esimerkki IX.7.5. Olkoon
A:{(z,y,z) |x20,y20,0§z§47x27y2}.

Kun maédritelldén c(t,u,v) = (2t cos Ju, 2t sin Ju,v(4 — 4t2)), (t,u,v) € [0,1]3,

saadaan C°°-luokan singulaarinen 3-kuutio, jolle ¢([0,1]3) = A. Miéritelméin
mukaan kaikilla (&,7) € [0,1]2

c10(§,m) = ¢(0,€,m) = (0,0,4n)

c11(§,m) = c(1,€,m) = (2cos 5¢&, 2sin 3¢, 0)

co0(§,m) = 6(5 0,1) = (2¢,0,n(4 — 4¢?))

ca1(&,m) = c(&,1,m) = (0,2¢,m(4 — 4¢?)

cz0(§,m) = 6(5,77, 0) = (2€ cos 51, 2¢ sin 51, 0)
c31(&,m) = ¢(§,m,1) = (26 cos 51, 26 sin 51, 4 — 4€2)),
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kun (&,m) € [0,1] x [0,1]. Kun integroidaan jatkuva vektorikenttd yli dc:n,
joudutaan tarkastelemaan kolmirivisia determinantteja, joissa kahtena alimpana
vaakarivind ovat kuvausten c;,, osittaisderivaattavektorit £:n ja 1:n suhteen. Kos-
ka kahden ensimmaéisen c;,:n tapauksessa determinanttiin tulee nollarivi, on

=L L]

jokaiselle A:ssa maéritellylle jatkuvalle vektorikentélle f.

Tarkastellaan esimerkkind vektorikenttdd f, jolle f(z,y,2) = (z,2y,x2).

128
Laskemalla edelld mainittujen determinanttien integraalit saadaan [, g = -

Yksinkertaisemmin tulos kuitenkin saadaan divergenssilauseen avulla. Kay-
tdmme ensin lauseen IX.7.2 ensimmadista kaavaa:

2cos gu —mtsin gu 0
/ / 4t cos —u 2sinfu  micos Gu 0 dt du dv
e [0,1]3 —8tv 0 4 — 4¢?
128
= / 4t cos Iu(4 —4?)2rt dt dudv = —.
(0,1 2 15

Lauseen IX.7.2 jalkimmaéistad kaavaa soveltaen saadaan

/&f:/AV-f:/A%dxdydz.

Kun viimeinen integraali lasketaan sylinterikoordinaattien avulla, sen arvoksi

tulee
2 z 4-r? 2
12
/ dr/2 rcos¢d¢/ rdz:Q/ r2(4 —r?)dr = 8
0 0 0 0 15

Tamé laskutapa oli kolmesta esitetystd yksinkertaisin. Singulaarisen kuution
Jacobin determinantin laskemista vastaavalta toimelta valtyttiin, koska sylin-
terikoordinaattimuunnoksen Jacobin determinantti tiedettiin ennalta. Téllaises-
sa tapauksessa on yleensdkin luonnollista ilmaista integraali divergenssin integ-
raalina yli A:ta vastaavan joukon ja sen jilkeen laskea divergenssin integraali
helpoimmalla mahdollisella tavalla.
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