Analyysi I (sivuaineopiskelijoille)
Demonstraatio 2, 22.9.2017

1. Valitaan tulkintajoukoksi reaaliluvut. Onko olemassa sellaista tulkintaa, jossa
kaava
(V2)(Vy)(V2)(z +y =2+ 2 >y =2)

on epitosi? Ohje: Ainoa vapaasti tulkittavissa oleva objekti on kaksipaikkainen
funktiosymboli +.

Vastaus: Jos 4 tulkitaan kertolaskuksi, on
1+40=24+0—1=2

epétosi ja ndin ollen myds alkuperiinen lause epétosi.

2. Kéytéd luennoilla esitettyjd méaaritelmid ja merkintdja ja osoita aksioomista
lahtien, ettd a) (—1)(—1) = 1, ettd b) (—1)xz = —x kaikille reaaliluvuille = ja
ettd ¢) 22 > 0 kaikille reaaliluvuille z.

Vastaus: a) Osoitetaan ensin, ettd (—1) - (—1) on luvun —1 vastaluku:

(1) (1) + (1) = (1) - (-1 + (=1) - 1 = (=1) - (-1 + 1) = (~1) -0 =0.

Viimeisin yhtdld perustuu luennolla esitettyyn tulokseen, jonka mukaan -0 = 0
kaikille reaaliluvuille x.

Osoitetaan tdman jéilkeen, ettd vastaluku on aina yksikisitteinen: Jos by ja b
ovat kaksi luvun a vastalukua, on a + b; = 0 ja a + by = 0 ja siis

by =b1+0="01+ (a+b2) = (b1 +a) + by = (a+by) +by =0+ by = by.

Toinen tapa: Luennolla esitetyn perusteella erityisesti 0-(—1) =0ja 1-0 = 0.

Téllgin
1 = 140=1+0-(-1)=1+(1+(-1))(-1)
= L 1+1(=) + (=)(=1) =101+ (1)) + (=1)(=1)
= 10+ (=)(=1) = (=1)(=1).

b) (-l)z+zxz=(-1)z+1-2=((-1)+1)-2=0-2 =0, joten (—1)z on luvun
x vastaluku. Vastaluvun yksikisitteisyyden perusteella (—1)z = —z.

c¢) Jos x =0, on 22 = 0 > 0. Jos taas = > 0, on x?

on —x > 0jaz? = (-1)(-1)2? = (—z)(—z) > 0.

=x-x > 0. Jos taas x < 0,

3. Kéyté luennoilla esitettyjd méidritelmis ja merkintdja ja osoita ettid kaava

(z=y)A(z<0)) =2 (z-2<y-2)

seuraa reaalilukujen aksioomista.

Vastaus: Oletetaan, ettd x > y ja z < 0. Talléin x —y > 0 ja —z > 0, mistd
seuraa ettd yz —rz = —zx — z(—y) = —z(xr —y) > 0. Tam& merkitsee, ettd
Yz > xz, tai yhtapitavasti zz < yz.



4. Selvitd ne z:n arvot joille epayhtilot
a) 222 —7<z’—z—1 ja b) |z4+2/>z+1

ovat tosia.

Vastaus: a) Vastaavan yhtilon juuret ovat 2 ja —3. Epayhtilo toteutuu, kun
—3<zr<?2

b) Kun x > —2, epéyhtilé saa muodon x + 2 > x + 1; tdmé toteutuu kaikilla
x> —2, koska 2 > 1. Kun z < -2, epéiyhtéilé saa muodon —x —2 > x4+ 1 eli
2z < —3; tdmé toteutuu, kun x < —3 eh kaikilla © < —2. Vastaus: Epédyhtalo
toteutuu kaikilla x:n arvoilla.
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5. Selvitd Re(

Vastaus:
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6. Etsi kaksi lukua joiden summa ja tulo on yksi.

Vastaus: Merkitddn niitd lukuja x:118 ja y:1l4, jolloin saadaan yhtilépari

r+y = 1
zy = 1

Jalkimmaisestd yhtélosta saadaan y = % ja sijoittamalla tdméa ensimmaéiseen
x+ % = 1 ja edelleen z:1l4 kertomalla 22 — z 4+ 1 = 0. Tamin ratkaisut ovat

—~1)2-4.1. . .
B ESVAL 12) Al HEQV =3 — H[;\/g. Vastaavat y:n arvot ovat y = %L‘/g
7. Masritelméin perusteella 2 = —1. T#llsin voisi ajatella ettd merkittiisiin i =

v —1 ja paiteltiisiin seuraavasti:
1=Vi=/(-1)(-)=v-1V-1=i-i=—1.

Mitd heikkouksia voit osoittaa téstd padttelysta?

Vastaus: Ensinndkin /—1 ei vilttdmétta ole suoraviivaisesti médriteltavissa
imaginaariyksikoksi; silli myos (—i)2 = —1. Koska miiritelmi itsessifin sisil-
tad perustavan ongelman, on kyseenalaista pitddko /(—1)(—1) = v/—1v/—1

paikkansa.

8. Esitd summa
1+1—|—1+1+1+ .+ L
4 9 16 25 225

kayttamalla Y-merkintaa.

Vastaus:

15
1
>3
k=1



