Analyysi I (sivuaineopiskelijoille)

Demonstraatio 5, 13.10.2017

1. Olkoon z2 +4y? = 1 tason R? relaation esitys implisiittimuodossa. Hahmottele

kuvaaja ja mieti miten 1aht6- ja maalijoukkoa pitési leikata jotta saataisiin ai-
kaan funktio. Mink&lainen voisi olla néin saatavan funktion eksplisiittimuoto?
Minkélainen voisi olla relaation parametrimuoto? Ohje: Voit soveltaa yksik-
kéympyrin tunnettuja esitysmuotoja.

Vastaus: Jos sijoitetaan x1 = x ja y; = 2y, saadaan yksikkdympyrin yhtilo
2 + y% = 1, joten parametrimuodoksi voidaan valita x; = cost, y; = sint,
toisin sanoen, x = cost, y = %sint. Kuvaaja:

Jos 1lahtdjoukoksi valitaan [—1, 1] ja maalijoukoksi [0, co) saadaan funktio, jon-
ka eksplisiittimuoto on f(z) = 1v/1 — 22.

. Shakkilauta on nelién muotoinen 8 X 8 -ruudukko. Tarinan mukaan ruhtinas
lupasi shakkipelin keksijalle haluamansa palkkion, ja pyynté oli: 1 riisinjyva
shakkilaudan ensimmaéiseen ruutuun, 2 toiseen, 4 kolmanteen, 8 neljanteen, 16,
viidenteen, jne., seuraavaan ruutuun aina kaksinkertainen méara jyvid edelli-
seen ruutuun verrattuna.

Esitd yleinen lauseke a) jyvien madrille ruudussa numero k ja b) jyvien yh-
teismadrille alkaen ensimimadisestd ruutuun k asti. Ohje: Geometrinen summa
on esiintynyt luennolla.

Vastaus: Jyvien méird ruudussa k on 2571 ja yhteismiirs ruudusta 1 ruutuun
k asti on
k k—1
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. Oletetaan yhden riisinjyvén painoksi 50 mg ja koko maapallon vuotuiseksi rii-
sintuotannoksi 500 miljoonaa tonnia. Kuinka monta shakkilaudan ruutua pi-
téisi peittdd edellisessd tehtdvassd mainitulla tavalla, jotta riisinjyvien yhteen-
laskettu méara vastaisi koko maapallon vuosittaista tuotantoa?

Vastaus: Edellisen tehtédvin perusteella ruudusta 1 ruutuun k yhteenlaskettu
riisinjyvien méird on 2¥ — 1, joten pitdd selvittds milld k:n arvolla olisi
(28 —1)-50mg = 500 - 10° - 103 kg < 28 — 1 =10-10° - 10% - 10°
& 28~ 1=10"% o k =1og,y(10'° + 1) = 53.1508.... ..

Vastaus: Riittda peittdd 54 ruutua.
. Selvitd yksityiskohtaisesti miten eksponenttifunktion ominaisuudesta a**¥ =
a®a¥ seuraa logaritmifunktion ominaisuus log,(zy) = log, = + log, y.

Vastaus: Tulo 2y voidaan kirjoittaa kahdella eri tavalla: zy = al°8(@¥) ja
Yy = al%8aTqlo8y = glogaTtlog. Y ijg alosa(zy) — glog, z+log, ¥ Kogka, ekspo-

nenttifunktio on injektio, on vilttdméttd log, (xy) = log, = + log, v.



5. Selvitd arvot cos § ja sin § seuraavasti: Piirré §-suuruinen kulma yksikkdym-
pyrdn sisddn siten, ettd kérki on origossa ja oikea kylki yhtyy positiiviseen
x-akseliin. Piirrd tdmén jalkeen kulman vasemman kyljen ja yksikkoympyran
leikkauspisteesta (kehépisteestd) jana pisteeseen (1,0) ja tarkastele néin saatua
kolmiota, jonka kantana toimii positiivisen z-akselin osa [0,1]. Tee johtopaé-
tokset kehdpisteen koordinaateista kiyttdmilla klassista geometriaa (=téssé

tapauksessa lukion oppimiiri) sekd yksikkéympyrin yhtilod o2 + y? = 1.

Vastaus: Koska tarkasteltava kolmio on tasakylkinen (kaksi ykkosen mittaista
sivua origosta yksikkdympyran kehélle pisteisiin (1,0) ja A) ovat kantakulmat
valttdméatta yhta suuret. Koska taas kolmion kulmien summa on 7, ovat kanta-
kulmat suuruudeltaan %, mistd seuraa ettd kolmio on itse asiassa tasasivuinen.
Edelleen seuraa, ettd ettd pisteestd A x-akselille piirretty kulman puolittaja

kohtaa z-akselin kulmassa m — § — %% = 5. Koska lisdksi kulman puolitta-
ja jakaa vastaisen sivut viereisten suhteessa, voidaan padtelld, ettd pisteen A
z-koordinaatti on % Samaisen pisteen y-koordinaatti on 1/1 — (%)2 = @
Niin ollen cos § = % jasing = §

6. Selvitd yhtélon sin x + sin 3z 4 sin 5z = 0 kaikki ratkaisut.

Ohje: x = 3z — 2z, bx = 3z + 2z, kiytd trigonometristen funktioiden summa-
kaavoja.

Vastaus: Trigonometristen funktioiden summakaavojen perusteella yhtélo voi-
daan kirjoittaa muotoon

sin(3z — 2z) + sin 3z + sin(3z + 2z) =0
& sin 3z cos 2x — cos 3x sin 2x + sin 3x + sin 3x cos 2x 4 cos 3x sin 2x = 0
& sin 3z cos 2z + sin 3x + sin 3z cos 2z = 0
& (2cos2x 4+ 1)sin3x =0,

jonka ratkaisut ovat cos 2x = —% tai sin 3z = 0. Ensimmaéisen yht&lén ratkaisut
ovat 2x = :t%7r + 27 - n, missd n € Z, siis x = :l:% + 7 - n, missd n € Z. Toisen
yhtélon ratkaisut taas ovat 3z = nm, missd n € Z, siis x = §n, missd n € Z.
Koska my6s ensimmaisen yhtélon ratkaisut ovat tdtd muotoa, voidaan kaikki
ratkaisut kirjoittaa muotoon x = gn, missi n € Z.

7. Selvitd seuraavien pisteiden esitys napakoordinaatistossa (etdisyys origosta ja
vaihekulmat):

a) (1,v3), b) (1,=v3), ¢ (=1,v3), d) (-1,-V3)
Vastaus: Jokaisen pisteen etiisyys origosta on 1/12 + (v/3)2 = 2.
Vaihekulmat:

a) tanf = ? Koska pisteen z-koordinaatti on positiivinen (piste sijaitsee
tason oikealla puolella), voidaan valita § = arctan /3 = 3

b) tanf = _T‘/?’ Koska pisteen z-koordinaatti on positiivinen, voidaan valita
0 = arctan(—v/3) = —Z. Vaihtoehtoisesti vaihekulmaksi voidaan valita —% +
2 = %’r

c) tanf = ‘f—? Koska pisteen z-koordinaatti on negatiivinen (piste sijaitsee

tason vasemmalla puolella), voidaan valita § = 7 +arctan(—v/3) = 71— % = 2.



d) tanf = %\{g Koska pisteen z-koordinaatti on negatiivinen, voidaan valita

_ _ _ 4
0 =+ arctan(v3) =7+ £ = 4.



