Analyysi I (sivuaineopiskelijoille)
Demonstraatio 7, 3.11.2017

1. (Tuplapistetehtéva Olkoon aq, as, as, ... suppeneva lukujono jossa a, > 0
jostakin rajasta n € {1,2,3,...} alkaen. Todista raja-arvon méa#ritelmaén pe-
rustuen, ettd 1) A = lima, > 0 ja ettd 2) lim /a,, = v/A. Ohje: Kohdassa 1)
on mahdollista aloittaa vastaoletuksella, jonka mukaan raja-arvo A < 0. Lisik-
si on mahdollista valita € = %. Tastd nayttaisi seuraavan ristiriita, mika ja
miten? Esimerkistd 2.31 voi olla apua kohdassa 2).

Vastaus: Todistetaan ensin, ettd A > 0. Tehddén vastaoletus, jonka mukaan
A <0 ja valitaan € = —%. Raja-arvon méiritelmén mukaan d(ay, A) < €, kun
n on riittdvin suuri. TAma epdyhtilo voidaan kuitenkin kirjoittaa ekvivalenttiin
muotoon seuraavasti:
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d(an, A) < € & |a, — 4| <—§:>an—A< 5 T < 5
Tama4 on ristiriita, koska oletuksen mukaan a,, > 0.

Oletetaan ensin, etti, A = 0. T#lldin d(an,0) = a, < €2, kun n > N,2, ja niin
ollen d(y/a,,0) = \/a, <€, kun n > N.
Oletetaan sitten, ettd A > 0. Talloin
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Koska lima, = A, on d(an, A) < v/Ae, kunhan n > N Tillsin on myds

d(y/an, VA) < (an, A) < VAe=e.
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2. Madrité raja-arvo
5n3 — 3n + 2

™3 —1

ja perustele se oikeaksi kun tiedetdin ettd lim% = 0, limc¢ = ¢ ja tunnetaan
summia, tuloja, ja osamé&arid koskevat raja-arvotulokset.
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Vastaus: . )
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Tuloa koskevan raja-arvotuloksen perusteella 7712 = % . % 2700 ja sa-
moin # 7200, Tuloja, summia, ja osamé&drid koskevien tulosten perusteella

kysytty raja-arvo on siis
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3. Todista raja-arvo
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oikeaksi médritelméasn perustuen. Etsi lisdksi jokin sellainen luku N_1 , ettd
1000

d(an, %) < Tloo’ kunhan n > N101W. Vastaus:

d(5n3—3n+2 g) _ 5n3—3n+2_5‘:’7(5n3—3n+2)—5(7n3—1)
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kunhan n? > 2%, miki puolestaan tapahtuu kun n > 2%

Arvolla € = g5 t8mé saa arvon v/500 = 10v/5 = 22.360. . ..

Y114 itseisarvomerkkien poisto perustuu siihen, ettd —21n+19 < 0ja 7n®—1 >
0 kun n € N. Arvio puolestaan perustuu siihen, ettd —19 < 0ja 1 < n < n3.

. Maarita raja-arvo
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Vastaus:
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. Maarita raja-arvo
lim(v/4n? —n — 2n)
Ohje: Esimerkin 2.31 mukainen laventaminen saattaa edistid asiaa.

Vastaus:
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. Maarita raja-arvo
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Vastaus: )
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Sulkeiden sisélld oleva jono on tunnetun, lukua e kohti suppenevan jonon
(1+ %)” osajono, ja talloin myds osajon suppenee kohti lukua e. Tehtévin

o1
1 perusteella vastaus on siis e2 = y/e.

. Maarita raja-arvo
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Vastaus: Raja-arvo pysyy samana, mikili tarkastellaan vain arvoja n > 2.
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