Analyysi I (sivuaineopiskelijoille)
Demonstraatio 9, 17.11.2017

3—z, kunz <2
1. Hahmottele funktion f(z) = 3, kun x =2 kuvaaja ja selvitd raja-
41, kuna>2
arvot lim f(z)ja lim f(z). Onko funktio f jatkuva vasemmalta tai oikealta
r—2+ T—2—

pisteessd x = 27
Vastaus:
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xlgglJr flz) = xlgggr(g +1)=2, xli%lff(x) = zlgg—(?) —z) = 1. Koska f(2) =3,
ei funktio ole kummaltakaan puolelta jatkuva.
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2. Miki on funktion f(z) = =+ 29
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sithen kuulumattomissa pisteissd siten ettd siitd tulisi jatkuva?

médrittelyjoukko? Voidaanko f méaaritelld

Vastaus: f on midritelty koko reaaliakselilla lukuunottamatta nimittijin z2? —

4 = (z — 2)(z + 2) nollakohtia z = 42. Koska 2° + z — 6 = (z — 2)(z + 3),
voidaan todeta etté

?+z2-6 (z-2)(x+3) x+3 450 5

2—4  (z2-2)(z+2) x+2 4

Néin ollen méarittelemalld f(2) = % saadaan f jatkuvaksi pisteessd xz = 2.

Toisaalta kun x — —2, on lausekkeen

2?+2-6 (z-2)(x+3) x+3

2—4  (z2-2)(xz+2) w+2
osoittaja ldhelld lukua 1, ja kun x > —2, kasvaa lausekkeen arvo yli kaikkien
rajojen kun x — —2. Jos taas x < —2, laskee lausekkeen arvo alle kaikkien
rajojen, kun z — —2. Néin ollen funktiolla f(x) ei ole raja-arvoa kun x — —2,
joten funktiota ei voida médritella pisteessd x = —2 siten etté se olisi jatkuva.

3. Madritellddn ns. lattiafunktio seuraavasti: |x| = max{n € Z | n < z}. Hahmot-
tele funktion f(x) = |z| kuvaajaa ja selvitd raja-arvot lin?a f(x)ja 111514r f(x).
T—2— T—

Mitké ovat funktion f epdjatkuvuuspisteet? Onko f vasemmalta tai oikealta
jatkuva epdjatkuvuuspisteissi?

Vastaus:
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Vastaus: Valitaan x < 2 kuitenkin niin 18heltd lukua 2, ettd x > 1%. Talldin
ndhd&in, ettd
lim f(z)= lim 1=1.

r—2— r—2—

Jos taas valitaan x > 2 niin 1dheltd lukua 2, ettd = < 2%, on

li = lim 2=2.

A )=y,

Funktion epdjatkuvuuspisteet ovat tdsmélleen kaikki luvut x € Z, funktio on
jokaisessa epéjatkuvuuspisteessd oikealta jatkuva mutta vasemmalta epéjatku-
va.

. Olkoot a ja b € R sekii f(x) = (z —a)®(z —b)® + . Osoita, etti vililld [a, b] on
sellainen piste &, ettd f(£) = 2(a +b).

Vastaus: Polynomifunktiona f on jatkuva, ja helposti ndhdaén ettd f(a) = a,
f(b) = b. Jatkuvien funktioiden véliarvolauseen mukaan f saa kaikki arvot a:n
ja b vililld. Koska néihin lukeutuu “TH’, on viite tosi.

. Osoita ettd yhtalolld x = cosx on ainakin yksi reaalinen ratkaisu. Etsi jokin
likiarvo ratkaisulle.

Vastaus: Merkitadn f(z) = x — cosz, jolloin f on jatkuva, f(0) = —1 < 0,
f(5) =% — 0> 0. Bolzanon lauseen perusteella vililla [0, §]. Kumpi tahansa
padtepisteistd kelpaa likiarvoksi nollakohdalle. Tarkempi likiarvo =z = 0.73. ..
voidaan 16ytad ns. haarukointimenetelmalls,

. Oletetaan, ettd f : [0,1] — [0,1] on jatkuva funktio. Osoita ettd on olemassa
sellainen piste £ € [0, 1] etta f(&) =¢&.

Vastaus: Madritelldén apufunktio g(z) = f(z) —x, jolloin my6s g on jatkuva ja
9(0) = f(0) =0 = f(0) > 0 sekéi g(1) = f(1) =1 < 0. Jos f(0) = 0 tai f(1) =1,
on haluttu piste & 16ydetty. Jos kumpikaan yhtasuuruuksista ei toteudu, on
f(0) > 0ja f(1) < 1, misté seuraa ettd g(0) > 0 ja g(1) < 1, ja tdllin voidaan
kiyttdd Bolzanon lausetta, jonka mukaan on olemassa sellainen £ € (0,1), etté

9(§) =0 f(§) =&

. Olkoon p(x) = cg+c12+ cox?® + . .. + ¢, 2™ reaalikertoiminen polynomi, jossa n
on pariton. Osoita ettd polynomilla p(z) on ainakin yksi reaalinen nollakohta

Vastaus: Jos n on pariton, voidaan helposti ndhdé ettd lim z" = coja lim z" =
T—00 T——00

—00. Koska lisaksi

. . = a1 C2 .
lim (cot-crztcor’+. . 4cpz™) = lim (—+——+——+.. .4¢,)z" = ¢,- lim 2™
T—00 zo0 gt ¥l gn—2 T—00



Analogisesti voidaan todeta ettd

lim (co+ 1z + o+ ..+ cpx) = ¢, lim z".

T—>—00 T——00
Jos siis ¢, > 0, on lim p(z) = oo ja lim p(x) = —oo. Jos taas ¢, < 0, on
T—00 T—r—00
lim p(z) = —o0 ja lim p(z) = occ.
T—>00 T—r—00

Kummassakin tapauksessa voidaan todeta ettd polynomi saa negatiivisen arvon
jossain pisteessé c; ja positiivisen arvon jossain pisteessd co. Téll6in Bolzanon
lauseen perusteella polynomilla on nollakohta valilld [eq, c2].

. Olkoon p(x) = co+c1x+cox? +. .. +c,z™ on reaalikertoiminen polynomi, jossa
cocn, < 0. Osoita, ettd polynomilla p(z) on ainakin yksi reaalinen nollakohta.

Vastaus: Oletetaan ensin, ettd ¢y < 0 ja ¢, > 0. Télléin p(0) = ¢p < 0 ja

lim p(x) = oo, joten jatkuva funktio p(z) saa negatiivisia ja positiivisia arvoja.
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Bolzanon lauseen perusteella p(z) saa my6s nollan arvokseen.

Oletetetaan sitten, ettd co > 0 ja ¢, < 0. Talloin p(0) > 0 ja li_>m p(x) = —o0.
€T oo

Niin ollen jatkuva funktio p(x) saa positiivisia ja negatiivisia arvoja, joten
viittdma seuraa Bolzanon lauseesta.



