Analyysi I (sivuaineopiskelijoille)
Demonstraatio 10, 24.11.2017

1. Méaritelladn kahden muuttujan funktio seuraavasti:

z2y

f(xay):m‘

Selvita lahestyvitko funktion arvot jotain lukua, kun (z,y) ldhestyy origoa
pitkin suoria y = kx (k € R) tai pitkin suoraa = = 0. Selvitd lisdksi miten
funktion arvot kiyttdytyvit kun (z,y) lihestyy origoa pitkin paraabelia y =
kx? (k € R). Mitd voidaan havaintojen perusteella sanoa raja-arvosta

li ?
e f(z,y)

Vastaus: Jos kK # 0, y = kx jax # 0, on

22 kx kx50

xt + (kx)? T 22 + k2 0

fz, kx) =

Jos taas k=0, jaz # 0, on

z—0

fz,0) =022 0.

Jos sitten x =0 ja y # 0, on

F(0,y) =00,

Johtopéatos: f(z,y) — 0 aina kun (x,y) ldhestyy origoa jotain suoraa pitkin.

Jos toisaalta y = kz?, on
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x° - kx k
f(:L’,kan): 1 2.4 2"
x* 4+ k*x 1+ k&
Titen siis esim. paraabelilla y = 22 funktion arvo on % ja paraabelilla y = —z?

arvo on —%. Koska kummankin paraabelin pisteitd on mielivaltaisen 1dhelld
origoa, ei funktiolla voi olla raja-arvoa, kun (z,y) — (0,0).

2. Maarita
d tan( m2>
= tan(———
dx 2

Vastaus: Ketjusdannon perusteella

2 1,2 d 1’2 2

d x x
Ir tan(—?) = (1+ tan2(—?))@(—?) =1+ tanz(—j))(—l’)
2

= 2(1 + tan? %)

Toinen muoto: )
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Kuva 1: Funktion f(z,y) = x—i% kuvaaja

3. Madrita
d 1
de (22 +z+1)*
Vastaus:
ey e s A P ("+at1) 7 (2e+1) (2 +z+1)p
. Maarita
d cos T
dx sin(z?) 4 a2
Vastaus:
d cos T _ —sina - (sin(2?) 4+ 2?) — cosa - (cos(2?) - 2z + 2x)
dx sin(x?) + 22 (sin(z?) + 22)? '

. Olkoon x > 0. Selvita %\/E derivaatan médritelméén perustuen laskemalla

raja-arvo
. Vrt+h—yx
lim ————.
h—0 h

Vastaus:
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6. Madritellddn funktio f seuraavasti:

_f 2z, josx #1,
f(x)—{ 2, josx=1.

ja madritetddn derivaattafunktio seuraavasti:

d () = %23@ =2, josx #1 (1. asteen polynomi),
da 42=0, josz=1 (vakio).

Tuliko derivaattafunktio méiritettyd oikein? Jos ei, mikd meni viadrin? Ohje:
hahmottele funktion f kuvaaja ja selvita olisiko f:lle yksinkertaisempaa esitys-
asua.

Vastaus: Yksinkertaisempi esitys olisi f(z) = 2z kaikille x € R ja talléin voi-
daan ndhda, ettd f'(x) = 2 koko reaaliakselilla. Y14 esitetty virheellinen méé-
ritys pisteessd x = 2 johtuu siita, ettd derivaatta, samoin kuin raja-arvokin, ei
ole pisteittidinen kisite. Ei siis ole mahdollista méarittda raja-arvoa tai edel-
leen derivaatan arvoa jos funktion arvo on tiedossa vain jossakin yksittédisessé
pisteessé.

7. Demotehtdvan VIII/14 mukaan funktio f(z) = 2 sin i voidaan maaritelld myos
origossa jatkuvaksi jos asetetaan f(0) = 0. Missé néin saatu funktio on deri-
voituva? Maaritad derivaattafunktio sielld missi se on olemassa.

Vastaus: Jos © #£ 0, on

d 1 1 1 1 1 1 1
%(xsin ;) =1 sin; + x(— cos 5)(_ﬁ) = Sin; — cos—.

Derivoituvuus pisteessd x = 0 pitdd tarkastella erikseen:

fO+h) = 10) _ - hsin — = sin —.
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h h h
Luentoesimerkin perusteella raja-arvoa }llur[l) sin 7 ei ole olemassa, joten funktio
—
on derivoituva kaikkialla muualla paitsi origossa.
8. Olkoon f(x) = z? sin% kun x # 0. Laajenna f pisteeseen x = 0 siten ettd siitd
tulee jatkuva. M&&rita tdmén jalkeen f’(x) kaikkialla missé se on olemassa.
Vastaus: Demotehtévistd VIII/14 seuraa, etta

. 1
lim 22 sin — = 0.
x—0 xT

Néin ollen on maériteltdva f(0) = 0, ja talloin

(0) = tim LOENZION oy pin L,

Jos taas x # 0, on

1 1 1 1 1
f'(x) = 2z sin — + 22 cos —(——5) = 2zsin — — cos —.
x x oz x x



