Analyysi I (sivuaineopiskelijoille)
Demonstraatio 11, 1.12.2017

1. Olkoon f(x) = a® + 3z + 1. Osoita, ettd f : R — R on bijektio ja miiriti
&l ).
Vastaus: f/(z) = 322 +3 > 3, joten f on kasvava funktio ja niin ollen injektio.
Lisdksi xgriloof(x) = 400, joten f saa miten tahansa suuria ja pienid arvoja.
Lisdksi jatkuvana funktiona f saa kaikki arvot kahden saavuttamansa arvon
vilissd, joten f on surjektio.
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2. Oletetaan ettd x > 0. Osoita ettd tilloin In(1 +2) <z jaIn(l +z) > 2 — 5.
Ohje: Katso Esimerkki 4.53.

Vastaus: Merkitddn ensin f(x) = In (1 + x) — x, ja osoitetaan, ettd f(z) <0,
kun z > 0. Nyt f(0) =0 ja f'(z) = ——1< 1 —1=0kun z > 0. Néin ollen
f on vdhenevi, kun = > 0 joten f(z ) < 0 kun x > 0.

Merkitéén sitten f(z) = In(1 + r)—r+ 5 Ja osoitetaan, ettd f(z) > 0, kun
>0 f0)=0ja fl(z) = gz —1+2z= 155 = 0, joten f on kasvava, kun
x > 0. Néin ollen f(z) > 0 kun = > 0.

3. Putoavan meteoriitin nopeus on ki&ntiden verrannollinen sen etiisyyden neli6-

juureen planeetan keskipisteestd, siis v = —%, missé ¢q on vakio. Osoita, ettd
tiillt')in meteoriitin kiihtyvys on kiidntien Verrannollinen etdisyyden neli6on, siis
a = %, missd co on vakio. Ohje: v = fl‘z, a= dt Kayta ketjusddntoa.
Vastaus:
dv dvds 1 _s3 1 _3 1 1,5 5
= T e 318 tv=gas 2(—cy)s 2 = —5c1s

4. Oletetaan, ettd jadstd muotoiltu pallo sdilyttdd muotonsa sulaessaan. Lisdksi
oletetaan, ettd sulaessa pallon tilavuus pienenee nopeudella, joka on suoraan
verrannollinen pallon pinta-alaan. Osoita, etté talléin pallon sdde pienenee va-
kionopeudella.

Ohje: Selvitd aluksi milla operaatiolla pallon tilavuudesta V(r) = %71’7”3 saa-

daan sen pinta-ala A(r) = 4772 Esiti sitten tarvittavat suureet differentiaali-
laskennan késitteiden avulla.

Vastaus: V'(r) = A(r), sulaessa 47 = —kA. Toisaalta.
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. Kun ympyranmuotoista metallilevyd lammitetddn induktioliedelld, sen sidde
kasvaa 0.1 mm/min. Mik& on levyn pinta-alan kasvunopeus silld hetkelld kun
sidde on 10 cm?

Vastaus: Koska A = 772, on % =27r ja

dA _dAdr_, dr
dt  drdt ar
josta
dA
(E>r:1oo =27-100-0.1 = 207 ~ 62.8  (mm?/min).

. Ympyranmuotoisen kartongin side on R. Kartongista leikataan pois a:n suurui-
nen sektori, ja leikattu kartonki taivutetaan kartioksi. Milld kulman « arvolla
saadaan suurin mahdollinen kartion tilavuus?

Vastaus: Kartion reunan pituudeksi jaa 2rR — aR, jolloin sen pohjaympyran
side on r = (1 — 5-)R ja korkeus saadaan yht#lostd h? 4+ 1?2 = R?, josta
h = VR? —r2. Kartion tilavuus on V = imr’h = In(R*h — h?) ja niistd

v _ 1 2_a9p2y dh _ =20 _ —r i dr _ _ R :
saadaan 95 = 3m(R* — 3h%), r = sz = h A ge = Tar )2

av dvdh dVidhdr 1 _, . o /—r\/—R
do dhde = dhdrda 3" 3h)(h)<27r>

& R2:3h2<:>R2:3(R2—r2)<:>3r2:2R2<:>r:\/ER

3
a 2 2
= (1—27T)R:\/;R(:)a:27r<1— 5)7

asteina 360 - (1~ ,/2) ~ 66.061.

. Olkoon sylinterinmuotoisen siilyketolkin tilavuus V. Miten tulee t6lkin korkeus
h suhteessa pohjan siteeseen r valita, jotta tolkin kokonaispinta-ala (vaippa ja
paddyt) olisi mahdollisimman pieni?

Vastaus: A = 2712 4 27rh ja V = mr2h, joista

Vv 2V
A =2xrh + 27?2 = 27r7“—2 +omr? == 4 o
mr r

ja edelleen

dA 2V
E = —TT+47T7’—O

& 2V =dnr? & mrPh =213 & h = 2r.

. Maiarita raja-arvo

Vastaus:
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