Analyysi I (sivuaineopiskelijoille)
Demonstraatio 12, 8.12.2017

1. Valitse jokin alkuarvo xg ja madrita toistuvasti kosinifunktio: ;41 = cos x; kul-
man yksikkéni radiaani. Kuinka monta kertaa pitdd kosinifunktio méarittas,
ettd raja-arvoon lim x; padstdin neljin desimaalin tarkkuudella?
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Vastaus: Esim. alkuarvosta xg = 1 saadaan jono x; = cosxzg = 0.5403023.. .,
T9 = cosxy = 0.8575532..., 3 = cosxzy = 0.654289..., jne. Jono suppenee
kohti kosinifuktion kiintopistettd x; = 0.739085133215160. .., mutta vasta 21
iteraatiokierroksen jélkeen haluttu raja-arvo saadaan neljin desimaalin tark-
kuudella.

Valittu alkuarvo vaikuttaa toki tarvittavien kierrosten méaraan jonkin verran.
2. Valitse sopiva alkuarvo ja kiytd Newtonin menetelm#é funktion f(z) = cosxz—

x nollakohdan etsimiseksi. Kuinka monta iteraatiota tarvitaan, jotta nollakohta
saadaan méadritettyd kahdeksan desimaalin tarkkuudella?

Vastaus: Iteroitava funktio on talloin
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Esim. alkuarvosta xg = 1 ldhtien saadaan z7 = g(x¢) = 0.750363867840243 . . .,
xg = g(x1) = 0.7391128909113617..., z3 = 0.739085133385284 ..., x4 =
0.739085133215160 . . ., mistd ndhdaan, ettd jo kolmen iteraatiokierroksen jal-
keen on saavutettu kahdeksan desimaalin tarkkuus.

3. Midritd funktion f(z) = 2% — 223 + 1 lokaalit seki globaalit #4riarvot ja kiin-
nepisteet.

Vastaus: f'(z) = 42° + 62% = 42*(z —3) = 0 & o = 0V = 3. Lisiksi
fflx)y=12z(z—1) =0 z=0Vze=1

Vastaus: Voidaan todeta, ettd lim f(z) = oo, joten kaavion
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perusteella f (%) = —% on lokaali ja samalla globaali minimi. Muita lokaaleja

dédriarvoja ei ole. Kéddnnepisteet ovat * = 0 ja « = 1. Aluella x < 0 on f
alaspdin kupera, vililld (0,1) ylospédin kupera, ja kun = > 1, on f jilleen
alaspdin kupera.
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4. Selvitd funktion f(z) = . asymptootit, lokaalit aariarvot, ja kiannepis-
teet.
Vastaus: Jakokulmassa saadaan
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mistd ndhdédan, ettd 2z + 1 on vino asymptootti. Lisiksi voidaan havaita, etta

lim = oo ja lim = —o0, joten z = 14 on pystysuora asymptootti.
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Kuva 2: Funktion f(x) = 222_13[; kuvaaja

1 2
fi(z) = CEN

funktiot f, f’ ja f” eivit ole médritelty pisteessi x = 1, mutta merkkikaavio
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Edelldmainitun perusteella globaalia maksimia tai minimié ei ole, mutta lokaali
maksimi on f(1+¥2) = 342v/2 ja lokaali minimi f(1—¥2) = 3—2y/2. Ainoa
kiddnnepiste on x = 1: arvoilla x < 0 f on yléspiin kupera, arvoilla z > 0
alaspdin kupera.

. Olkoon M vakio. Etsi mahdollisimman hyvi ensimméisen asteen polynomi-
funktio, joka approksimoi funktiota f(xz) = v M? + z, kun x on itseisarvoltaan
pieni. Esitd tdmén perusteella arvio luvulle v/630 = /625 + 5 kiyttamatta
laskinta.

Vastaus: Derivoituvuuden méaritelmén perusteella
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ja sijoittamalla zg < M? seké h < z saadaan
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Niin ollen
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Tarkempi likiarvo on /630 = 25,0998008.. . ..

. Oletetaan, ettd funktiolla f(x,y) on osittaisderivaatat sekd x:n ettd y:n suh-
teen. Napakoordinaattimuunnoksessa sijoitetaan x = rcosf, y = rsinf. Selvi-

t4 miten % ja g—e voidaan esittda lausekkeina, joissa esiintyy 7z ja ggjj
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Edelleen voidaan havaita ettd cosf = 7 T ja samoin sinf ;
Y Niin ollen
w2+y2
o« _of __y 0
ar_w/x2+y2aflf \/$2+y28y,
0 0 0
or __ o of

00 oz oy’

. Newtonin gravitaatiolain mukaan kahden kappaleen vililld vallitsee vetovoima
joka on suoraan verrannollinen kappaleiden massoihin m ja M seki kddntéen
verrannollinen etédisyyden r nelion:
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missd verrannollisuuskerroin G on ns. gravitaatiovakio. Kéyté luennolla esitet-
tyd (Luentoruudut 23, s. 10, monisteen s. 127) lineaarista approksimaatiota
arvioidaksesi kuinka monta prosenttia maan vetovoima kiertoradalla 360 km
korkeudella on maan pinnalla vallitsevasta vetovoimasta. Maan séteeksi arvioi-
daan 6400 km.

Vastaus: Prosentuaalinen vihennys maan vetovoimasta kiertoradalla on
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8. Loydoksen iké (vuosina) ajoitetaan kaavalla T'(z) = —kInx, missd k = 8267 ja

T = Nﬂo on jaljelld olevien hiili-14 ytimien osuus. Esitd differentiaalilaskennan

tarjoama lineaarinen arvio ajoitusvirheelle kun oikea arvo x on mitattu vairin
arvoksi x + Ax. Kuinka suuri ajoitusvirhe arvion perusteella korkeintaan on,
kun |Az| < 0,01, jos x = 0,707 Enti jos z = 0,307

Vastaus: Jos x = 0,70, on
AT =T(x+ Az) — T(z) = T' () Az = —SACE ~ —11810 - Ax
Talloin
|AT| ~ |—11810 - Az| = 11810 |Az| < 11810 - 0,01 = 118, 1.

Jos taas x = 0, 30, on vastaava arvio

|AT| ~ |—27557 - Az| = 27557 |Az| < 27557 - 0,01 = 275,6



