Analyysi I (sivuaineopiskelijoille)
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parametriesitys, jossa t € R. Hahmottele kiyrad ndkyviin ja osoita, ettd piste
(%, %) kuuluu kéyrélle. Etsi tdhén pisteeseen asetetun tangentin yhtalo.

Demonstraatio 13, 15.12.2017
1. Olkoon

Vastaus:

ol ——

Kuva 1: Tehtdvéin 1 kdyré piirrettynd parametrivalilla ¢ € [—8, 8]

Piste (2, 2) kuuluu kiyrille, mikili yhtiloparilla
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on ratkaisu. Yhtélopari voidaan kirjoittaa muodossa
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22 — 5t + 2

Ensimmaisen yhtéilon ratkaisut ovat t = i%, joista vain t = % toteuttaa toisen

yhtalon. Niin ollen parametrin ¢ = % arvo tuottaa kysytyn pisteen.
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Etsitddn tangentin yhtédlod varten ensin kulmakerroin:
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Suoraan laskemalla saadaan
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Arvolla t = % tasta saadaan —%.

Tangentin yhtélo on siis y — % —%(m — %), joka edelleen kirjoittaa muotoon

—41

2t



2. Olkoon A = {(2cost — cos2t,2sint —sin2t) | t € [0,27]} C R2. Osoita etti
sopivasti pisteen (ﬂ,ﬂ — 1) ympéristoon rajoittautumalla A:sta saadaan
derivoituva funktio f. Laske f'(1/2).

Vastaus: Selvitetdin ensin milli #:n arvolla saavutetaan piste (v/2,v/2 — 1) ja
tatéd varten ratkaistaan yhtalo

2cost—cos2t = V2 & 2cost—(2cos’t—1) = V2 & 2cos? t—2 cos t+v2—1 = 0,
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Arvo cost =1 — 7

tuottaa ristiriidan toisen yhtélon kanssa:
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Talloin siis olisi

1
1=cos’t+sin’t=2(1- —)> :2—2\5,
(1- )
miké on ristiriita.

Ratkaisua cost = - vastaa arvot t € {3

V2
toteuttaa toisen yhtalon.

,2m — T}, joista vain ensimméinen

Derivaatta saadaan seuraavalla tavalla:

@_Zj’ 2cost —2cos2t

de ‘fl—f © —2sint + 2sin 2t

Sijoitus t = 7, antaa arvon
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3. Arkhimedeen spiraalin napakoordinaattiesitys on r = £, missd ¢ € [0,00).
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Osoita, ettd piste (z,y) = (g, %

piirretyn tangentin yhtalo.

) kuuluu kiyrille ja méaritd tdhén pisteeseen

Vastaus: Koska ¢ = rcosp ja y = rsin, pitda selvittdd onko sellaista arvoa

o, ettd yhtalopari
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rsing =

toteutuu. Korottamalla yhtalot puolittain toiseen potenssiin ja laskemalla yh-
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Kuva 2: Tehtavin 2 kidyrd tunnetaan nimelld kardioids.

josta 7 = £ ja edelleen ¢ = Z7r. Sijoittamalla timi esitykseen
] 5 ] @ = 5. Sij

r = Zcosyp
y = Zsing

voidaan todeta, ettd arvolla ¢ = I saavutetaan piste (%, 77\/3)
Tangentin kulmakerroin voidaan selvittdd seuraavasti:
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mistd saadaan kulmakertoimen arvoksi
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Tangentin yhtalé on

Kuva 3: Arkhimedeen spiraali

4. Selitd miksi yhtdls e™In = x + % méadrittelee jossakin pisteen (e, é) ympé-
ristossi derivoituvan funktion f. Laske f(e).



Vastaus: Merkitaan F(x,y) = ™ ln% -z — i, jolloin yht#lé saa muodon
F(z,y) =0.
1

Suoraan laskemalla todetaan, ettd F'(e, <) = 0. Funktion F' osittaisderivaatat
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ovat jatkuvia, kun x, y > 0, erityisesti jossakin pisteen (e, é) ymparistossa.
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—(e,-)=e'-elne® —et e+ e* =2 £0.
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Téll6in implisiittifunktiolauseesta (Lause 5.26) seuraa, ettd yhtdlo F'(z,y) =
0 mé&éirittelee jossakin pisteen (e, é) ympéristossi derivoituvan funktion y =
f(x). Derivaatan arvon laskemiseksi maaritetdan vield
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. Esita lauseke derivaatalle %, kun y? = 22 + sin(xy).
Vastaus: Tapa 1: Implisiittiselld derivoinnilla saadaan
2y’ = 2x + cos(zy)(y + zy'),

josta voidaan ratkaista
;2w +ycos(zy)
2y — x cos(zy)

Tapa 2: Merkitiin F(z,y) = y? — 2% —sin(zy), jolloin alkuperiinen yhtilo saa
muodon F(z,y) = 0. Tallsin

OF
J = — o _ —2x — y cos(xy)
- oF — _ :
5 2y — x cos(zy)

. Yht#ls 223 — 322y + 5y® = 9 midrittelee tasokiyrin. Onko tilld kiyrilld on
vksikésitteinen tangentti jokaisessa pisteessadn?

Ohje: Jos kiyrd médrittelee jonkin pisteensd ympéristossi derivoituvan funk-
tion y = f(z) tai z = g(y), voidaan tangentti asettaa yksikésitteisesti tallaiseen
pisteeseen.

Vastaus: Olkoon F(z,y) = 22% — 322y + 53% — 9, jolloin

F
(c?)x = 622 — 6y

ja
oF

Z = 322 + 1592
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Tilanteessa jossa molemmat néistd ovat nollia, on siis

{ 22—zy = 0

22 —-5y2 = 0
Ylemmén yhtélon perusteella joko x = 0 tai x = —y. Jos x = 0, on alem-
man yhtdlon perusteella myos y = 0, mutta téllainen piste ei kuulu kéiyralle
F(z,y) = 0. Jos taas x = —y, on alemman yhtilén perusteella —4y? = 0, mis-

td seuraa y = ¢ = 0. Niin ollen kiyrilla oleville pisteille on joka tapauksessa
joko 9E 2£ 0 tai %{#0.

Implisiittifunktiolauseen perusteella tésté seuraa, etté jokaisessa kiyrén pisteen
(z,y) ympéristossd on olemassa joko derivoituva funktio y = f(x) tai x =
g(y). Néin ollen kiyrélle voidaan asettaa yksikdsitteinen tangentti jokaiseen
pisteeseen.

. Tarkista kuuluuko piste (2,1) edellisen tehtévin kdyrélle ja maaritd f/(2).

Vastaus:
F(2,1)=2-22-3.22.14+5-13 -9 =0,

joten piste kuuluu kéyrélle. Implisiittiselld derivoinnilla saadaan
622 — 62 — 322y’ + 15y% = 0,

josta voidaan ratkaista
; 222 — 21

Y= 02 52

ja tédhén sijoittamalla (x,y) = (2, 1) saadaan edelleen

y'(2) = —4.



