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Reaalilukujen aksiomatisointi

Lahtokohta
(Rv 07 1’ -+, )
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Reaalilukujen aksiomatisointi

Lahtokohta
(Rv 07 17 -+, )

o Kaikille reaaliluvuille a, b ja ¢ patee a+ (b+c)=(a+b)+ ¢
jaa-(b-c)=(a-b)-c.

o Jokaiselle reaaliluvulle a patee 0 +a=ajal-a= a.

@ Jokaista reaalilukua a kohti on olemassa a:n vastaluku —a,
joka toteuttaa a + (—a) = 0 ja jokaista nollasta eroavaa
reaalilukua a kohti on olemassa kiinteisluku a1, joka
toteuttaa a-a~ ! = 1.

o Kaikille reaaliluvuille a ja b patee a+b=b+ajaa-b=b-a.

@ kaikille reaaliluvuille a, b, ja c patee a-(b+c)=a-b+a-c.
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Reaalilukujen aksiomatisointi

Jarjestysaksioomat

On olemassa osajoukko Ry C R, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

@ Jokaista reaalilukua a kohti patee tarkalleen yksi
vaihtoehdoista a € Ry, a =0 tai —a € R,.

@ Josa,be Ry, nina+b, a-beR,.
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@ Jokaista reaalilukua a kohti patee tarkalleen yksi
vaihtoehdoista a € Ry, a =0 tai —a € R,.

@ Josa,be Ry, nina+b, a-beR,.

Taydellisyysaksiooma

Jokaisella epatyhjalla, ylhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla on
pienin ylaraja.
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Reaalilukujen aksiomatisointi
Jarjestysaksioomat

On olemassa osajoukko Ry C R, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

@ Jokaista reaalilukua a kohti patee tarkalleen yksi
vaihtoehdoista a € Ry, a =0 tai —a € R,.

@ Josa,be Ry, nina+b, a-beR,.

Taydellisyysaksiooma

Jokaisella epatyhjalla, ylhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla on
pienin ylaraja.

(Vx)(x - 0 = 0)
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Lisaa rakenteita

Vahennys- ja jakolasku

@ Reaalilukujen ldhtokohta (R, 0,1, +,-).
e Jokaisella x € R on vastaluku —x, jolle patee x + (—x) = 0.

o Jokaisella x € R\ {0} on kianteisluku x~1, jolle patee
il
x-x =1
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Lisaa rakenteita

Vahennys- ja jakolasku

@ Reaalilukujen ldhtokohta (R, 0,1, +,-).
e Jokaisella x € R on vastaluku —x, jolle patee x + (—x) = 0.

o Jokaisella x € R\ {0} on kianteisluku x~1, jolle patee
il
x-x =1

e Vihennyslasku maaritelldan x —y = x + (—y).
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Lisaa rakenteita

Vahennys- ja jakolasku

@ Reaalilukujen ldhtokohta (R, 0,1, +,-).
e Jokaisella x € R on vastaluku —x, jolle patee x + (—x) = 0.

o Jokaisella x € R\ {0} on kianteisluku x~1, jolle patee
=
x-x =1
e Vihennyslasku maaritelldan x —y = x + (—y).

o Jakolasku maéritelldan 5 = x - y~ L.
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Lisaa rakenteita

Vahennys- ja jakolasku

@ Reaalilukujen ldhtokohta (R, 0,1, +,-).
e Jokaisella x € R on vastaluku —x, jolle patee x + (—x) = 0.

Jokaisella x € R\ {0} on kdanteisluku x~1, jolle patee
x-xt=1.
Vahennyslasku maaritellddn x — y = x + (—y).

Jakolasku madritellddn 5 = x - y~ L.

Jakolaskua % ei voida maaritella.
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Lisaa rakenteita

Vahennys- ja jakolasku

@ Reaalilukujen ldhtokohta (R, 0,1, +,-).
e Jokaisella x € R on vastaluku —x, jolle patee x + (—x) = 0.

Jokaisella x € R\ {0} on kdanteisluku x~1, jolle patee
il
x-x =1

Vahennyslasku maaritellddn x — y = x + (—y).

Jakolasku madritellddn 5 = x - y~ L.

Jakolaskua % ei voida maaritella.

Jarjestysrelaatio

@ Merkinta x > y tarkoittaa x —y € R
@ Merkinta x > y tarkoittaa x > y tai x =y
@ Merkinnat < ja < maaritellaan analogisesti.
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Yhtaloiden perustuloksia

Lemma (aputulos)

@O X=y=>Xx+z=y+2z

@ X=y=>XZ=yz
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Yhtaloiden perustuloksia

Lemma (aputulos)

O X=y=>X+z=y+z
@ X=y=>XZ=yz

O X+tz=y+z=>x=y
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Yhtaloiden perustuloksia

Lemma (aputulos)

O X=y=>X+z=y+z
@ X=y=>XxXZ=yz

O Xtz=y+z=Xx=Yy
o xy=0=x=0taiy=0
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Yhtaloiden perustuloksia

Lemma (aputulos)

O X=y=>X+z=y+z
X=y=>XxZ=yz
X+z=y+z=x=y
xy=0=x=0taiy=0

x=y=x?=y?
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Yhtaloiden perustuloksia

Lemma (aputulos)

O X=y=>X+z=y+z

X=y=>XZ=yz
X+Z=y+z=>x=Yy
xy=0=x=0taiy=0

x=y=x?=y?

Esimerkkeja
Esimerkit 1.19, 1.20
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X Jjos x >0,
x| =

—x jos x < 0.
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Reaaliluvun itseisarvo

x jos x >0,
x={ X
jos x < 0.

Reaaliluvun merkki; sgn-funktio

—1 jos x <0,
sgn(x) = 0 josx=0,
1 jos x > 0.
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Reaaliluvun itseisarvo

x jos x >0,
x={ X
jos x < 0.

<

Reaaliluvun merkki; sgn-funktio

—1 jos x <0,
sgn(x) = 0 josx=0,
1 jos x > 0.

|x| = sgn(x) - x ja x = sgn(x) |x].
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Geometrisesti |x| merkitsee lukusuoralla x:n etdisyytta luvusta 0.
Vastaavasti |x — y| merkitsee lukujen x ja y etaisyytta lukusuoralla.
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Huomautus

Geometrisesti |x| merkitsee lukusuoralla x:n etdisyytta luvusta 0.
Vastaavasti |x — y| merkitsee lukujen x ja y etaisyytta lukusuoralla.

° [x]>0ja|x|=0&x=0.
° |xy| = Ixlyl

° |X_1‘ = |x| ! jos x # 0

o —|x| <x < x| Vx eR.
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Epayhtaloiden perustuloksia

Kaikille reaaliluvuille x, y, z # 0, r > 0 patee:
o x<y&eoxtz<y+tz
Jos z>0,ninx<y s xz<yz
Jos z < 0, niin x <y xz>yz
x| <re—-r<x<r
x| >rex< —rtaix>r
x| < ly| & x* < y?
xy > 0 < sgn(x) = sgn(y)
Jos x < y jay < z, niin x < z (transitiivisuus)

Aina on voimassa joko x > y, x < y tai x = y.
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Epayhtaloiden perustuloksia

Kaikille reaaliluvuille x, y, z # 0, r > 0 patee:
o x<y&eoxtz<y+tz
@ Josz>0,ninx<y&xz<yz
@ Jos z<0,niinx<y<& xz>yz
° x| <re -—r<x<r
° [X|>rex< —rtaix>r
o x| < |yl & x? < y?
e xy >0 < sgn(x) =sgn(y)
@ Jos x < yjay < z niin x < z (transitiivisuus)
°

Aina on voimassa joko x > y, x < y tai x = y.

Esimerkkeja
Esimerkit 1.24, 1.25
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Merkintoja

o [a,b] ={xeR|a<x<b}

o [a,b)={xeR|a<x<b}

o (a,b)={xeR|a<x<b}
(a,b) ={x€eR|a< x< b}
[a,00) ={x € R | x > a}
(a,00) ={x e R | x> a}
(—o0,al ={xeR|x < a}
(—o0,a) ={x e R |x < a}
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Kompleksiluvut C
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Kompleksiluvut C

Johdanto

@ Yhtalolla x +2 = 1 ei ole ratkaisua joukossa N.
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Kompleksiluvut C

Johdanto
@ Yhtalolla x + 2 =1 ei ole ratkaisua joukossa N. Laajennus: Z.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 10 of 10



Kompleksiluvut C

Johdanto
@ Yhtalolla x + 2 =1 ei ole ratkaisua joukossa N. Laajennus: Z.

@ Yhtalolla 2x = 1 ei ole ratkaisua joukossa Z.
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Kompleksiluvut C

Johdanto
@ Yhtalolla x + 2 =1 ei ole ratkaisua joukossa N. Laajennus: Z.

@ Yhtalolla 2x = 1 ei ole ratkaisua joukossa Z. Laajennus: Q.

@ Yhtilolld x? = 2 ei ole ratkaisua joukossa Q.
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Kompleksiluvut C

Johdanto
@ Yhtalolla x + 2 =1 ei ole ratkaisua joukossa N. Laajennus: Z.

@ Yhtalolla 2x = 1 ei ole ratkaisua joukossa Z. Laajennus: Q.
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Kompleksiluvut C

Johdanto
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Kompleksiluvut C

Johdanto
@ Yhtalolla x + 2 =1 ei ole ratkaisua joukossa N. Laajennus: Z.

@ Yhtalolla 2x = 1 ei ole ratkaisua joukossa Z. Laajennus: Q.
@ Yhtilolld x? = 2 ei ole ratkaisua joukossa Q. Laajennus: R.

@ Yhtilolld x> = —1 ei ole ratkaisua joukossa R. Laajennus: C.
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Kompleksiluvut C

@ Yhtalolla x + 2 =1 ei ole ratkaisua joukossa N. Laajennus: Z.

@ Yhtalolla 2x = 1 ei ole ratkaisua joukossa Z. Laajennus: Q.
@ Yhtilolld x? = 2 ei ole ratkaisua joukossa Q. Laajennus: R.

@ Yhtilolld x> = —1 ei ole ratkaisua joukossa R. Laajennus: C.

Toisen asteen yhtalon

ax’>+bx+c=0

(a # 0) ratkaiseminen
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