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Kertausta

Binomikerroin

(%) =

ilmaisee monellako tavalla n:n alkion joukosta voidaan valita k
alkiota.
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Binomikaava

Newtonin binomikaava

Olkoot a, b € R:

(a+b)" = aa...aa+aa...ab+aa...ba+ ...+ bb...bb
_ Z(Z)an—kbk
k=0
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Binomikaava

Newtonin binomikaava

Olkoot a, b € R:

(a+b)" = aa...aa+aa...ab+aa...ba+ ...+ bb...bb
_ Z(Z)an—kbk
k=0

@ Perusteltu edella kombinatorisesti

@ Mahdollista todistaa myos induktiolla

@ Induktiotodistus sisaltaa monia merkillepantavia seikkoja!
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Tarvittavia aputuloksia

Kolmioepayhtalo

o [x+y| < |x[+y|
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o [x+y| < |x[+y|
o [Ix| =yl < |x+y| < |x[+ ]yl
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Tarvittavia aputuloksia

Kolmioepayhtalo

° [x+y| < Ix[+yl
o [[x| =yl <Ix+yl < Ix|+ 1yl
@ [x14+ ...+ x| < |xa|+ ...+ |xnl-
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Relaatiot: Johdanto

Funktioita R — R:
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Relaatiot: Johdanto

Funktioita R — R:
o f(x)=x%>+3x+2
o f(x)=|x|

1 josxeQ,
Of(X)_{O jos x ¢ Q,
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Relaatiot: Johdanto

Funktioita R — R:
o f(x)=x%>+3x+2
o f(x)=|x|

1 josxeQ,
Of(X)_{O jos x ¢ Q,

v

Miten " funktio” maaritellaan?
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Antiikin matematiikka, n. 200-300 eKr

Eukleides: X TOIXEIA

o Algebra

@ Geometria
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Algebran ja geometrian yhdistaminen

René Descartes (latin. Renatus Cartesius, 1596-1650)
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Karteesinen koordinaatisto
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Karteesinen koordinaatisto

xy-tason sijaan AB-taso, missa A ja B ovat mita tahansa joukkoja
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Karteesinen koordinaatisto

Jarjestetyt parit

(31, az) = (bl, bg) = (31 = bl) A (32 = b2)
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Karteesinen koordinaatisto

Jarjestetyt parit

(31, az) = (bl, bg) = (31 = bl) A (32 = b2)

Jarjestetyt kolmikot (a1, az, a3), nelikot (a1, a2, a3, a4) jne. samoin.
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Karteesinen tulo

Ax B={(a,b)|acAbe B}

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 6 10 of 19



Karteesinen koordinaatisto

Jarjestetyt parit

(31, 82) = (bl, bg) = (31 = bl) A (32 = b2)

Jarjestetyt kolmikot (a1, az, a3), nelikot (a1, a2, a3, a4) jne. samoin.

Karteesinen tulo

Ax B={(a,b)|acAbe B}

Ax Bx C={(a,b,c)|ac A beB,ceC} jne
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Karteesinen koordinaatisto

Jarjestetyt parit

(31, 82) = (bl, bg) = (31 = bl) A (32 = b2)

Jarjestetyt kolmikot (a1, az, a3), nelikot (a1, a2, a3, a4) jne. samoin.

Karteesinen tulo

Ax B={(a,b)|acAbe B}

Ax Bx C={(a,b,c)|ac A beB,ceC} jne

Alkioista a, b, jne. voidaan kayttaa nimitysta A-koordinaatti,
B-koordinaatti, jne.
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Karteesinen koordinaatisto

A={1,2} ja B={1,2,3}.

Ax B ={(1,1),(1,2),(1,3),(21),(2,2), (2, 3)}
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Ax B ={(1,1),(1,2),(1,3),(21),(2,2), (2, 3)}

BxA=1{(1,1),(1,2),(21),(2,2),(3,1),(3,2)}.

R xR ={(x,y)|x,y€R},

RxRxR={(x,y,2) | x,y,z € R},

jne.
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Karteesinen koordinaatisto

A={1,2} ja B={1,2,3}.

Ax B ={(1,1),(1,2),(1,3),(21),(2,2), (2, 3)}

BxA=1{(1,1),(1,2),(21),(2,2),(3,1),(3,2)}.

R xR ={(x,y)|x,y€R},

RxRxR={(x,y,2) | x,y,z € R},
jne. Merkitdin R x R =R? R xR xR =R3, jne.
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Karteesinen koordinaatisto

Yleisemmin A x B

Ax B={(a,b)|ac A be B}
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Karteesinen koordinaatisto

Yleisemmin A x B
Ax B={(a,b)|ac A be B}

Alkioista a ja b voidaan kayttaa nimitysta A-koordinaatti ja
B-koordinaatti.
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Karteesinen koordinaatisto

Yleisemmin A x B
Ax B={(a,b)|ac A be B}

Alkioista a ja b voidaan kayttaa nimitysta A-koordinaatti ja
B-koordinaatti.

B A
b e e (ab)
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Relaatiot

"Maaritelma”

Relaatio joukosta A joukkoon B on (mustavalko)kuva AB-tasossa
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Relaatio

@ Vain mustat kuvapisteet luetellaan.
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e Kuva on joukko mustia pisteita, siis jarjestettyja pareja (a, b),
siis A x B:n osajoukko
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Relaatiot

"Maaritelma”

Relaatio joukosta A joukkoon B on (mustavalko)kuva AB-tasossa

@ Vain mustat kuvapisteet luetellaan.

o Pisteet ovat jarjestettyja pareja (a,b) € Ax B

e Kuva on joukko mustia pisteita, siis jarjestettyja pareja (a, b),
siis A x B:n osajoukko

Maaritelma

Relaatio joukosta A joukkoon B on karteesisen tulon A x B
osajoukko.

A\
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Relaatiot

Merkintoja

R C A x B merkitaan myos R : A — B.
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Relaatiot

Merkintoja
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relaatio joukosta A joukkoon B. Joukkoa A kutsutaan
lahtojoukoksi ja B:ta maalijoukoksi.
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R C A x B merkitaan myos R : A — B. Sanotaan, ettd R on
relaatio joukosta A joukkoon B. Joukkoa A kutsutaan
lahtojoukoksi ja B:ta maalijoukoksi. Jos B = A, sanotaan, etta R
on joukon A binaarinen relaatio.
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Relaatiot
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on joukon A binaarinen relaatio.
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Relaatiot

R C A x B merkitaan myos R : A — B. Sanotaan, ettd R on
relaatio joukosta A joukkoon B. Joukkoa A kutsutaan
lahtojoukoksi ja B:ta maalijoukoksi. Jos B = A, sanotaan, etta R
on joukon A binaarinen relaatio.

Jos R on relaatio joukosta A joukkoon B ja (a, b) € R, sanotaan,
etta b on a:n kuva ja etta a on b:n alkukuva ja etta a kuvautuu
b:ksi relaatiossa R. Talloin kaytetaan seuraavia merkintoja:

(a, b) € R (Perustuu maaritelmaan)
R(a, b) (Esim. predikaattilogiikassa)
aRb (ns. Infix-merkinta)

PR (ns. nuolikaavio)
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Relaatiot

Merkintoja

Joukko {a € A| (3b € B)(a, b) € R} on relaation R
maarittelyjoukko
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Relaatiot

Joukko {a € A| (3b € B)(a, b) € R} on relaation R
maarittelyjoukko

Joukko {b € B | (3a € A)(a, b) € R} on relaation R kuvajoukko
tai arvojoukko
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Relaatiot

Esimerkkeja

e Merkinnat 2 < 3, < (2,3) ja (2,3) €<
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Relaatiot

Esimerkkeja

e Merkinnat 2 < 3, < (2,3) ja (2,3) €<
@ Diagonaali- eli identiteetti- eli yhtasuuruusrelaatio
D ={(a,a) | a € A}
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Relaatiot

Yhdiste eli relaatiotulo

Olkoot R: A— B ja S : B — C relaatioita. Niiden yhdiste on
relaatio A — C

SoR={(ac)| BbeB)(abnbo)
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Relaatiot

Yhdiste eli relaatiotulo

Olkoot R: A— B ja S : B — C relaatioita. Niiden yhdiste on
relaatio A — C

SoR={(ac)| BbeB)(abnbo)

Kaanteisrelaatio

Jos R: A — B, miiritelliin R~ : B — A seuraavasti:
R™' ={(b,a) | (a,b) € R}.
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Kaanteisrelaation kuvaaja

(a,b) € R < (b,a) € R71
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Kaanteisrelaation kuvaaja

(a,b) € R < (b,a) € R71

B A
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Kaanteisrelaation kuvaaja

(a,b) € R < (b,a) € R71

B A

e (b,a)

A B

Jos A = B, saadaan R~ !:n kuvaaja peilikuvana suoran a = b
suhteen
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Kaanteisrelaation kuvaaja

R ={(x,x?)| x € R},
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Kaanteisrelaation kuvaaja

R ={(x,x?)| x € R}, R~ ={(x?,x) | x € R}
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Kaanteisrelaation kuvaaja
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