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A

vt (x,¥)

Etaisyys ja vaihekulma
0 r=+/x2+y?

@ tanyp = £. Jos x = 0, valitaan { z

X
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A

vt (x,¥)

Etaisyys ja vaihekulma

0 r=1/x?+y?
_ _ . vo=7%, kuny>0
otancp-i.Josx-O,valltaan{w:ig kun y < 0
y .
@ Vaihekulma voidaan valita ¢ = arctan 5 Jos x> 0.
arctan © +m, jos x <0,

V.
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Kompleksiluvut C

A

vt z=x+yi
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Kompleksiluvut C

A

vt z=x+yi

Polaariesitys (r = |z| = /x2 + y?2)

X =1rcosy, y = rsiny,

joten

z=x+yi=rcosg+irsing = r(cosy + isiny)
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Kompleksiluvut C

Olkoon zy = ry(cos i + isinpy), k € {0,1}. Tallin

7120 = rir(cos(p1 + p2) + isin(p1 + ¢2)).
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Kompleksiluvut C

Olkoon zy = ry(cos i + isinpy), k € {0,1}. Tallin

7120 = rir(cos(p1 + p2) + isin(p1 + ¢2)).

"itseisarvot kerrotaan ja vaihekulmat lisataan”
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Kompleksiluvut C

Kertolasku

Olkoon zy = ry(cos i + isinpy), k € {0,1}. Tallin

7120 = rir(cos(p1 + p2) + isin(p1 + ¢2)).

"itseisarvot kerrotaan ja vaihekulmat lisataan”

de Moivren kaava (induktiolla)

(r(cose + ising))™ = r"(cos np + isin np)
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Kompleksiluvut C

| R e u e
LLER P e . ;1:. N %
L ) o= 8

Leonhard Euler (1707-1783)
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Kompleksiluvut C

Eulerin kaava

e'Y =cosp+isinp

(e = 2,718281828459045. .. on luonnollisen logaritmin kantaluku)
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Kompleksiluvut C

Eulerin kaava

e'Y =cosp+isinp

(e =2,718281828459045 . .. on luonnollisen logaritmin kantaluku)

@ ™ =cosm+isint=—1.

@ "M — COS(mT) + isin(nﬂ') - (_]_)", S

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 11 6 of 21



Kompleksiluvut C

Eulerin kaava

e'Y =cosp+isinp

(e =2,718281828459045 . .. on luonnollisen logaritmin kantaluku)

o e™ =cosm+isinm=—1.
@ "M — COS(mT) + isin(nﬂ') - (_]_)", i 2
® 2Min—(_12" =1 neZ.
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Kompleksiluvut C

Eulerin kaava

e'Y =cosp+isinp

(e =2,718281828459045 . .. on luonnollisen logaritmin kantaluku)

e™ =cosm+isinTt = —1.
inm — cos(nm) + isin(nm) = (=1)", n€Z
2T = (1) =1, neZ.

Polaariesitys |l

z = r(cos + isinp)

@ e
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Kompleksiluvut C

Eulerin kaava

e'Y =cosp+isinp

(e =2,718281828459045 . .. on luonnollisen logaritmin kantaluku)

e™ =cosm+isinTt = —1.
inm — cos(nm) + isin(nm) = (=1)", n€Z
2T = (1) =1, neZ.

Polaariesitys |l

z = r(cosyp + isinp) = re'®

@ e
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Kompleksiluvut C

Trigonometriset funktiot ja eksponenttifunktio

e* = cosx -+ isinx

e ™ = cosx—isinx

Yhteen- ja vahennyslaskulla saadaan

1 . .

cosx = §(e’x+e_’x)

sinx = l(e"X—e_"X)
2i
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Hyperboliset funktiot

Maaritelma

e sinhx = (X —e™)
o coshx = 3(eX + e )

@ tanhx = sinhx __ eX—e™*
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Hyperboliset funktiot

Maaritelma

e sinhx = (X — e ™)
o coshx = 3(eX + e )

@ tanhx = sinhx __ eX—e™*

Areafunktiot

Edellisten kaanteisfunktiot, 1ahto- ja maalijoukko sopivasti
leikattuna. Merkinnat arsinh, arcosh, artanh.
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Analyysi |
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Arkhimedes (n. 287-212 eKr)
Maaritti pinta-aloja ja tilavuuksia itse kehittamansa varhaisen
integraalilaskennan avulla

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 11 10 of 21



René Descartes (Renatus Cartesius, 1596-1650)
Geometrian ja algebran yhdistaminen.
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Sir Isaac Newton (1642-1727)
Differentiaali- ja integraalilaskenta fysiikkaa varten
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Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
Differentiaali- ja integraalilaskenta " periaatteen vuoksi”
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Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)
Differentiaali- ja integraalilaskennan modernisointi
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Matemaattinen merkitys

o Differentiaalilaskenta: Suureen ja sen muutoksen
samanaikainen kasittely
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Historiaa
Matemaattinen merkitys
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Historiaa
Matemaattinen merkitys

o Differentiaalilaskenta: Suureen ja sen muutoksen
samanaikainen kasittely
@ Integraalilaskenta: Objektin esittaminen pistemaisten osiensa

summana

Yhteiskunnallinen merkitys

@ Luonnontieteiden kehitys
@ Tekniikan kehitys

@ Maailmankuvan kehitys
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Suuruusarvioista

@ JosA<CjaB<D,ninA+B<C+D.
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Suuruusarvioista
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Suuruusarvioista

@ JosA<CjaB<D,ninA+B<C+D.
@ Jos0<ALCja0<B<D, niin AB<LCD
oJosOSASCjaBzD>0,niing§%
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Suuruusarvioista

Jos A< CjaB<D,nninA+B<C+D.
Jos0 <AL Cja0<B<D,niin AB< CD
Jos0< AL CjaB>D>0, niin%ﬁ%
|A+ B| < |Al + |B]| (Kolmioepayhtald)

e 6 o6 o
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Reaaliluvuista

Rationaaliluvut Q

o Q={2|mnecZ,n#0}
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Reaaliluvuista

Rationaaliluvut Q
o Q={2|mnecZ,n#0}
C

o Tayttaa lukusuoran tiheasti: 7 ja 5 valissa aina esim.

ad+bc
2bd

keskiarvo
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Reaaliluvuista

Rationaaliluvut Q
o Q={2|mnecZ,n#0}
o Tayttaa lukusuoran tiheasti: 7 ja 5 valissa aina esim.

d
2 ad+bc
keskiarvo >bd

e Ei pieninta positiivista lukua: Jos a >0, ovat 3, 7, 3, ...
viela pienempia
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Reaaliluvuista

Rationaaliluvut Q
o Q={2|mnecZ,n#0}

o Tayttaa lukusuoran tiheasti: 7 ja 5 valissa aina esim.
ad+bc
2bd

@ Ei pieninta positiivista lukua: Jos a > 0, ovat g %, g,
viela pienempia

keskiarvo

o Eivat tayta lukusuoraa aukottomasti (Pythagoras): Nelion
lavistaja ei ole joukossa QQ, jos sivun pituus on 1.
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Reaaliluvuista

Rationaaliluvut Q
o Q={2|mnecZ,n#0}
o Tayttaa lukusuoran tiheasti: 7 ja 5 valissa aina esim.

d
. ad+bc
keskiarvo >bd

@ Ei pieninta positiivista lukua: Jos a > 0, ovat g %, g,
viela pienempia

o Eivat tayta lukusuoraa aukottomasti (Pythagoras): Nelion
lavistaja ei ole joukossa QQ, jos sivun pituus on 1.

o Nykyaikainen muotoilu: Yhtilolld x> = 2 ei ole ratkaisua
joukossa Q.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 11 17 of 21




Reaaliluvuista

Maaritelma

Lukuja, jotka eivat ole joukossa QQ, sanotaan irrationaalisiksi.
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Reaaliluvuista

Maaritelma

Lukuja, jotka eivat ole joukossa QQ, sanotaan irrationaalisiksi.

@ Onko yht3lolld x? = 2 ratkaisu joukossa R?
o Miksi? Miti v/2 tarkoittaa?

@ Mita reaaliluvut ovat?

Reaaliluvut R

@ Aksiomaattinen maaritelma (vrt. aiemmat luennot)

@ Ominaisuudet johdettavissa aksioomista

o Lukujen v/2, {/a jne. olemassaolo johdettavissa aksioomista

v
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Realiluvuista

Maaritelma

Joukon S C R maksimi maaritellaan
M =maxS < (M e S)A(Vx € S)(x < M).

Vastaavasti maaritellaan joukon S minimi.
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Reaaliluvuista

Maaritelma

Reaalilukujoukko A on ylhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen
luku M, etta a < M patee kaikille a € A. Lukua M kutsutaan
joukon M ylarajaksi
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Reaaliluvuista

Maaritelma

Reaalilukujoukko A on ylhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen
luku M, etta a < M patee kaikille a € A. Lukua M kutsutaan
joukon M ylarajaksi

v
Maaritelma

Joukon A pieninta ylarajaa S merkitaan S = sup A ja kutsutaan
supremumiksi.

S=supA &
(Vx)(x e A= x<S)A(Ve)(e >0 — (Ix € A)(x > S —¢))
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Reaaliluvuista

Taydellisyysaksiooma

Jokaisella epatyhjalla, ylhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla on
olemassa pienin ylaraja eli supremum.
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Reaaliluvuista

Taydellisyysaksiooma

Jokaisella epatyhjalla, ylhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla on
olemassa pienin ylaraja eli supremum.

Joukoilla

ja
{ ﬁ ﬁ 3141 31415 314159 )
’10° 100° 1000’ 10000’ 100000’ "

on pienin ylaraja.
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Reaaliluvuista

Taydellisyysaksiooma

Jokaisella epatyhjalla, ylhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla on
olemassa pienin ylaraja eli supremum.

Joukoilla

ja
{ ﬁ ﬁ 3141 31415 314159 )
’10° 100° 1000’ 10000’ 100000’ "

on pienin ylaraja. supA =1 jasupB = .
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