Analyysi | (sivuaineopiskelijoille)

Mika Hirvensalo
mikhirveQutu.fi

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Turun yliopisto

2017

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 12 1 of 12



Suuruusarvioita

@ JsA<CjaB<D,ninA+B<C+D.
@ Jos0 <A< Cja0<B<D,nin AB< CD
@ Jos0<A<CjaB>D>0, niinggg

o |A+ B| < |A| + |B| (Kolmioepayhtalo)
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Suuruusarvioita

Jos A< CjaB<D,nninA+B<C+D.
Jos0 <A< Cja0< B<D,niin AB<CD
Jos0<A<CjaB>D>0ning<§
|A+ B| <|A| + |B| (Kolmioepayhtald)

Analogisia arvioita saadaan kaantamalla epayhtalomerkit toisin
pain. Lisaksi tuloa ja osamaaraa koskeva arvio on erilainen jos
ainakin toinen luvuista on negatiivinen.
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Kertausta

Rationaaliluvuista laajennukseen

@ Yhtilolld x? = 2 ei ole ratkaisua joukossa Q.
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Kertausta

Rationaaliluvuista laajennukseen

@ Yhtilolld x? = 2 ei ole ratkaisua joukossa Q.

@ Onko yhtilolla x? = 2 ratkaisu joukossa R?
e Miksi? Mita v/2 tarkoittaa?
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Kertausta

Rationaaliluvuista laajennukseen

@ Yhtilolld x? = 2 ei ole ratkaisua joukossa Q.

@ Onko yhtilolla x? = 2 ratkaisu joukossa R?
e Miksi? Mita v/2 tarkoittaa?

@ Mita reaaliluvut ovat?
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Kertausta

Rationaaliluvuista laajennukseen

Yhtilollda x? = 2 ei ole ratkaisua joukossa Q.

Onko yhtilolla x? = 2 ratkaisu joukossa R?
Miksi? Mit3 \/2 tarkoittaa?

Mita reaaliluvut ovat?

Lukujen v/2, \/a jne. olemassaolo johdettavissa aksioomista

<
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Maaritelma
Joukon S C R maksimi maaritellaan

M =maxS < (M e S)A(Vx € S)(x < M).

Vastaavasti maaritellaan joukon S minimi.

Maaritelma

Reaalilukujoukko A on ylhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen
luku M, etta a < M patee kaikille a € A. Lukua M kutsutaan
joukon M ylarajaksi
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Kertausta/lisaysta

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 12 5 of 12



Kertausta/lisaysta

Maaritelma

Joukon A pieninta ylarajaa S merkitaan S = sup A ja kutsutaan
supremumiksi.
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Kertausta/lisaysta

Maaritelma

Joukon A pieninta ylarajaa S merkitaan S = sup A ja kutsutaan
supremumiksi.

S=supA &

(Vx)(x e A= x < S)A(Ve)(e >0 — (Ix € A)(x > S —¢))
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Kertausta/lisaysta

Maaritelma

Joukon A pieninta ylarajaa S merkitaan S = sup A ja kutsutaan

supremumiksi.
S=supA &

(Vx)(x e A= x < S)A(Ve)(e >0 — (Ix € A)(x > S —¢))

v
Maaritelma

inf A (infimum) on joukon A suurin alaraja; siis suurin luku, joka
on pienempi tai yhtasuuri kuin mika hyvansa joukon A alkio.

A
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Taydennys

@ maxA ei ole aina olemassa: Esim. Jos A =[0,1), ei maksimia
ole, mutta supA = 1.
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Taydennys

@ maxA ei ole aina olemassa: Esim. Jos A =[0,1), ei maksimia
ole, mutta supA = 1.

@ Jos max A (joukon A maksimi) on olemassa, on
sup A = max A.
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Taydennys

Huomautus

@ maxA ei ole aina olemassa: Esim. Jos A =[0,1), ei maksimia
ole, mutta supA = 1.

@ Jos max A (joukon A maksimi) on olemassa, on
sup A = max A.

Huomautus

@ Jos min A (joukon A minimi) on olemassa, on inf A = min A.
@ Jos AC B, on min A > min B ja maxA < max B
@ Jos AC B, on inf A>infB jasupA < supB.
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Taydellisyysaksiooma

Jokaisella epatyhjalla, ylhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla on
olemassa pienin ylaraja eli supremum.
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Taydellisyysaksiooma

Jokaisella epatyhjalla, ylhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla on
olemassa pienin ylaraja eli supremum.

Joukoilla

ja
{ ﬁ ﬁ 3141 31415 314159 )
’10° 100° 1000’ 10000’ 100000’ "

on pienin ylaraja.
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Taydellisyysaksiooma

Jokaisella epatyhjalla, ylhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla on
olemassa pienin ylaraja eli supremum.

Joukoilla

ja
{ ﬁ ﬁ 3141 31415 314159 )
’10° 100° 1000’ 10000’ 100000’ "

on pienin ylaraja. supA =1 jasupB = .
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Kertausta

Maaritelma

e > 0 on infinitesimaali (darettdman pieni), jos

ne=c¢+...+e<1
N———
n kpl

kaikille n € N.
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Kertausta

Maaritelma

e > 0 on infinitesimaali (darettdman pieni), jos

ne=e¢+...+e<1
——
n kpl

kaikille n € N.

Lause: Arkhimedeen "aksiooma” (Seur. 2.11.)

Jos € > 0, on olemassa sellainen kokonaisluku N, etta Ne > 1.
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Kertausta

Maaritelma

e > 0 on infinitesimaali (darettdman pieni), jos

ne=c¢+...+e<1
N———
n kpl

kaikille n € N.

Lause: Arkhimedeen "aksiooma” (Seur. 2.11.)

Jos € > 0, on olemassa sellainen kokonaisluku N, etta Ne > 1.

Reaalilukujen joukossa R ei ole infinitesimaaleja.
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Reaaliluvuista

On olemassa sellainen reaaliluku M > 0, ettd M? = 2.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 12 9 of 12



Reaaliluvuista

On olemassa sellainen reaaliluku M > 0, ettd M? = 2.

Todistuksen rakenne

@ Olkoon S = {x € R, | x* < 2}.
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Reaaliluvuista

On olemassa sellainen reaaliluku M > 0, ettd M? = 2.

Todistuksen rakenne

@ Olkoon S = {x € R, | x* < 2}.
eleS=S#I.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 12 9 of 12



Reaaliluvuista
On olemassa sellainen reaaliluku M > 0, ettd M? = 2.

Todistuksen rakenne

@ Olkoon S = {x € R, | x* < 2}.

eleS=S#I.

@ Josx >3, onx>=x-x>3-3=92>2, joten 3 on joukon
ylaraja.
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Reaaliluvuista

On olemassa sellainen reaaliluku M > 0, ettd M? = 2.

@ Olkoon S = {x € R, | x* < 2}.

eleS=S5#(.

@ Josx >3, onx>=x-x>3-3=92>2, joten 3 on joukon
ylaraja.

@ IM = sup S. Edellamainitun perusteella 1 < M < 3.
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Reaaliluvuista

On olemassa sellainen reaaliluku M > 0, ettd M? = 2.

Todistuksen rakenne

@ Olkoon S = {x € R, | x* < 2}.

eleS=S5#(.

@ Jos x >3, on x
ylaraja.

@ IM = sup S. Edellamainitun perusteella 1 < M < 3.

@ Oletus M? < 2 johtaa ristiriitaan.

2—=x-x>3-3=92>2, joten 3 on joukon
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Reaaliluvuista

On olemassa sellainen reaaliluku M > 0, ettd M? = 2.

Todistuksen rakenne

@ Olkoon S = {x € R, | x* < 2}.
eleS=S5#(.
@ Jos x >3, on x
ylaraja.

dM = sup S. Edellamainitun perusteella 1 < M < 3.
Oletus M? < 2 johtaa ristiriitaan.

2—=x-x>3-3=92>2, joten 3 on joukon

Oletus M? > 2 johtaa ristiriitaan.
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Reaaliluvuista

On olemassa sellainen reaaliluku M > 0, ettd M? = 2.

Todistuksen rakenne

@ Olkoon S = {x € R, | x* < 2}.

eleS=S5#(.

@ Josx >3, onx>=x-x>3-3=92>2, joten 3 on joukon
ylaraja.

@ IM = sup S. Edellamainitun perusteella 1 < M < 3.

@ Oletus M? < 2 johtaa ristiriitaan.

@ Oletus M? > 2 johtaa ristiriitaan.

o Johtopaatos: M? = 2.
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Maaritelma

Lukujono a1, az, as, ... on funktio a: N — R; a(n) = a,
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Maaritelma

Lukujono a1, az, as, ... on funktio a: N — R; a(n) = a,

Maaritelma

Reaalilukujen valinen etaisyys maaritellaan

d(x,y) = Ix =yl
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Lukujonon raja-arvo

Maaritelma

Lukujonon ajg, ap, as, ... raja-arvo on A, merkitaan
lim a, =lima, = A,
n—o0
mikali
(Ve > 0)(IM,)(n > M. — d(an, A) < €).
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Lukujonon raja-arvo

Lukujonon ajg, ap, as, ... raja-arvo on A, merkitaan
lim a, =lima, = A,
n—o0

mikali

(Ve > 0)(IM,)(n > M. — d(an, A) < €).

V
Maaritelma

Lukujono aj, ap, as, ... suppenee, jos lim a, on olemassa. Muutoin
lukujono hajaantuu.
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Lukujonon raja-arvo

Lukujonon ajg, ap, as, ... raja-arvo on A, merkitaan
lim a, =lima, = A,
n—o0

mikali

(Ve > 0)(IM,)(n > M. — d(an, A) < €).

V
Maaritelma

Lukujono aj, ap, as, ... suppenee, jos lim a, on olemassa. Muutoin
lukujono hajaantuu.

2n

Esimerkki 2.16: =
simerkki an e
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Raja-arvojen ominaisuuksia

Jos lukujonolla a,, on raja-arvo, niin se on yksikasitteisesti
maaratty.
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Raja-arvojen ominaisuuksia

Jos lukujonolla a,, on raja-arvo, niin se on yksikasitteisesti
maaratty.

Osajono

Lukujonon a1, a, as, ... osajonoksi sanotaan mita hyvansa jonoa

any, Anyy Angs - - -
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Raja-arvojen ominaisuuksia

Jos lukujonolla a,, on raja-arvo, niin se on yksikasitteisesti
maaratty.

Osajono

Lukujonon a1, a, as, ... osajonoksi sanotaan mita hyvansa jonoa

any, Anyy Angs - - -

Lause: Suppenevan jonon osajono suppenee kohti samaa
raja-arvoa kuin alkuperainen jono.
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Raja-arvojen ominaisuuksia

Jos lukujonolla a,, on raja-arvo, niin se on yksikasitteisesti
maaratty.

Osajono

Lukujonon a1, a, as, ... osajonoksi sanotaan mita hyvansa jonoa

any, Anyy Angs - - -

Lause: Suppenevan jonon osajono suppenee kohti samaa
raja-arvoa kuin alkuperainen jono.

Seuraus: Jos lukujonolla a, on osajonot joilla on eri raja-arvo tai
hajaantuva osajono, niin myos a, hajaantuu.
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