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e lim,/a, = /Ilima, ? (Demo 7, tehtava 1)
o lime? = ¢liman ?
e limf(a,) = f(lima,) ?
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Kertausta

Maaritelma
Olkoon funktio f maaritelty jossakin pisteen a ymparistossa,
mahdollisesti piste a poislukien. Talloin sanotaan, etta funktiolla f

on raja-arvo A pisteessa a ja merkitaan

lim f(x) = A,

X—a
mikali

(Ve > 0)(30 > 0)(x € B'(a,6.) — f(x) € B(A,¢))
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Kertausta

Maaritelma

Olkoon funktio f maaritelty jossakin pisteen a ymparistossa,
mahdollisesti piste a poislukien. Talloin sanotaan, etta funktiolla f
on raja-arvo A pisteessa a ja merkitaan

lim f(x) = A,

mikali
(Ve > 0)(30 > 0)(x € B'(a,6.) — f(x) € B(A,¢))

Vaihtoehtoinen esitysasu:

(Ve > 0)(30 > 0)(0 < d(x,a) < e — d(f(x),A) <€)
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Kertausta

Jos f on maéritelty joukossa B’(a, r), niin seuraavat ehdot ovat
ekvivalentteja

o limf(x)=A

X—a

e limf(a,) = A mille hyvansa jonolle a, joukossa B'(a,r), jolle
lima, = a.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 16 4 of 12



Kertausta

Seuraus (Lause 3.5.)
Olkoon lim f(x) = A ja lim g(x) = B. Tallgin
X—a X—a
o lim(f(x)tg(x))=A+B
X—a
o lim cf(x) =cA
X—a

° Iim f(x)g(x) =
° (XX; = g jos B # 0.
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Kertausta

Seuraus (Lause 3.6)

Jos pisteen a ymparistossa B'(a; r) (r > 0) patee
o f(x) < g(x) < h(x) ja
o lim f(x) = Jim h(x) = A,

niin )I(E)nag(x) = A.
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Trigonometristen funktioiden raja-arvoista

(Vx € R) |[sinx| < |x]
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Trigonometristen funktioiden raja-arvoista

(Vx € R) |[sinx| < |x]

V.

Esimerkki 3.8

limsinx =sina ja lim cosx = cosa
X—a X—a
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Trigonometristen funktioiden raja-arvoista

. sinx
lim =7
x—0 X
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Trigonometristen funktioiden raja-arvoista

Esimerkkeja
Esimerkit 3.10 ja 3.11
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

Maaritelma

Olkoon f maaritelty jossakin pisteen a ymparistossa B'(a; r). Jos

(YM > 0)(3d)(0 < d(x,a) < dm — F(x) > M),

merkitaan

A, Flx) = o,

ja sanotaan, etta funktion f raja-arvo pisteessa xp on aareton.
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

Olkoon f maaritelty jossakin pisteen a ymparistossa B'(a; r). Jos
(VM > 0)(3dm)(0 < d(x,a) < oy — f(x) > M),

merkitaan

A, Flx) = o,

ja sanotaan, etta funktion f raja-arvo pisteessa xo on aareton.

Huomautus

Raja-arvot

lim f(x) = —oc0, lim f(x)=A ja lim f(x)=o00

X—a X—00 X—00

seka vastaavat symbolin —oo sisaltavat raja-arvot maaritellaan
analogisesti.
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

Maaritelma
Olkoon reaalifunktio f maaritelty jollakin avoimella valilla
(a,a+ r). Mikali

(Ve > 0)(30c > 0)((0 < d(a,x) < &) A(x > a) — d(f(x), A) < ¢),

Merkitaan
lim f(x)=A

X—a+

ja sanotaan, etta funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessa a
on A € R. Tata merkitaan myos lim f(x) = f(a+).
xX—a+
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

Maaritelma

Olkoon reaalifunktio f maaritelty jollakin avoimella valilla
(a,a+ r). Mikali

(Ve > 0)(30c > 0)((0 < d(a,x) < &) A(x > a) — d(f(x), A) < ¢),

Merkitaan
lim f(x)=A

X—a+

ja sanotaan, etta funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessa a
on A € R. Tata merkitaan myos lim f(x) = f(a+).
xX—a+

Vasemmanpuoleinen raja-arvo lim f(x) = A maaritellaan
X—a—

analogisesti ja merkitaan f(a—). Oikean- ja vasemmanpuoleiset
aarettomat raja-arvot maaritellaan ilmeisella tavalla.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 16 11 of 12



Raja-arvokasitteen laajennuksia

lim
x—2+4+ X — 2

=00 ja lim = —00

x—2— X — 2
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