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Kertausta

Maaritelma

Olkoon f maaritelty jossakin pisteen a ymparistossa B'(a; r). Jos

(YM > 0)(3d)(0 < d(x,a) < dm — F(x) > M),

merkitaan

A, Flx) = o,

ja sanotaan, etta funktion f raja-arvo pisteessa xp on aareton.
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Kertausta

Olkoon f maaritelty jossakin pisteen a ymparistossa B'(a; r). Jos
(VM > 0)(3dm)(0 < d(x,a) < oy — f(x) > M),

merkitaan

A, Flx) = o,

ja sanotaan, etta funktion f raja-arvo pisteessa xo on aareton.

Huomautus

Raja-arvot

lim f(x) = —oc0, lim f(x)=A ja lim f(x)=o00

X—a X—00 X—00

seka vastaavat symbolin —oo sisaltavat raja-arvot maaritellaan
analogisesti.
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Kertausta

Maaritelma
Olkoon reaalifunktio f maaritelty jollakin avoimella valilla
(a,a+ r). Mikali

(Ve > 0)(30c > 0)((0 < d(a,x) < &) A(x > a) — d(f(x), A) < ¢),

Merkitaan
lim f(x)=A

X—a+

ja sanotaan, etta funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessa a
on A € R. Tata merkitaan myos lim f(x) = f(a+).
xX—a+
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Kertausta

Maaritelma

Olkoon reaalifunktio f maaritelty jollakin avoimella valilla
(a,a+ r). Mikali

(Ve > 0)(30c > 0)((0 < d(a,x) < &) A(x > a) — d(f(x), A) < ¢),

Merkitaan
lim f(x)=A

X—a+

ja sanotaan, etta funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessa a
on A € R. Tata merkitaan myos lim f(x) = f(a+).
xX—a+

Vasemmanpuoleinen raja-arvo lim f(x) = A maaritellaan
X—a—

analogisesti ja merkitaan f(a—). Oikean- ja vasemmanpuoleiset
aarettomat raja-arvot maaritellaan ilmeisella tavalla.
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

Esimerkkeja
Esimerkit 3.14-3.17
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

Esimerkkeja
Esimerkit 3.14-3.17

Lause 3.18

1
lim <1+—)X:e
X

X—00
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Raja-arvokasitteen laajennuksia
Esimerkkeja
Esimerkit 3.14-3.17

Lause 3.18
: 1\ x
lim (1 + 7) —e
X— 00 X

v
Huomautus

Jos a>1, s> 0, niin

X

N
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

lim xInx
x—0+
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

Esimerkki 3.20

lim xInx
x—0+
Esimerkki 3.21
1
f(x) = sin —
(x) sin ~

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 17 5 of 31



Kertausta: Funktion raja-arvo

Maaritelma
Olkoon funktio f maaritelty jossakin pisteen a ymparistossa,
mahdollisesti piste a poislukien. Talloin sanotaan, etta funktiolla f

on raja-arvo A pisteessa a ja merkitaan

lim f(x) = A,

X—a
mikali

(Ve > 0)(30 > 0)(x € B'(a,6.) — f(x) € B(A,¢))
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Kertausta: Funktion raja-arvo

Maaritelma

Olkoon funktio f maaritelty jossakin pisteen a ymparistossa,
mahdollisesti piste a poislukien. Talloin sanotaan, etta funktiolla f
on raja-arvo A pisteessa a ja merkitaan

lim f(x) = A,

mikali
(Ve > 0)(30 > 0)(x € B'(a,6.) — f(x) € B(A,¢))

Vaihtoehtoinen esitysasu:

(Ve > 0)(30 > 0)(0 < d(x,a) < e — d(f(x),A) <€)
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Maaritelma (Jatkuvuus pisteessa)

Olkoon funktio f maaritelty jossakin joukossa B(a;r). Funktio f
on jatkuva pisteessa a jos

lim f(x) = f(a).

X—a

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 17 7 of 31



Maaritelma (Jatkuvuus pisteessa)

Olkoon funktio f maaritelty jossakin joukossa B(a;r). Funktio f
on jatkuva pisteessa a jos

lim f(x) = f(a).

X—a

Maaritelma (Toispuoleinen jatkuvuus)

@ Funktio on oikealta jatkuva pisteessa a, jos

lim f(x) = f(a)

X—ra+

@ Funktio on vasemmalta jatkuva pisteessa a, jos

lim f(x) = f(a)

X—a—
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Maaritelma (Jatkuvuus valilla)

o f on jatkuva avoimella vililld (a, b) jos se on jatkuva valin
jokaisessa pisteessa.
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Maaritelma (Jatkuvuus valilla)

o f on jatkuva avoimella vililld (a, b) jos se on jatkuva valin
jokaisessa pisteessa.

e f on jatkuva suljetulla valilla [a, b] jos se on jatkuva valilla
(a, b) seka oikealta jatkuva pistessd a ja vasemmalta jatkuva
pisteessa b.

o Jatkuvuus puoliavoimella valilla maaritellaan analogisesti
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Geometrinen tulkinta

Vililla [a, b] jatkuvan funktion kuvaaja on katkeamaton kayra.
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Geometrinen tulkinta

Vililla [a, b] jatkuvan funktion kuvaaja on katkeamaton kayra.

Jatkuvia funktioita

e f(x) = c (vakio) jatkuva joukossa R.
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Geometrinen tulkinta

Vililla [a, b] jatkuvan funktion kuvaaja on katkeamaton kayra.

Jatkuvia funktioita

e f(x) = c (vakio) jatkuva joukossa R.

e f(x) = x jatkuva joukossa R.
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Geometrinen tulkinta

Vililla [a, b] jatkuvan funktion kuvaaja on katkeamaton kayra.

Jatkuvia funktioita

e f(x) = c (vakio) jatkuva joukossa R.

e f(x) = x jatkuva joukossa R.

o f(x) = x? = x - x on jatkuva (raja-arvon tulosdants)
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Geometrinen tulkinta

Vililla [a, b] jatkuvan funktion kuvaaja on katkeamaton kayra.

Jatkuvia funktioita

e f(x) = c (vakio) jatkuva joukossa R.

e f(x) = x jatkuva joukossa R.

o f(x) = x? = x - x on jatkuva (raja-arvon tulosdants)

o f(x) = x3 = x - x? on jatkuva (raja-arvon tulosiants), jne.
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Geometrinen tulkinta

Vililla [a, b] jatkuvan funktion kuvaaja on katkeamaton kayra.

Jatkuvia funktioita

e f(x) = c (vakio) jatkuva joukossa R.

e f(x) = x jatkuva joukossa R.

o f(x) = x? = x - x on jatkuva (raja-arvon tulosdants)

o f(x) = x3 = x - x? on jatkuva (raja-arvon tulosiants), jne.
e f(x) = p(x), missa p(x) on polynomi, on jatkuva (tulo- ja

summasaannot)
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Geometrinen tulkinta

Vililla [a, b] jatkuvan funktion kuvaaja on katkeamaton kayra.

Jatkuvia funktioita
e f(x) = c (vakio) jatkuva joukossa R.
e f(x) = x jatkuva joukossa R.
o f(x) = x? = x - x on jatkuva (raja-arvon tulosdants)

2 on jatkuva (raja-arvon tulosiintd), jne.

o f(x)=x3=x-x
e f(x) = p(x), missa p(x) on polynomi, on jatkuva (tulo- ja

summasaannot)

o f(x) = ’;gxg on jatkuva maarittelyjoukossaan (osamaaran

saanto)
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Geometrinen tulkinta
Vililla [a, b] jatkuvan funktion kuvaaja on katkeamaton kayra.

Jatkuvia funktioita

e f(x) = c (vakio) jatkuva joukossa R.

e f(x) = x jatkuva joukossa R.

o f(x) = x? = x - x on jatkuva (raja-arvon tulosdants)

o f(x) = x3 = x - x? on jatkuva (raja-arvon tulosiants), jne.

e f(x) = p(x), missa p(x) on polynomi, on jatkuva (tulo- ja
summasaannat)

o f(x) = ’;gxg on jatkuva maarittelyjoukossaan (osamaaran

saanto)

@ sinx ja cosx ovat jatkuvia koko R:ssad (Esimerkki 3.8)
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Yhdistetyn funktion jatkuvus

Jos f on jatkuva pisteessd a ja g on jatkuva pisteessd f(a), niin
yhdistetty funktio g o f on jatkuva pisteessa a.
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Yhdistetyn funktion jatkuvus

Jos f on jatkuva pisteessd a ja g on jatkuva pisteessd f(a), niin
yhdistetty funktio g o f on jatkuva pisteessa a.

Todistus

@ Oletuksen mukaan lim f(x) = f(a) ja lim g(y) = g(f(a)).
Xx—a y—f(a)
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Yhdistetyn funktion jatkuvus

Jos f on jatkuva pisteessd a ja g on jatkuva pisteessd f(a), niin
yhdistetty funktio g o f on jatkuva pisteessa a.

@ Oletuksen mukaan lim f(x) = f(a) ja lim g(y) = g(f(a)).
Xx—a y—f(a)

@ Jos € > 0, on siis olemassa 1 > 0, jolle
d(y,f(a)) <61 = d(g(y),g(f(a))) < e toteutuu.
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Yhdistetyn funktion jatkuvus

Jos f on jatkuva pisteessd a ja g on jatkuva pisteessd f(a), niin
yhdistetty funktio g o f on jatkuva pisteessa a.

@ Oletuksen mukaan lim f(x) = f(a) ja lim g(y) = g(f(a)).
Xx—a y—f(a)

@ Jos € > 0, on siis olemassa 1 > 0, jolle
d(y,f(a)) <61 = d(g(y),g(f(a))) < e toteutuu.

@ On olemassa myos d > 0, jolle
d(x,a) < 02 = d(f(x),f(a)) < 1.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 17 10 of 31



Yhdistetyn funktion jatkuvus

Jos f on jatkuva pisteessd a ja g on jatkuva pisteessd f(a), niin
yhdistetty funktio g o f on jatkuva pisteessa a.

@ Oletuksen mukaan lim f(x) = f(a) ja lim g(y) = g(f(a)).
Xx—a y—f(a)

@ Jos € > 0, on siis olemassa 1 > 0, jolle
d(y,f(a)) <61 = d(g(y),g(f(a))) < e toteutuu.
@ On olemassa myos d > 0, jolle
d(x,a) < 02 = d(f(x),f(a)) < 1.
@ Jos nyt d(x,a) < d2, niin f(x) toteuttaa ehdon
d(f(x), f(a)) < d1 ja siksi d(g(f(x)),g(f(a))) < e.
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Kaanteisfunktion jatkuvuus

Olkoon f jossakin pisteen a ymparistossa aidosti monotoninen ja
jatkuva. Silloin kiinteisfunktio f 1 on olemassa jossakin pisteen
b = f(a) ymparistossa ja on jatkuva pisteessa b.
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Kaanteisfunktion jatkuvuus

Lause 3.27

Olkoon f jossakin pisteen a ymparistossa aidosti monotoninen ja
jatkuva. Silloin kiinteisfunktio f 1 on olemassa jossakin pisteen
b = f(a) ymparistossa ja on jatkuva pisteessa b.

v
Huomautus

Tassa tarvitaan mychemmin todistettavaa tulosta Seuraus 3.40,
jonka mukaan jatkuva funktio kuvaa suljetun valin suljetuksi
valiksi.
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Kaanteisfunktion jatkuvuus

Lauseen 3.27 todistus

@ Olkoon f jatkuva ja aidosti monotoninen joukossa B(a; r) ja
valitaan 0 < € < r. Voidaan olettaa etta f on aidosti kasvava,
jolloin f(a—€) < b < f(a+e).
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Lauseen 3.27 todistus

@ Olkoon f jatkuva ja aidosti monotoninen joukossa B(a; r) ja
valitaan 0 < € < r. Voidaan olettaa etta f on aidosti kasvava,
jolloin f(a—€) < b < f(a+e).

@ Seurauksen 3.40 mukaan f kuvaa vilin h = [a—¢€,a+ €]
suljetuksi valiksi b = [f(a —€), f(a + €)].
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Kaanteisfunktion jatkuvuus
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valitaan 0 < € < r. Voidaan olettaa etta f on aidosti kasvava,
jolloin f(a—€) < b < f(a+e).

@ Seurauksen 3.40 mukaan f kuvaa vilin h = [a—¢€,a+ €]
suljetuksi valiksi b = [f(a —€), f(a + €)].

@ Nain ollen f : 1 — Ik on bijektio ja kaanteisfunktio
f~1 ., — I, on olemassa.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 17 12 of 31



Kaanteisfunktion jatkuvuus

Lauseen 3.27 todistus

@ Olkoon f jatkuva ja aidosti monotoninen joukossa B(a; r) ja
valitaan 0 < € < r. Voidaan olettaa etta f on aidosti kasvava,
jolloin f(a—€) < b < f(a+e).

@ Seurauksen 3.40 mukaan f kuvaa vilin h = [a—¢€,a+ €]
suljetuksi valiksi b = [f(a —€), f(a + €)].

@ Nain ollen f : 1 — Ik on bijektio ja kaanteisfunktio
f~1 ., — I, on olemassa.

o Merkitdan § = min{f(a+¢)—b,b—f(a—€)} > 0 ja valitaan
y € B(b;9)
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Kaanteisfunktion jatkuvuus

Lauseen 3.27 todistus

@ Olkoon f jatkuva ja aidosti monotoninen joukossa B(a; r) ja
valitaan 0 < € < r. Voidaan olettaa etta f on aidosti kasvava,
jolloin f(a—€) < b < f(a+e).

@ Seurauksen 3.40 mukaan f kuvaa vilin h = [a—¢€,a+ €]
suljetuksi valiksi b = [f(a —€), f(a + €)].

@ Nain ollen f : 1 — Ik on bijektio ja kaanteisfunktio
f~1 ., — I, on olemassa.

o Merkitdan § = min{f(a+¢)—b,b—f(a—€)} > 0 ja valitaan
y € B(b;9)

o Talloin f(a—e)<b—0<y<b+d<f(a+e) mista
kaanteisfunktion kasvavuuden perusteella seuraa

a—e<fly)<a+te
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Kaanteisfunktion jatkuvuus

Lauseen 3.27 todistus

@ Olkoon f jatkuva ja aidosti monotoninen joukossa B(a; r) ja
valitaan 0 < € < r. Voidaan olettaa etta f on aidosti kasvava,
jolloin f(a—€) < b < f(a+e).

@ Seurauksen 3.40 mukaan f kuvaa vilin h = [a—¢€,a+ €]
suljetuksi valiksi b = [f(a —€), f(a + €)].

@ Nain ollen f : 1 — Ik on bijektio ja kaanteisfunktio
f~1 ., — I, on olemassa.

o Merkitdan § = min{f(a+¢)—b,b—f(a—€)} > 0 ja valitaan
y € B(b;9)

o Talloin f(a—e)<b—0<y<b+d<f(a+e) mista
kaanteisfunktion kasvavuuden perusteella seuraa

a—e<fl(y)<a+e,

siis d(f~1(y),a) < ¢, kunhan d(b,y) < 4.

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 17 12 of 31



Kaanteisfunktion jatkuvuus

Seuraus 3.28

Jos f on aidosti monotoninen ja jatkuva valilla [a, b] seka
f([a, b]) = [c, d] niin £~1 on jatkuva vilill3 [c, d].
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Kaanteisfunktion jatkuvuus

Seuraus 3.28

Jos f on aidosti monotoninen ja jatkuva valilla [a, b] seka
f([a, b]) = [c, d] niin £~1 on jatkuva vilill3 [c, d].

Esimerkki: Jatkuvia funktioita
o f: RZO — Rzo, f(X) = \/)?
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Kaanteisfunktion jatkuvuus

Seuraus 3.28

Jos f on aidosti monotoninen ja jatkuva valilla [a, b] seka
f([a, b]) = [c, d] niin £~1 on jatkuva vilill3 [c, d].

Esimerkki: Jatkuvia funktioita
o f: RZO — Rzo, f(X) = \/)?

o f:R—(-3,7%), f(x) = arctanx
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Kaanteisfunktion jatkuvuus

Seuraus 3.28

Jos f on aidosti monotoninen ja jatkuva valilla [a, b] seka
f([a, b]) = [c, d] niin £~1 on jatkuva vilill3 [c, d].

Esimerkki: Jatkuvia funktioita
o f: RZO — Rzo, f(X) = \/)?
o f:R—(-3,7%), f(x) = arctanx

e f(x) = arcsin(v1— x?)
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Kaanteisfunktion jatkuvuus

Seuraus 3.28

Jos f on aidosti monotoninen ja jatkuva valilla [a, b] seka
f([a, b]) = [c, d] niin £~1 on jatkuva vilill3 [c, d].

Esimerkki: Jatkuvia funktioita
o f: RZO — Rzo, f(X) = \/)?
o f:R—(-3,7%), f(x) = arctanx

e f(x) = arcsin(v1— x?)
cos(arctan(4x® — 2x + 1))

\3/sinx + 3 cos? /5x

o f(x)=
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Kaanteisfunktion jatkuvuus

Seuraus 3.28

Jos f on aidosti monotoninen ja jatkuva valilla [a, b] seka
f([a, b]) = [c, d] niin £~1 on jatkuva vilill3 [c, d].

Esimerkki: Jatkuvia funktioita
o f: Rzo — Rzo, f(X) = \/)?

o f:R—(-3,7%), f(x) = arctanx

e f(x) = arcsin(v1— x?)

cos(arctan(4x® — 2x + 1))
\3/sinx+ 3cos2v/bx

o Kaikki edellisista summilla, tuloilla, funktioiden yhdistamisilla
saatavat. Lisaksi niiden kaanteisfunktiot, jne.

o f(x)=
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Alkeisfunktiot

Maaritelma

Alkeisfunktioita ovat rationaali- ja juurifunktiot, trigonometriset ja
eksponenttifunktiot, seka aiemmista alkeisfunktioista yhdistamalla,
rationaalisilla toimituksilla ja kaanteisfunktioina saatavat funktiot.
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Alkeisfunktiot

Maaritelma

Alkeisfunktioita ovat rationaali- ja juurifunktiot, trigonometriset ja
eksponenttifunktiot, seka aiemmista alkeisfunktioista yhdistamalla,
rationaalisilla toimituksilla ja kaanteisfunktioina saatavat funktiot.

Kaikki alkeisfunktiot ovat jatkuvia maarittelyjoukossaan.
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Bolzanon lause

Olkoon f : [a, b] — R jatkuva ja ¢ € (a, b). Jos Ii_r)’n f(x) > 0, niin

on olemassa sellainen pisteen ¢ ymparistoé B(c;¢), jossa f(x) > 0.
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Bolzanon lause

Olkoon f : [a, b] — R jatkuva ja ¢ € (a, b). Jos Ii_r)’n f(x) > 0, niin

on olemassa sellainen pisteen ¢ ymparistoé B(c;¢), jossa f(x) > 0.

@ Raja-arvon maaritelman perusteella on sellainen § > 0, etta
d(f(x), f(c)) < X2, kunhan x € B(x, 6).
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Bolzanon lause

Olkoon f : [a, b] — R jatkuva ja ¢ € (a, b). Jos Ii_r)’n f(x) > 0, niin

on olemassa sellainen pisteen ¢ ymparistoé B(c;¢), jossa f(x) > 0.

@ Raja-arvon maaritelman perusteella on sellainen § > 0, etta
d(f(x), f(c)) < X2, kunhan x € B(x, 6).

o Tillsin siis — ™ < f(x) — f(c) < %2, kun
d(F(x), F(c)) < b,
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Bolzanon lause

Olkoon f : [a, b] — R jatkuva ja ¢ € (a, b). Jos Ii_r)’n f(x) > 0, niin

on olemassa sellainen pisteen ¢ ymparistoé B(c;¢), jossa f(x) > 0.

@ Raja-arvon maaritelman perusteella on sellainen § > 0, etta
d(f(x), f(c)) < X2, kunhan x € B(x, 6).

o Tillin siis — 4 < £(x) — f(c) < 142, kun

d(f(x), f(c)) < 2.
o Edelleen, 1f(c) < f(x) < 2f(c), kun d(x,c) < 6.
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Bolzanon lause

Lemma
Olkoon f : [a, b] — R jatkuva ja ¢ € (a, b). Jos Ii_n)1 f(x) > 0, niin

on olemassa sellainen pisteen ¢ ymparistoé B(c;¢), jossa f(x) > 0.

Todistus
@ Raja-arvon maaritelman perusteella on sellainen § > 0, etta
d(f(x), f(c)) < 75 .8).
e Tallgin siis _@ < f(x)—f(c) < ) , kun
f(c
d(f(x), f(c)) < 6.
o Edelleen, 1f(c) < f(x) < 2f(c), kun d(x,c) < 6.

Huomautus

Todistus on analoginen tapauksessa Iil>n f(x) <0 ja yleistyy
X—C

helposti koskemaan myos suljetun valin paatepisteita.
Luentomonisteen Lemma 3.30 seuraa tasta suoraviivaisesti.
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Bolzanon lause

Lause 3.31 (Bolzanon lause)

Olkoon f : [a, b] — R jatkuva. Jos f(a)f(b) < 0, niin on olemassa
c € (a, b), jolle patee f(c) =0
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Bolzanon lause

Bolzanon lauseen todistus

o Voidaan olettaa, ettd f(a) < 0 ja f(b) > 0; merkitdan
S={x¢€lab]|f(x) <0}
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Bolzanon lause

Bolzanon lauseen todistus

o Voidaan olettaa, ettd f(a) < 0 ja f(b) > 0; merkitdan
S={x¢€lab]|f(x) <0}

@ a€ S, bon joukon S ylaraja, siis on olemassa
c=supS € [a, b] ja vaitetddn, ettd f(c) = 0.
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Bolzanon lause

Bolzanon lauseen todistus

o Voidaan olettaa, ettd f(a) < 0 ja f(b) > 0; merkitdan
S={x¢€lab]|f(x) <0}

@ a€ S, bon joukon S ylaraja, siis on olemassa
c=supS € [a, b] ja vaitetddn, ettd f(c) = 0.

@ Vastaoletus 1: f(c) < 0. Talléin on (Lemma 3.30) sellainen
vali (¢ — 6, ¢+ 9) jossa f(x) < 0.
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Bolzanon lause

Bolzanon lauseen todistus

o Voidaan olettaa, ettd f(a) < 0 ja f(b) > 0; merkitdan
S={x¢€lab]|f(x) <0}

@ a€ S, bon joukon S ylaraja, siis on olemassa
c=supS € [a, b] ja vaitetddn, ettd f(c) = 0.

@ Vastaoletus 1: f(c) < 0. Talléin on (Lemma 3.30) sellainen
vali (¢ — 6, c+9) jossa f(x) < 0. Tallgin siis f(c + g) <0 ja
c+ g €S
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Bolzanon lause

Bolzanon lauseen todistus

o Voidaan olettaa, ettd f(a) < 0 ja f(b) > 0; merkitdan
S={x¢€lab]|f(x) <0}

@ a€ S, bon joukon S ylaraja, siis on olemassa
c=supS € [a, b] ja vaitetddn, ettd f(c) = 0.

@ Vastaoletus 1: f(c) < 0. Talléin on (Lemma 3.30) sellainen
vali (¢ — 6, c+9) jossa f(x) < 0. Tallgin siis f(c + g) <0 ja
c+ g € S, jolloin c ei olekaan joukon S ylaraja.
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Bolzanon lause

Bolzanon lauseen todistus

o Voidaan olettaa, ettd f(a) < 0 ja f(b) > 0; merkitdan
S={x¢€lab]|f(x) <0}

@ a€ S, bon joukon S ylaraja, siis on olemassa
c=supS € [a, b] ja vaitetddn, ettd f(c) = 0.

@ Vastaoletus 1: f(c) < 0. Talléin on (Lemma 3.30) sellainen
vali (¢ — 6, c+9) jossa f(x) < 0. Tallgin siis f(c + g) <0 ja
c+ g € S, jolloin c ei olekaan joukon S ylaraja.

@ Vastaoletus 2: f(c) > 0. Tallgin on sellainen vali
(c —0,c+9) jossa f(x) > 0 ja siksi esim. f(c — %) > 0. Néin
ollen c ei olekaan joukon S pienin ylaraja.
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Bolzanon lause

Bolzanon lauseen todistus

o Voidaan olettaa, ettd f(a) < 0 ja f(b) > 0; merkitdan
S={x¢€lab]|f(x) <0}

@ a€ S, bon joukon S ylaraja, siis on olemassa
c=supS € [a, b] ja vaitetddn, ettd f(c) = 0.

@ Vastaoletus 1: f(c) < 0. Talléin on (Lemma 3.30) sellainen
vali (¢ — 6, c+9) jossa f(x) < 0. Tallgin siis f(c + g) <0 ja
c+ g € S, jolloin c ei olekaan joukon S ylaraja.

@ Vastaoletus 2: f(c) > 0. Tallgin on sellainen vali
(c —0,c+9) jossa f(x) > 0 ja siksi esim. f(c — %) > 0. Néin
ollen c ei olekaan joukon S pienin ylaraja.

o Koska mahdollisuudet f(c) > 0 ja f(c) < 0 johtavat
ristiriitaan, on ainoa mahdollisuus f(c) = 0.
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Jatkuvien funktioiden valiarvolause (Seuraus 3.32.)

Jos f on jatkuva suljetulla valilla [a, b] ja f(a) # f(b), niin f saa
jokaisen arvojen f(a) ja f(b) valisen arvon ainakin yhdessa valin
[a, b] pisteessa.
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Jatkuvien funktioiden valiarvolause (Seuraus 3.32.)

Jos f on jatkuva suljetulla valilla [a, b] ja f(a) # f(b), niin f saa
jokaisen arvojen f(a) ja f(b) valisen arvon ainakin yhdessa valin
[a, b] pisteessa.

Todistus

Olkoon d jokin arvojen f(a) ja f(b) valissa oleva luku. Merkitaan
g(x) = f(x) — d. Talléin myds g on jatkuva valilla [a, b] ja arvot
g(a) = f(a) — d ja g(b) = f(b) — d ovat erimerkkiset.
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Jatkuvien funktioiden valiarvolause (Seuraus 3.32.)

Jos f on jatkuva suljetulla valilla [a, b] ja f(a) # f(b), niin f saa
jokaisen arvojen f(a) ja f(b) valisen arvon ainakin yhdessa valin
[a, b] pisteessa.

Todistus

Olkoon d jokin arvojen f(a) ja f(b) valissa oleva luku. Merkitaan
g(x) = f(x) — d. Talléin myds g on jatkuva valilla [a, b] ja arvot
g(a) = f(a) — d ja g(b) = f(b) — d ovat erimerkkiset. Bolzanon
lauseen perusteella funktiolla g on ainakin yksi nollakohta

c € (a,b). Tama merkitsee sita, ettda 0 = g(c) = f(c) — d, joten
f(c)=d.
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Juuren olemassaolo

Jos n € N ja a on positiivinen, on yhtalolla x” = a tarkalleen yksi
positiivinen ratkaisu.
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Juuren olemassaolo

Jos n € N ja a on positiivinen, on yhtalolla x” = a tarkalleen yksi

positiivinen ratkaisu.

Todistus

| \

Funktio f(x) = x" — a on jatkuva f(0) = —a < 0 sek3

fat1l)=(a+1)"—a>(1+na)—a=1+(n—1)a>1>0.
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Juuren olemassaolo

Jos n € N ja a on positiivinen, on yhtalolla x” = a tarkalleen yksi
positiivinen ratkaisu.

Todistus

Funktio f(x) = x" — a on jatkuva f(0) = —a < 0 sek3
fat1l)=(a+1)"—a>(1+na)—a=1+(n—1)a>1>0.
Bolzanon lauseen mukaan vililla [0, a+ 1] on funktion f nollakohta.
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Juuren olemassaolo

Jos n € N ja a on positiivinen, on yhtalolla x” = a tarkalleen yksi
positiivinen ratkaisu.

Todistus

Funktio f(x) = x" — a on jatkuva f(0) = —a < 0 sek3
fat1l)=(a+1)"—a>(1+na)—a=1+(n—1)a>1>0.
Bolzanon lauseen mukaan vililla [0, a+ 1] on funktion f nollakohta.
Jos 0 < x1 < x2, on

f(x)—f(x1) =x3—x{ = (X2—X1)(x2”_1—i—x2"_2x1+. . .—i—xln_l) >0,

joten f on aidosti kasvava kun x > 0 eika nollakohtia voi siis olla
useampia.
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Suljetut valit

Aareton unioni

Olkoon A;, i € I kokoelma joukkoja. Joukkojen A; unioni
maaritellaan seuraavasti:

x € UA,- & (3iel)(xeA)
i€l
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Suljetut valit

Aareton unioni

Olkoon A;, i € I kokoelma joukkoja. Joukkojen A; unioni
maaritellaan seuraavasti:

erA#ﬂEEUUGA)
i€l

Maaritelma

Reaalilukujoukkojen {A; | i € I} kokoelma peittda reaalilukujoukon

B, jos
Bc|JA
icl
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Suljetut valit

Heine-Borelin peittolause (Suljetun valin kompaktisuus)

Jos jokin kokoelma A; (i € I) avoimia valeja A; = (a;, bj) peittaa
suljetun valin B = [a, b], niin on olemassa sellainen aarellinen
osakokoelma {A; | i € i} (l C [ darellinen), joka myds peittaa
suljetun valin B = [a, b).
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Suljetut valit

Heine-Borelin peittolause (Suljetun valin kompaktisuus)

Jos jokin kokoelma A; (i € I) avoimia valeja A; = (a;, bj) peittaa
suljetun valin B = [a, b], niin on olemassa sellainen aarellinen
osakokoelma {A; | i € i} (l C [ darellinen), joka myds peittaa
suljetun valin B = [a, b).
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Suljetut valit

Peittolauseen todistus
o Merkitdan S = {x € [a, b] |
[a, x] voidaan peittaa darelliselld maaralla valeja A;}
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Suljetut valit

Peittolauseen todistus
o Merkitdan S = {x € [a, b] |
[a, x] voidaan peittaa darelliselld maaralla valeja A;}

e Jokin vili A;, peittaa pisteen a, joten S # (). Lisdksi S on
ylhaalta rajoitettu (b on ylaraja).
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Suljetut valit

Peittolauseen todistus

o Merkitdan S = {x € [a, b] |
[a, x] voidaan peittaa darelliselld maaralla valeja A;}

e Jokin vili A;, peittaa pisteen a, joten S # (). Lisdksi S on
ylhaalta rajoitettu (b on ylaraja).

@ Olkoon ¢ = sup S ja naytetaan, etta ¢ = b. Vaite seuraa
tasta, silla pisteen b peittaa yksi ainoa vali. Vastaoletus:
c<b.
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Suljetut valit

o Merkitdan S = {x € [a, b] |
[a, x] voidaan peittaa darelliselld maaralla valeja A;}

e Jokin vili A;, peittaa pisteen a, joten S # (). Lisdksi S on
ylhaalta rajoitettu (b on ylaraja).

@ Olkoon ¢ = sup S ja naytetaan, etta ¢ = b. Vaite seuraa
tasta, silla pisteen b peittaa yksi ainoa vali. Vastaoletus:
c<b.

@ Olkoot A, ... Aj, joukon S peittavat avoimet valit ja
A; = (ay, by) naista (jokin) sellainen, jossa b; on suurin.
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Suljetut valit

Peittolauseen todistus

o Merkitdan S = {x € [a, b] |
[a, x] voidaan peittaa darelliselld maaralla valeja A;}

e Jokin vili A;, peittaa pisteen a, joten S # (). Lisdksi S on
ylhaalta rajoitettu (b on ylaraja).

@ Olkoon ¢ = sup S ja naytetaan, etta ¢ = b. Vaite seuraa
tasta, silla pisteen b peittaa yksi ainoa vali. Vastaoletus:
c<b.

@ Olkoot A, ... Aj, joukon S peittavat avoimet valit ja
A; = (ay, by) naista (jokin) sellainen, jossa b; on suurin.

e Jos c € A; = (ay, by), on valttamatta ¢ < by ja siksi voidaan
valita ¢ + € € (c, by) ja myoGs [a, ¢ + €] voidaan peittda
samoilla joukoilla. Nain ollen c ei olekaan joukon S ylaraja.
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Suljetut valit

Peittolauseen todistus

@ Olkoon ¢ =sup S ja naytetaan, etta ¢ = b. Vaite seuraa
tasta, silla pisteen b peittaa yksi ainoa vali. Vastaoletus:
c < b.

@ Olkoot A, ... Aj, joukon S peittavat avoimet valit ja
A; = (ay, by) ndista (jokin) sellainen, jossa b, on suurin.

e Jos c € A; = (ay, by), on valttamattd ¢ < by ja siksi voidaan
valita ¢ + € € (c, by) ja my0s [a, ¢ + €] voidaan peittaa
samoilla joukoilla. Nain ollen ¢ ei olekaan joukon S ylaraja.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 17 24 of 31



Suljetut valit

Peittolauseen todistus

@ Olkoon ¢ =sup S ja naytetaan, etta ¢ = b. Vaite seuraa
tasta, silla pisteen b peittaa yksi ainoa vali. Vastaoletus:
c < b.

@ Olkoot A, ... Aj, joukon S peittavat avoimet valit ja
A; = (ay, by) ndista (jokin) sellainen, jossa b, on suurin.

e Jos c € A; = (ay, by), on valttamattd ¢ < by ja siksi voidaan
valita ¢ + € € (c, by) ja my0s [a, ¢ + €] voidaan peittaa
samoilla joukoilla. Nain ollen ¢ ei olekaan joukon S ylaraja.

@ Jos c ¢ A; on joko by < c tai by = c¢. Ensimmaisessa
tapauksessa voidaan valita ¢ — € < ¢, jolle patee c — e ¢ A/ ja
siksi myos ¢ — € olisi joukon S ylaraja. Taten by = c.
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Suljetut valit

Peittolauseen todistus

@ Olkoon ¢ =sup S ja naytetaan, etta ¢ = b. Vaite seuraa
tasta, silla pisteen b peittaa yksi ainoa vali. Vastaoletus:
c < b.

@ Olkoot A, ... Aj, joukon S peittavat avoimet valit ja
A; = (ay, by) ndista (jokin) sellainen, jossa b, on suurin.

e Jos c € A; = (ay, by), on valttamattd ¢ < by ja siksi voidaan
valita ¢ + € € (c, by) ja my0s [a, ¢ + €] voidaan peittaa
samoilla joukoilla. Nain ollen ¢ ei olekaan joukon S ylaraja.

@ Jos c ¢ A; on joko by < c tai by = c¢. Ensimmaisessa
tapauksessa voidaan valita ¢ — € < ¢, jolle patee c — e ¢ A/ ja
siksi myos ¢ — € olisi joukon S ylaraja. Taten by = c.

e Koska c € [a, b], voidaan piste ¢ peittda yhdella ainoalla
valilla A;,_., ja nain ollen aarellinen joukko valeja A;, ..., A
peittad jonkin valin [a, ¢ + €], ristiriita.

ik+1
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Maaritelma

Funktio f on rajoitettu joukossa A, jos on olemassa sellainen
M >0, ettd |f(x)| < M aina kun x € A.
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Maaritelma

Funktio f on rajoitettu joukossa A, jos on olemassa sellainen
M >0, ettd |f(x)| < M aina kun x € A.

Jos f : [a, b] — R on jatkuva, on f rajoitettu valilla [a, b].
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Lauseen 3.37 todistus

e Jatkuvuuden perusteella Vx € [a, b] on avoin vali
le = (X = 0x, x + 0x) Jolle |f(x) — f(y)| = d(f(x), f(y)) < 1
aina, kun y € .
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

e Jatkuvuuden perusteella Vx € [a, b] on avoin vali
le = (X = 0x, x + 0x) Jolle |f(x) — f(y)| = d(f(x), f(y)) < 1
aina, kun y € .

o Valit I, peittavat suljetun vilin [a, b], joten Heine-Borelin
lauseen perusteella on olemassa aarellinen maara valeja /.,
.., Iy, jotka peittavat valin [a, b].
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

e Jatkuvuuden perusteella Vx € [a, b] on avoin vali
le = (X = 0x, x + 0x) Jolle |f(x) — f(y)| = d(f(x), f(y)) < 1
aina, kun y € .

o Valit I, peittavat suljetun vilin [a, b], joten Heine-Borelin
lauseen perusteella on olemassa aarellinen maara valeja /.,

. by, jotka peittavat valin [a, b].

o Jokaiselle ndista patee |f(y) — f(xk)| < 1 aina, kun y € I, ja
siis |F(y)] = [f(y) = f(x) + F(x)] <
[£(y) = FOa)l + 1F (i)l < 1+ 1F ()
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

e Jatkuvuuden perusteella Vx € [a, b] on avoin vali
he = (x = 0x, x 4 8x) jolle |£(x) = f(y)| = d(f(x), f(y)) <1
aina, kun y € .

o Valit I, peittavat suljetun vilin [a, b], joten Heine-Borelin
lauseen perusteella on olemassa aarellinen maara valeja /.,

. by, jotka peittavat valin [a, b].

o Jokaiselle ndista patee |f(y) — f(xk)| < 1 aina, kun y € I, ja
siis |F(y)] = [f(y) = f(x) + F(x)] <
[£(y) = FOa)l + 1F (i)l < 1+ 1F ()

e Nain ollen |f(y)| < 14 max{|f(x1)|,...,|f(xm)|} aina kun
y € [a, b]
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Suljetulla valilla jatkuvalla funktiolla on talla valilla suurin
(maksimi) ja pienin (minimi) arvo
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Lauseen 3.39 todistus

@ Osoitetaan maksimin olemassaolo, todistus minimille on
analoginen.

o Lauseen 3.37 perusteella S = {f(x) | x € [a, b]} on ylhaalta

rajoitettu ja joka tapauksessa epatyhja, joten on olemassa
M =supS.
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Lauseen 3.39 todistus

@ Osoitetaan maksimin olemassaolo, todistus minimille on
analoginen.

o Lauseen 3.37 perusteella S = {f(x) | x € [a, b]} on ylhaalta

rajoitettu ja joka tapauksessa epatyhja, joten on olemassa
M =supS.

@ Osoitetaan, etta funktion maksimiarvo on M.
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Lauseen 3.39 todistus

@ Osoitetaan maksimin olemassaolo, todistus minimille on
analoginen.

o Lauseen 3.37 perusteella S = {f(x) | x € [a, b]} on ylhaalta
rajoitettu ja joka tapauksessa epatyhja, joten on olemassa
M =supS.

@ Osoitetaan, ettd funktion maksimiarvo on M. Vastaoletus:
Vx € [a, b] f(x) < M.
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Lauseen 3.39 todistus

@ Osoitetaan maksimin olemassaolo, todistus minimille on
analoginen.

o Lauseen 3.37 perusteella S = {f(x) | x € [a, b]} on ylhaalta

rajoitettu ja joka tapauksessa epatyhja, joten on olemassa
M =supS.

@ Osoitetaan, etta funktion maksimiarvo on M. Vastaoletus:
Vx € [a, b] f(x) < M.

@ Vastaoletuksen mukaan funktio g(x) = Milf(x) on maaritelty,

positiivinen ja jatkuva koko valilla [a, b].
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Lauseen 3.39 todistus

@ Osoitetaan maksimin olemassaolo, todistus minimille on
analoginen.

o Lauseen 3.37 perusteella S = {f(x) | x € [a, b]} on ylhaalta

rajoitettu ja joka tapauksessa epatyhja, joten on olemassa
M =supS.

@ Osoitetaan, ettd funktion maksimiarvo on M. Vastaoletus:
Vx € [a, b] f(x) < M.

@ Vastaoletuksen mukaan funktio g(x) =

Milf(x) on maaritelty,
positiivinen ja jatkuva koko valilla [a, b].

o Koska M = sup{f(x) | x € [a, b]}, on mitd hyvansa lukua
M; > 0 kohti olemassa x € [a, b], jolle patee
f(x)ZM—MLI@MlgM%f(X):g(X).
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@ Tama merkitsee sita, etta g ei ole rajoitettu funktio, ja on
ristiriidassa Lauseen 3.37. kanssa.
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Jatkuvan funktion f : [a, b] — R kuvajoukko on suljettu vali
[m, M], missd m = min{f(x) | x € [a, b]} ja
M = max{f(x) | x € [a, b]}
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Jatkuvat funktiot suljetulla valilla

Seuraus

Jatkuvan funktion f : [a, b] — R kuvajoukko on suljettu vali
[m, M], missd m = min{f(x) | x € [a, b]} ja
M = max{f(x) | x € [a, b]}

Todistus

Edellisen lauseen mukaan f saavuttaa maksimin M ja minimin m
joissakin valin [a, b] pisteissa. Jatkuvien funktioiden valiarvolauseen
mukaan f saavuttaa myos jokaisen naiden valissa olevan arvon.
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Jatkuvat funktiot
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Jatkuvat funktiot

Esimerkkeja
Esimerkit 3.41 ja 3.42.
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Kahden muuttujan funktioista

Maaritelma

Funktioita f : R? — R sanotaan kahden muuttujan reaalifunktioiksi
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Kahden muuttujan funktioista

Maaritelma

Funktioita f : R? — R sanotaan kahden muuttujan reaalifunktioiksi

Maaritelma

d((x1. 1), (52 32))) = 1/ (1 = %2)? + (1 — 12)?
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v
Maaritelma

lim f(x,y) =A,
(x,y)—(a,b) (o)

jos

(Ve > 0)(Fde > 0)(d((x,y), (a, b)) < 6 — d(f(x,y),A) <€)

v

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 17 31 of 31



