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Esimerkki

Esimerkki 4.40

e S(t): paaoma hetkelld t, So = S(0)
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e S(t): paaoma hetkelld t, So = S(0)
@ Ajan At jalkeen lisattava korko: S(t)’iTAOt
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Esimerkki

Esimerkki 4.40

@ S(t): padoma hetkelld t, Sp = S(0)
@ Ajan At jalkeen lisattava korko: S(t)’iTAOt
o S(t+ At) = S(t) + S(1) 555 = S(£)(L + 555)
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Esimerkki

Esimerkki 4.40
e S(t): paaoma hetkelld t, So = S(0)

@ Ajan At jalkeen lisattava korko: S(t)’iTAOt

o S(t+ At)=S(t)+ S(t)55F = S(t)(1 + 55%)
@ Jaetaan aikavali [0, t] n:33n yhtdsuureen osaan, jokaisen
pituus At = t/n.
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Esimerkki

Esimerkki 4.40

e S(t): paaoma hetkelld t, So = S(0)

@ Ajan At jalkeen lisattava korko: S(t)’iTAOt

o S(t+ At)=S(t)+ S(t)55F = S(t)(1 + 55%)

@ Jaetaan aikavali [0, t] m:ddn yhtdsuureen osaan, jokaisen
pituus At = t/n.

_ pt pt
S(t) = So(1+ g557) - (L+ 7557
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Esimerkki

Esimerkki 4.40

e S(t): paaoma hetkelld t, So = S(0)

@ Ajan At jalkeen lisattava korko: S(t)’iTAOt

o S(t+ At)=S(t)+ S(t)55F = S(t)(1 + 55%)

@ Jaetaan aikavali [0, t] m:ddn yhtdsuureen osaan, jokaisen
pituus At = t/n.

B pt pt . pt \n
S(t) = 50(1+—100n)...(1+—100n)_50(1+—100n)
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Esimerkki

Esimerkki 4.40

e S(t): paaoma hetkelld t, So = S(0)

@ Ajan At jalkeen lisattava korko: S(t)’iTAOt

o S(t+ At)=S(t)+ S(t)55F = S(t)(1 + 55%)

@ Jaetaan aikavali [0, t] m:ddn yhtdsuureen osaan, jokaisen
pituus At = t/n.

B pt pt . pt \n
S(t) = 50(1+—100n)...(1+—100n)_50(1+—100n)

1 n
= 50(1 aF W)
?n
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Esimerkki

Esimerkki 4.40

e S(t): paaoma hetkelld t, So = S(0)

@ Ajan At jalkeen lisattava korko: S(t)’iTAOt

o S(t+ At)=S(t)+ S(t)55F = S(t)(1 + 55%)

@ Jaetaan aikavali [0, t] m:ddn yhtdsuureen osaan, jokaisen
pituus At = t/n.

B pt pt pt \n
S(t) = S+ 355,) - (14 700,) = S<1+100)

100 pt

1 \n 1 rall
= 50(1—{—7@”) —50<(1+ 100 )p )100
pt
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Esimerkki

Esimerkki 4.40

e S(t): paaoma hetkelld t, So = S(0)

@ Ajan At jalkeen lisattava korko: S(t)’iTAOt

o S(t+ At)=S(t)+ S(t)55F = S(t)(1 + 55%)

@ Jaetaan aikavali [0, t] m:ddn yhtdsuureen osaan, jokaisen
pituus At = t/n.

B pt pt . pt \n
S(t) = 50(1+—100n)...(1+—100n)_50(1+—100n)

1 \n 1\ %M T
= 50(1-{—7@”) :50<(1+7mn> )
pt pt

n—o00 Pt
D790, Spetin
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Esimerkki

Esimerkki 4.40

5(t) = Soeto
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Esimerkki

Esimerkki 4.40

5(t) = Soeto

(1) = Spets P
= S/(t) = Soetin 2
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Esimerkki

Esimerkki 4.40

S(t) = soe%o

' _ P
= S'(t)= Spe it 100 100S(t)
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Esimerkki

Esimerkki 4.40

S(t) = Spelt

t) = Spets P — P
= S'(t) = Spetw 100 — 1005(t),
josta
S8 _ b
S(t) 100
30f 18
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Useampikertaiset derivaatat

o 2-kertainen derivaatta: D?f(x), f"(x), %zzf(x), d?:((;), %
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Useampikertaiset derivaatat

o 2-kertainen derivaatta: D?f(x), f"(x), i f(x), d2f(X), &y

dx? dx? ' dx?
. o 3 3 8
o 3-kertainen derivaatta: D3f(x), f"”'(x), %f(x), %‘;’, %
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Useampikertaiset derivaatat

o 2-kertainen derivaatta: D2f(x), f"(x), <5f(x), T &y

dx? dx? ' dx?
o 3-kertainen derivaatta: D3f(x), f"(x), j—;f(x), d:;(;(), %
o n-kertainen derivaatta: D"f(x), f("(x), ‘;inn f(x), d’;i(nx), g,l}n’
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Useampikertaiset derivaatat

o 2-kertainen derivaatta: D2f(x), f"(x), <5f(x), T &y

dx? dx? ' dx?
o 3-kertainen derivaatta: D3f(x), f"'(x), j—;f(x), d:;(;(), %
@ n-kertainen derivaatta: D"f(x), f(”)(x), ‘;inn f(x), d’;i(nx), ‘;,Qn’
Osittaisderivaatat:
0 0 0?f
o 77f = —=,
Ox Ox Ox?
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Useampikertaiset derivaatat

o 2-kertainen derivaatta: D2f(x), f"(x), <5f(x), T &y

dx? dx? ' dx?
o 3-kertainen derivaatta: D3f(x), f"(x), j—;f(x), %, %
o n-kertainen derivaatta: D"f(x), f("(x), %f(x), %(HX), g,l}n’

Osittaisderivaatat:
c 20, & 00, &f
OxOx  Ox2' 9y ox  Oyox'
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Useampikertaiset derivaatat

o 2-kertainen derivaatta: D2f(x), f"(x), <5f(x), T &y

dx? dx? ' dx?
o 3-kertainen derivaatta: D3f(x), f"(x), ;—;f(x), %, %
o n-kertainen derivaatta: D"f(x), f("(x), %f(x), %(HX), %

Osittaisderivaatat:
o990, _f 90, f 90 . Of
OxOx  Ox2 dyOx  Oydx OxOy  0Oxdy'
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Useampikertaiset derivaatat

o 2-kertainen derivaatta: D2f(x), f"(x), <5f(x), T &y

1 dx? dx? ' dx?
o 3-kertainen derivaatta: D3f(x), f"(x), ;—;f(x), %, %
o n-kertainen derivaatta: D"f(x), f("(x), %f(x), d’;i(nx), %

Osittaisderivaatat:
o990, _f 90, f 90 . Of
Ox Ox Ox2" dy Ox OyOx' Ox Oy OxOy'
o 0 of
53y = oy
° D)%f, Dyxf, Dy f, D}%fjne.

jne.
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Useampikertaiset derivaatat

@ Dsinx = cosx, D?sinx = —sinx, D3sinx = —cos x ja
D* sin x = sin x, D®sin x = cos x, jne.
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Useampikertaiset derivaatat

@ Dsinx = cosx, D?sinx = —sinx, D3sinx = —cos x ja
D* sin x = sin x, D®sin x = cos x, jne.

o DeX = eX, D?e* = X, D3eX = €*, jne.
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Useampikertaiset derivaatat
Jos f(x,y) = xsin(xy), on

0 :
gf(x,y) = sin(xy) + x cos(xy)y,
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Useampikertaiset derivaatat

Jos f(x,y) = xsin(xy), on

0 :
gf(x,y) = sin(xy) + x cos(xy)y,

82

5y 55" 061) = cos()x -+ xcos(oy) — xy sini)x
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Useampikertaiset derivaatat

Jos f(x,y) = xsin(xy), on

0 :
gf(x,y) = sin(xy) + x cos(xy)y,

5
dydx
= 2xcos(xy) — x?y sin(xy).

f(x,y) = cos(xy)x + x cos(xy) — xy sin(xy)x
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Useampikertaiset derivaatat

Jos f(x,y) = xsin(xy), on

0 :
gf(x,y) = sin(xy) + x cos(xy)y,

5
dydx
= 2xcos(xy) — x?y sin(xy).

f(x,y) = cos(xy)x + x cos(xy) — xy sin(xy)x

Toisaalta 5
@f(x, y) = X2 cos(xy)
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Useampikertaiset derivaatat
Jos f(x,y) = xsin(xy), on

0 :
gf(x,y) = sin(xy) + x cos(xy)y,

af;xf(x, y) = cos(xy)x + x cos(xy) — xy sin(xy)x
= 2xcos(xy) — x?y sin(xy).
Toisaalta
g1"(x y) = x? cos(xy)
dy 7
ja

82

_ — st
xdy f(x,y) = 2xcos(xy) — x“y sin(xy).
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Useampikertaiset derivaatat

Mahdollisesti
0*f O%f
dyox ' OxOy’

Derivointijarjestyksen voi kuitenkin vaihtaa, jos f on riittavan
saannollinen (toisen kertaluvun osittaisderivaatat jatkuvia).
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Valiarvolause

Rollen lause

Olkoon f jatkuva valilla [a, b] ja derivoituva vililla (a, b). Jos
f(a) = f(b), niin valilla (a, b) on ainakin yksi sellainen piste &, jolle
patee f'(§) = 0.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 22 8 of 18



Valiarvolause
Rollen lause

Olkoon f jatkuva valilla [a, b] ja derivoituva vililla (a, b). Jos
f(a) = f(b), niin valilla (a, b) on ainakin yksi sellainen piste &, jolle
patee f'(§) = 0.

Vakiofunktioille lause on selva. Jos f ei ole vakio, saa se esim.
suurempia arvoja kuin f(a).
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Valiarvolause
Rollen lause

Olkoon f jatkuva valilla [a, b] ja derivoituva vililla (a, b). Jos
f(a) = f(b), niin valilla (a, b) on ainakin yksi sellainen piste &, jolle
patee f'(§) = 0.

Vakiofunktioille lause on selva. Jos f ei ole vakio, saa se esim.
suurempia arvoja kuin f(a).

Jatkuvana funktiona f:lld on suurin arvo M suljetulla valilla [a, b],
olkoon f(§) = M. Tallgin (& + h) < (&) aina, kun |h| on niin
pieni ettd £ + h € [a, b]. Taten

h >0, kun h<0.

f(f“’)f(ﬁ){ <0, kun h>0
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Valiarvolause

Todistus

Vakiofunktioille lause on selva. Jos f ei ole vakio, saa se esim.
suurempia arvoja kuin f(a).

Jatkuvana funktiona 7:1la on suurin arvo M suljetulla valilla [a, b],
olkoon (&) = M. Tallgin f(§ + h) < f(&) aina, kun |h| on niin
pieni ettd £ + h € [a, b]. Taten

fE+h) —f(€) [ <0, kun h>0
h >0, kun h<O0.
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Valiarvolause

Todistus

Vakiofunktioille lause on selva. Jos f ei ole vakio, saa se esim.
suurempia arvoja kuin f(a).

Jatkuvana funktiona 7:1la on suurin arvo M suljetulla valilla [a, b],
olkoon (&) = M. Tallgin f(§ + h) < f(&) aina, kun |h| on niin
pieni ettd £ + h € [a, b]. Taten

fE+h) —f(€) [ <0, kun h>0
h >0, kun h<O0.

Koska f’(€) on olemassa, on olemassa raja-arvo

. F(E+h) — f(€)
F(e) = |

(&) h0 h
Edellamainitusta seuraa, ettd f'(§) < 0 ja f/(£) > 0 ovat

molemmat mahdottomia, siis f/(£) = 0. O
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Valiarvolause

Derivoituvan funktion maksimi- tai minimikohdassa on & on

(&) = 0.
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Valiarvolause

Derivoituvan funktion maksimi- tai minimikohdassa on & on

(&) = 0.

Seuraus 4.46
Derivoituvalla funktiolla on kahden nollakohtansa valilla ainakin
yksi derivaatan nollakohta.

| A\

A\
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Valiarvolause

Seuraus

Derivoituvan funktion maksimi- tai minimikohdassa on & on

(€)= 0.

Derivoituvalla funktiolla on kahden nollakohtansa valilla ainakin
yksi derivaatan nollakohta.

Seuraus 4.47

Jos funktiolla f on derivaatat k:nteen kertalukuun asti ja n
reaalista nollakohtaa, on funktiolla £(K)(x) ainakin n — k reaalista
nollakohtaa.

N
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Valiarvolause

Differentiaalilaskennan valiarvolause

Jos f on jatkuva valilla [a, b] ja derivoituva valilla (a, b), niin
talldin on ainakin yksi piste £ € (a, b), jossa

FI(E)(b— a) = f(b) — f(a).
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Valiarvolause

Differentiaalilaskennan valiarvolause

Jos f on jatkuva valilla [a, b] ja derivoituva valilla (a, b), niin
talldin on ainakin yksi piste £ € (a, b), jossa

F'(€)(b— a) = f(b) — f(a). )

Maaritellaan g(x) = f(x)(b — a) — (f(b) — f(a))x, jolloin
g(a) = g(b). Rollen lauseen mukaan on olemassa ¢ € (a, b), jossa

0 = g'(¢) = f'(§)(b — a) — (f(b) — f(a)).
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Valiarvolause

Integraalilaskennan peruslause

Jos valilla / on f'(x) = 0, niin f on vakio valilla /.
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Valiarvolause

Integraalilaskennan peruslause

Jos valilla / on f'(x) = 0, niin f on vakio valilla /.

Jos a, x € /, niin

joten f(x) = f(a).
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Valiarvolause

Integraalilaskennan peruslause

Jos vélilla / on f’(x) = 0, niin f on vakio valilla /.

Jos a, x € /, niin

joten f(x) = f(a).

Jos f'(x) = g'(x) valilla 1, niin f(x) = g(x) + C valilla /
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Valiarvolause

Integraalilaskennan peruslause

Jos vélilla / on f’(x) = 0, niin f on vakio valilla /.

Jos a, x € /, niin

joten f(x) = f(a).

Jos f'(x) = g'(x) valilla I, niin f(x) = g(x) + C valilla /

Funktio h(x) = f(x) — g(x) toteuttaa H'(x) = f'(x) — g’'(x) =0,
joten se on vakio C valilla /.
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Valiarvolause

Jos f/(x) > 0 valilla I = (a, b), niin f on kasvava valilla [a, b]
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Valiarvolause

Jos f/(x) > 0 valilla I = (a, b), niin f on kasvava valilla [a, b]

Valitaan x; < xo valilta [a, b]. Talloin

fxx) — f(x1) = @(Xg —x1) > 0.
>0 >0
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Valiarvolause

Jos f/(x) > 0 valilla I = (a, b), niin f on kasvava valilla [a, b]

Valitaan x; < xo valilta [a, b]. Talloin

fxx) — f(x1) = @(Xz —x1) > 0.
>0 >0

Jos vililla (a, b) on f'(x) > 0, f'(x) <0, tai f(x) <0, voidaan
vastaavasti todistaa, etta funktio f on aidosti kasvava, vaheneva,
tai aidosti vaheneva vililla [a, b].
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Valiarvolause

Yleistetty valiarvolause

Jos f ja g ovat jatkuvia valilla [a, b] ja derivoituvia sen sisalld, on
olemassa piste & € (a, b), jossa

F'(€)(g(b) — g(a)) = &'(§)(f(b) — f(a))-
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Valiarvolause
Yleistetty valiarvolause

Jos f ja g ovat jatkuvia valilla [a, b] ja derivoituvia sen sisalld, on
olemassa piste & € (a, b), jossa

'(€)(g(b) — () = £'(€)(F(b) — £(a)). /

Apufunktio

h(x) = f(x)(g(b) — &(a)) — g(x)(f(b) — (a))

toteuttaa Rollen lauseen ehdot, joten on olemassa &, jolle

H'(§) = 0. Koska H'(x) = f'(x)(g(b) — g(a)) — &' (x)(f(b) — f(a)),
seuraa vaite suoraan tasta. []
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Valiarvolause
Yleistetty valiarvolause

Jos f ja g ovat jatkuvia valilla [a, b] ja derivoituvia sen sisalld, on
olemassa piste & € (a, b), jossa

f'(€)(g(b) — g(a)) = g'(§)(f(b) — f(a)).
Apufunktio
h(x) = f(x)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a))

toteuttaa Rollen lauseen ehdot, joten on olemassa &, jolle

H'(§) = 0. Koska H'(x) = f'(x)(g(b) — g(a)) — &' (x)(f(b) — f(a)),
seuraa vaite suoraan tasta. []

Tavallinen viliarvolause saadaan yleistetysta valitsemalla g(x) = x.
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Differentiaalilaskentaa

x2

2l==
cos X > >
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Differentiaalilaskentaa

x2

2l==
cos X > >

Lause 4.54 (Kaanteisfunktiolause)
Oletetaan, ettd f’(x) on olemassa ja jatkuva jossain pisteen a
ymparistossa ja f'(a) # 0. Merkitdan f(a) = b. Tall6in on
olemassa suljetut valit /; = [ap, a1] ja h = [bo, b1], joille
a € (ao,a1) ja b € (b, b1) siten, etta

@ f: L — bk on aidosti monotoninen bijektio.

o f~1: 1l — I; on myds aidosti monotoninen ja derivoituva.

“iypy L
o (F(6) = Fr.
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I'Hospitalin saanto

Lause (I'Hospital)

Olkoon )I(T;'a f(x)=0ja )I(lnag(x) = 0 ja raja-arvo

im )
x—a g’(x)

olemassa aarellisena tai aarettomana. Silloin

lim m = lim f/(X).
x—a g(x) x—agl/(x)
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I'Hospitalin saanto

Todistuksen idea

(Tapaus a aarellinen) Yleistetyn valiarvolauseen perusteella

F1(E)(g(x) — g(a) = &'(E)(f(x) — (a)),

missa £ € (a, x).
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I'Hospitalin saanto

Todistuksen idea

(Tapaus a aarellinen) Yleistetyn valiarvolauseen perusteella

F1(E)(g(x) — g(a) = &'(E)(f(x) — (a)),

missa £ € (a,x). Jos f(a) tai g(a) ei ole aiemmin maaritelty,
maaritellaan ne nollaksi, jolloin f ja g tulevat jatkuviksi pisteessa a
ja kaava saa muodon

F1(£)g(x) = g'(§)f (x).
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I'Hospitalin saanto

Todistuksen idea

(Tapaus a aarellinen) Yleistetyn valiarvolauseen perusteella

F1(E)(g(x) — g(a) = &'(E)(f(x) — (a)),

missa £ € (a,x). Jos f(a) tai g(a) ei ole aiemmin maaritelty,
maaritellaan ne nollaksi, jolloin f ja g tulevat jatkuviksi pisteessa a
ja kaava saa muodon

F1(£)g(x) = g'(§)f (x).

Talloin
F(e) _ F(x)

g'(€) ex)’

Vaite seuraa tasta, silla kun x — a on myos £ — a.
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I'Hospitalin saanto

Esimerkkeja
Esimerkit 4.58 ja 4.59
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I'Hospitalin saanto

Esimerkkeja
Esimerkit 4.58 ja 4.59

im In(1+ ;() —x
x—0 X

| \

Esimerkki
. sinx —x
lim NG
x—0 X<4SsIn X
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