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Likimaaraisratkaisut

@ xp = 29.112017

x1 = cosxg = —0.669186283317726.. ..
xp = cosx; = 0.784326712984393 . ..
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x5 = cos x4 = 0.725006525112925 . ..
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Likimaaraisratkaisut

@ xp = 29.112017

@ x3 = cosxp = —0.669186283317726. ..
xp = cosx; = 0.784326712984393 . ..
x3 = cos xp = 0.707864005012992.. ..
x4 = cos x3 = 0.759752458596305 . ..
x5 = cos x4 = 0.725006525112925 . ..
Xg = cos x5 = 0.748495094916582 . . .
x7 = cos xg = 0.732713841579523 . ..
xg = cos x7 = 0.743361881943507 . ..
X9 = cos xg = 0.736197513470613 .. ..
Xx10 = cos xg = 0.741027184535291 . ..

® 6 6 6 6 6 o o o
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Likimaaraisratkaisut

x = 0.73908513321516064165531208767 . . . .

on yhtalon x = cos x ratkaisu.
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x = 0.73908513321516064165531208767 . . . .

on yhtalon x = cos x ratkaisu.

v

Likimaarainen ratkaisu

@ Haarukointimenetelma

@ lterointimenetelma
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
e Pyrkimys: Loytaa h, jolle f(x + h) = 0.
@ Derivaatan maaritelma = f(x + h) —f(x) ~ f'(x)h, joten h

=0

f(x)
F'(x)

kannattaa valita
h=—

@ X+ h=x— % voi siis olla x:aa parempi likiarvo

nollakohdalle.
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma
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f’(X,')-

o Aseta xj11 = Xj —
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

@ Valitse alkulikiarvo xg
f(X,')
f’(X,')-

Valitaan N > 0 ja sovelletaan Newtonin menetelmaa funktioon
f(x)=x>—N

o Aseta xj11 = Xj —

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 23 5 of 17



Likimaaraisratkaisut

Maaritelma

e Jos f(xf) = x, sanotaan, ettd xr on funktion f kiintopiste

@ Jos on olemassa ¢ € (0,1) ja vali /, jolle patee (/) C / ja
d(f(x),f(y)) < c-d(x,y) aina, kun x, y € I, sanotaan, ett3
f on kutistava kuvaus valilla /.
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Likimaaraisratkaisut

Maaritelma

e Jos f(xf) = x, sanotaan, ettd xr on funktion f kiintopiste

@ Jos on olemassa ¢ € (0,1) ja vali /, jolle patee (/) C / ja
d(f(x),f(y)) < c-d(x,y) aina, kun x, y € I, sanotaan, ett3
f on kutistava kuvaus valilla /.

Kiintopistelause

Jos f on kutistava kuvaus valilla /, on f:lla myos kiintopiste x¢ € /.
Mika hyvansa jono xp € I, xj+1 = f(x;) lahestyy kiintopistettad xf.
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Likimaaraisratkaisut

Jos f(I) C I'ja|f'(x)] < c<1valilla I, on f kutistava kuvaus
valilla /.
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Likimaaraisratkaisut

Jos f(I) C I'ja|f'(x)] < c<1valilla I, on f kutistava kuvaus
valilla /. (Seuraa differentiaalilaskennan valiarvolauseesta)

Newtonin menetelman analysointi.
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Differentiaalilaskennan sovelluksia

Kayran tangentti

Tarkastellaan kdyrad y = f(x) pisteessa x = xp ja merkitdan
X = Xxp + h.
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f(xo+ h) = f(x0) = f'(x0)h + he(h)
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Differentiaalilaskennan sovelluksia

Kayran tangentti

Tarkastellaan kdyrad y = f(x) pisteessa x = xp ja merkitdan
X = xg + h. Jos f on derivoituva xp:ssa, on

f(xo+ h) — f(x0) = f'(x0)h + he(h)

Nyt
y = f(x) = f(xo + h) = f(x0) + f'(x0)h + he(h)

esittaa alkuperaista kayraa, ja
y = f(x0) + f'(x0)h

esittad tangenttia pisteessa x = xp. Sijoittamalla h = x — xp
saadaan tangentin yhtaloksi

y = f'(x0)x + f(x0) — xof (x0)
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Kayran tangentti

Esimerkkeja

o Kiyrin y = f(x) = x3 tangentti pisteessi x = 2.
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Muutoksen arviointi

Lineaarinen approksimaatio

f(x+ h) — f(x) = f'(x)h
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Muutoksen arviointi

f(x+h)—f(x)~ f(x)h
Merkitdan Ax = h ja Ay = f(x + Ax) — f(x), jolloin

f(x + Ax) — f(x) =~ f'(x) - Ax

Ay
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Muutoksen arviointi

f(x+h)—f(x)~ f(x)h
Merkitdan Ax = h ja Ay = f(x + Ax) — f(x), jolloin

f(x + Ax) — f(x) =~ f'(x) - Ax

Ay

Arvioi funktioita In(1 + x) ja e kun x on itseisarvoltaan pieni.
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Muutoksen arviointi

Maaritelma

Muutoksen

f(x + Ax) — f(x) = f'(x) - Ax

Ay

lineaarista osaa kutsutaan differentiaaliksi ja merkitaan
df = f'(x)Ax tai dy, jos y = f(x).
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Muutoksen arviointi

Muutoksen
f(x + Ax) — f(x) = f'(x) - Ax

N~

Ay

lineaarista osaa kutsutaan differentiaaliksi ja merkitaan
df = f'(x)Ax tai dy, jos y = f(x).

Huomautus

Koska funktiolle f(x) = x on dx = £x - Ax = Ax, on mahdollista
merkita myos

df = f'(x)dx.
Talloin kuitenkin df ja dx ovat aarellisia reaalilukuja, joille patee

o
dx

f'(x).
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Differentiaali

o d(f +g)=df +dg

o d(fg) =gdf +fdg

f gdf —fdg

o d(f) = LE
g g
e d(fog)="f'dg
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Osittaisderivaatat

Maaritelma

Funktion z = f(x, y) osittaisderivaatta x:n suhteen maaritelldan

oz . f(x+hy)—f(xy)
— = |lim
OX  h—0 h
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Muita merkintdja ovat %, Dy f, f(x,y), fx, ja zx.
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Osittaisderivaatat

Maaritelma

Funktion z = f(x, y) osittaisderivaatta x:n suhteen maaritelldan

9z _ . flx+hy)—flxy)
Ox  h—0 h ’

Muita merkintdja ovat gi, Dy f, f(x,y), fx, ja zx.

Esimerkkeja
Esimerkit 4.62, 4.63, 4.64
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Osittaisderivaatat

Lause

Oletetaan, ettd jossakin pisteen (a, b) ymparistossa funktiolla
f(x,y) on jatkuvat osittaisderivaatat ja etta funktioilla x(t) seka
y(t) on jatkuvat derivaattafunktiot pisteiden a = x(c) ja b = y(c)
ymparistossa. Talloin yhdistetty funktio

F(t) = f(x(t), ¥())
on derivoituva ja

o ox | or dy
Ox 0t 0Oy Ot

_ ey 4 oF /
- aX(X7y)X (t)+ ay(XLy)y (t)

F'(t) =

jossakin pisteen t = ¢ ymparistossa.
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Osittaisderivaatat

Todistuksen idea

Derivoituvuutta vastaava kasite, differentioituvuus maaritellaan
usean muuttujan funktioille f : R™ — R” seuraavasti:

f =(f,...,f,) on differentioituva pisteessa x € R, jos on
olemassa sellainen lineaarikuvaus T : R™ — R”, etta

f(x+ h) —f(x) = Th+ ||h||e(h),

missa lim e(h) = €(0) = 0 ja ||h|| = d(h,0).
h-0
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Osittaisderivaatat

Todistuksen idea

Derivoituvuutta vastaava kasite, differentioituvuus maaritellaan
usean muuttujan funktioille f : R™ — R” seuraavasti:

f =(f,...,f,) on differentioituva pisteessa x € R, jos on
olemassa sellainen lineaarikuvaus T : R™ — R”, etta

f(x+ h) —f(x) = Th+ ||h||e(h),

missa lim e(h) = ¢(0) = 0 ja ||h|| = d(h,0). Tarkastelemalla
h-0

tapauksia h = he; = h(0,...,1,...,0)7 kiy ilmi, ett3
lineaarikuvauksen T matriisi on muotoa
of;
Ti=—.
y aXJ
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Osittaisderivaatat

Todistuksen idea

Funktion f(x,y) : R? — R derivaattaa vastaava matriisi on muotoa

of of
0x Oy

ja funktion g(t) = (x(t),y(t)) derivaattaa vastaava matriisi on

(2 Oy
ot’ ot
Yhdistetyn funktion derivaatta saadaan naiden tulona

of of & of Ox  Of dy
/ _ oy o _grox grey
Fle) = <ax ay) ( > RO

= gi(x,y)xl(t) + g;(xyy)y’(t)-

)T =),y ()"

BN
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Osittaisderivaatat

Lause 4.65

Edellisen lauseen oletuksin funktion F(x) = f(x, g(x)) derivaatta
on olemassa ja voidaan esittaa muodossa

_of  of

Fllx) = 55 + 5,800
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