Analyysi I (sivuaineopiskelijat)

Tentti 22.1.2018 (4h)

Sallitut apuvélineet: Matematiikan laitoksen kaksipuolinen kaava-arkki ja
laskin, joka ei kykene symboliseen eikd graafiseen laskentaan.

Vastaa jokaiseen tehtavaian. Kurssin suorittaminen edellyttiad, etta saat yli 50%
maksimipistemaarasta.

1. Olkoon S, médritelty seuraavasti, kun n € {1,2,3,...}:
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Laske S, muutamalla arvolla n € {1,2,3,...} kunnes arvaat S,:lle ylei-
sen lausekkeen. Todista arvauksesi oikeaksi matemaattisella induktiolla.
Vastaus: S; = %, Sy = %, Sy = %, jne. Arvaus: S,, = -2 kaikille n € N.
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Induktion 1ahtokohta n = 1:
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Induktio-oletus: Viite pitdd paikkansa arvolle n. Induktioviite: Vaiite
pitdd paikkansa arvolle n + 1. Todistus:
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2. a) Selosta miten raja-arvo
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kiaytannossd madritetddn, kun tiedetddn ettd lim — = 0, lim ¢ = ¢ ja
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tunnetaan summia, tuloja, ja osamééria koskevat raja-arvotulokset.

Vastaus: ‘
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Tuloa koskevan raja-arvotuloksen perusteella # = % . % —— 0-0 ja
samoin -5 —— 0. Tuloja, summia, ja osamadrid koskevien tulosten

perusteella kysytty raja-arvo on siis
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b) Olkoon e > 0. Selvitd miten suureksi n pitad valita, jotta
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kun n > @/%l.
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. a) Yhtélo ysin z = 23 + cos y médrittelee derivoituvan funktion y = f(x)
jossain pisteen (0, %) ympéristossd. Madritd jokin lauseke Z—g ja laske
f(0).

Vastaus: Sijoittamalla (z,y) = (0, ) saadaan 0 = 0, joten kyseinen piste
kuuluu kiiyrille. Merkitidéin F(z,y) = ysinx — 2% — cosy ja todetaan,
ettd a%F = sinx + siny, ja osittaisderivaatta ei saa arvoa nolla tarkaste-
lupisteessd (0, 7).

Implisiittisella derivoinnilla saadaan

Yy sinz 4+ ycosw = 3% —siny -/,
josta voidaan ratkaista
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Kysytty arvo f'(0) saadaan sijoittamalla (z,y) = (0, 5):
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b) Parametriesitys x(t) = cost + tsint, y(t) = sint — t cost mééritte-
lee derivoituvan funktion y = f(z) jossain pisteen (1,0) ympéristossi.
Maaritd jokin lauseke g—g ja laske f'(1).

Vastaus: Koska kyseessd on parametrimuoto, pitdd selvittdd milld ¢:n
arvoilla piste (1,0) saavutetaan. Yhtéloparista

cost+tsint = 1
sint —tcost = 0



saadaan ylempi yhtalo cost:1l14 ja alempi yhtalo sin£:114 kertomallla pari

cos’t +tsintcost = cost
sin?t — tsintcost = 0

ja edelleen yhtélot yhteen laskemalla 1 = cost, minkd perusteella ¢t =
n - 2m. Sijoittamalla tdma alkuperéisen yhtdloparin alempaan yhtdloon
nihdéin, ettd ainoa ratkaisu on t = 0. Koordinattifunktiot ovat deri-
voituvia tdméan pisteen ymparistossé eikd 2’(t) vaihda merkkidén, jolloin
funktion f derivoituvuus seuraa.

Lauseke derivaattafunktiolle voidaan maarittad seuraavasti:

d_y B % _ cost —cost+tsint  sint ~ tent.
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Néin ollen kysytty derivaatan arvo voidaan laskea seuraavasti: f'(1) =
tan(0 = 0.

. Tlmapalloon (oletetaan pallon muotoiseksi) puhalletaan ilmaa 1 1 sekun-

nissa. Milld nopeudella pallon sédde kasvaa silla hetkelld kun sen halkaisija

on 40 cm? Ohje: r-séiteisen pallon tilavuus on ‘%mﬁ?’.

Vastaus: Kysytty suure on siteen kasvunopeus %, joka voidaan selvittida

seuraavalla tavalla. Pallon tilavuus on V = %71’7“3 ja tilavuuden aikaderi-
vaatta voidaan ketjusadnnon perusteella kirjoittaa muotoon
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Koska 2% = 1 1/s = 1000 cm?®/s, saadaan siteen arvolla 40/2 = 20 cm

kasvunopeudeksi

dr 1000
— = ——=20.1989...
dt 4 - 202 ’

yksikkonéd cm/s.

. Newtonin gravitaatiolain mukaan kahden kappaleen vililld vallitsee ve-
tovoima joka on suoraan verrannollinen kappaleiden massoihin m ja M
sekd kddntden verrannollinen etdisyyden r neliéon:
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missé, verrannollisuuskerroin G' on ns. gravitaatiovakio. Kayta differenti-
aalilaskennan tarjoamaa lineaarista approksimaatiota arvioidaksesi
kuinka monta prosenttia maan vetovoima kiertoradalla 360 km korkeu-
della on maan pinnalla vallitsevasta vetovoimasta. Maan sateeksi arvioi-
daan 6400 km.



Vastaus: Prosentuaalinen vihennys maan vetovoimasta kiertoradalla on
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