Analyysi I (sivuaineopiskelijat)
Tentti 26.3.2018 (4h)

Sallitut apuvélineet: Matematiikan laitoksen kaksipuolinen kaava-arkki ja laskin, joka
ei kykene symboliseen eiké graafiseen laskentaan.

Vastaa jokaiseen tehtavadn. Kurssin suorittaminen edellyttéd, ettd saat yli 50% maksimi-
pistemaarista.

1. Laske summan
n
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arvo muutamalla pienelld luvun n € N arvolla. Arvaa yleinen lauseke summalle ja
todista arvaus induktiolla oikeaksi.

Vastaus: Arvoilla n € {1,2,3,4} saadaan summan arvoiksi 1, 1 +3 = 4 = 22,
1+3+5=9=23%jal+3+5+7 = 16 = 42 joten arvataan summan arvoksi yleisesti

n

> 2k 1) =n”.

k=1
Induktion 1&htokohta n = 1 on jo todettu oikeaksi, joten oletetaan (induktio-oletus),
ettd viite pitdd paikkansa luvulle n.

Néytetdan sitten toteen ettd viite pitdd paikkansa myos luvulle n+1 (induktioviite):
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2. a) Selosta miten raja-arvo
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kiytannossd médritetddn, kun tiedetddn ettd lim — = 0, lim ¢ = ¢ ja tunnetaan
n—oo N, n—o0

summia, tuloja, ja osamadria koskevat raja-arvotulokset.

Vastaus:
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b) Olkoon € > 0. Selvitd miten suureksi n pitdé valita, jotta
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Vastaus:
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. Viisi metrié pitkét tikapuut nojaavat pystysuoraa seinié vastaan. Tikapuiden alakéir-
ki liukuu seinéstd poispdin tasaisella nopeudella 0,1 =*. Milld nopeudella tikapuiden
ylakarki liukuu alaspdin silld hetkelld kun alakirki on kolmen metrin etdisyydella

seindstd? Maanpinta oletetaan vaakasuoraksi.

Vihje: Mallinna tilanne siten, ettd seindd kuvaa positiivinen y-akseli ja maanpintaa
positiivinen z-akseli. Tikapuiden yldkéirked esittdd piste (0,y) ja alakirked piste
(x,0). Sekd = ettd y riippuvat ajasta t.

Vastaus:
Vihjeen mukaisessa mallinnoksessa on 22 + y*> = 5? ja 2/(t) = 0.1. Téstd voidaan
selvittdd ¢/ (¢) implisiittiselld derivoinnilla:

2xx’ + 2yy’ = 0,
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Sijoittamalla tdhdn x = 3 ja 2’ = 0.1 saadaan y' = —0.075, yksikkona m/s
. a) Laske raja-arvo
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Vastaus: 'Hospitalin sdantod toistuvasti soveltamalla saadaan
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b) Madritelliin parametrimuotoinen kiyra (z,y) = (t2 — 1,43 — ), missd ¢t € R.
Hahmottele kiyrda nakyviin valilla t € [—g, %], selvitd missé pisteessd kiyra leikkaa
itseddn ja etsi kyseiseen pisteeseen piirrettyjen tangenttien yhtéalot.

Vastaus: Kéyra leikkaa itseddn sellaisessa pisteessé, jossa eri parametrin arvoilla t;

ja ty saadaan sama piste, ts. t2 — 1 = 12 — 1 ja t3 —t; = t5 — t,. Ensimmiisen yhtilon

perusteella t; = +t, ja sijoittamalla to = —t; toiseen yhtidl6on saadaan joko ¢t =0
tai tl = +1.
Téten siis arvoilla t = —1 ja t = 1 kilyrd kulkee saman pisteen (origon) kautta.

Tangentin kulmakerrointa varten on laskettava

dy § 3-1

dx_fl—f_ 2t

miki saa arvon 1, kun £t = 1 ja —1, kun ¢t = —1. Koska kysytyt tangentin kulkevat
origon kautta, ovat niiden yhtalot siis y = x ja y = x.
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5. Vaakasuoran alustan yldpuolelta valutetaan rénnid pitkin soraa kasaan tasaisella
nopeudella 1m?/min. Sorakasa asettuu koko ajan sellaisen suoran ympyrikartion
muotoon, jonka pohjan sdde on sama kuin korkeus. Kuinka suurella nopeudella
(m/min) kartion pohjan side kasvaa silli hetkelld kun kartion tilavuus on 1m3?
Enté silld hetkelld kun pohjan side on 5m?

Ohje: Kartion tilavuus on kolmasosa pohjan alan ja kartion korkeuden tulosta.

Vastaus: Kartion tilavuus on V' = %hm"2 = %m“?’, missd r on pohjaympyrin siade.

Kartion tilavuuden kasvunopeus on tunnettu 1 (m3/min), ja se voidaan kytkei
muihin tehtdvin kannalta merkittdviin suureisiin kiayttamalla ketjusdantoa:

av- dVdr odr
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josta saadaan
dv
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Toiseen kysymykseen vastaus on siis %52 ~ 0.0127. Ensimmadiseen kysymykseen

vastaus saadaan selvittdmilld milli r:n arvolla kartion tilavus on 1 m?, toisin sanoen

ratkaisemalla yhtalo 1 = %mﬁ josta saadaan r = i/g ~ (0.984745 ja sijoittamalla
tdma ylldolevaan lausekkeeseen, saadaan arvo 0.3282.



