Analyysi I (sivuaineopiskelijat)

Tentti 13.6.2018 (4h)

Sallitut apuvélineet: Matematiikan laitoksen kaksipuolinen kaava-arkki ja
laskin, joka ei kykene symboliseen eiké graafiseen laskentaan.

Vastaa jokaiseen tehtiavaan. Kurssin suorittaminen edellyttai, etta saat yli 50%
maksimipistemaarasta.

1. Olkoon S, mairitelty seuraavasti, kun n € {1,2,3,...}:

Laske S, muutamalla arvolla n € {1,2,3,...} kunnes arvaat S,:lle ylei-

sen lausekkeen. Todista arvauksesi oikeaksi matemaattisella induktiolla.
Vastaus: S; = %, Sy = %, Sy = %, Sy = %, mistd voidaan arvata, etté
S, = —i7 Ja véitetdan, ettd néin on asianlaita kaikille luvuille n > 1.

Induktion lahtokohta S; = % on jo havaittu todeksi.
Induktio-oletus: S, = —7 bitdd paikkansa jollekin luvulle n.

Induktioviite: S, = 242

= 1= bitdd paikkansa.

Induktioviitteen todistus:
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2. a) Olkoon a, = 6:3——27?2—:%3 Selosta miten raja-arvo A = JLI{:oan
kiytdnnossd maaritetddn, kun tiedetddn ettd lim% = 0, limc = ¢ ja

tunnetaan summia, tuloja, ja osamaéria koskevat raja-arvotulokset.

b) Etsi jokin sellanen luku N, ettd d(a,, A) = |a, — A| < &, kunn > N..

Vastaus:
5n® —3n+2  5-375 425 nsoo 5—3:-04+2:0 5
6n° —2n2+3  6-—214+3% 6-2-0+3-0 6

Loydetty raja-arvo perustuu osamééarid, summia ja tuloja koskeviin raja-
arvotuloksiin. Jalkimmaistd kysymystd varten lasketaan
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Kun n > 2, on helppo huomata, etta
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. Maarita raja-arvo
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Vastaus: Soveltamalla toistuvasti I’Hospitalin sdintod saadaan
lim 2sinx — sin(2x)
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. Totea, ettd yhtilo ysinx = 23 + cosy midrittelee derivoituvan funktion
y = f(x) jossain pisteen (0, ) ympéristossd. Madrita jokin lauseke % ja
laske f/(0).

Vastaus: Sijoittamalla (z,y) = (0, §) saadaan 0 = 0, joten kyseinen piste
kuuluu kéyrille. Merkitédén F(x,y) = ysinx— 23 —cos y ja todetaan, etti
%F = sinx +sin y, ja osittaisderivaatta ei saa arvoa nolla tarkastelupis-
teessd (0, 7). Pyydetty toteamus perustuu implisiittifunktiolauseeseen.

Implisiittiselld derivoinnilla saadaan
Yy sinz 4+ ycosz = 3% —siny -/,
josta voidaan ratkaista

. 3% —ycosz
SIx + smy

Kysytty arvo f'(0) saadaan sijoittamalla (z,y) = (0, 5):

3-02—3-0050_ T

7(0) = - —.

sin 0 +sin§ 2

. Totea, ettd parametriesitys z(t) = cost + tsint, y(t) = sint — tcost
méérittelee derivoituvan funktion y = f(x) jossain pisteen (1,0) ympé-
ristossa. Madrita jokin lauseke % ja laske f'(1).



Vastaus: Koska kyseessd on parametrimuoto, pitdd selvittdd milla ¢:n
arvoilla piste (1,0) saavutetaan. Yhtéloparista

cost+tsint = 1
sint —tcost =

saadaan ylempi yhtalo cost:114 ja alempi yhtalo sin¢:11a kertomallla pari

cos’t +tsintcost = cost
sin?t — tsintcost = 0

ja edelleen yhtélot yhteen laskemalla 1 = cost, minkd perusteella ¢t =
n - 2. Sijoittamalla tdméa alkuperdisen yhtéloparin alempaan yhtaloon
nihdéddn, ettd ainoa ratkaisu on t = 0. Koordinattifunktiot ovat deri-
voituvia tdméan pisteen ymparistossé eikd 2’(t) vaihda merkkidén, jolloin
funktion f derivoituvuus seuraa.

Lauseke derivaattafunktiolle voidaan maarittaa seuraavasti:

dy

dy & cost —cost +tsint sint -
_— = = = == = tant.
dx fl—f —sint +sint +tcost  cost

Niin ollen kysytty derivaatan arvo voidaan laskea seuraavasti: f'(1) =
tan0 = 0.



