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Luku 1

Maaraamaton integraali

Maiéritelmi 1.1. Olkoon f : I — R funktio, missd I on jokin reaalilukuvili. Jos on olemassa funktio F,
joka toteuttaa ehdon
F'(z)=f(z), VYzel,

niin F:43 sanotaan f:n integraalifunktioksi eli madrddmdattomdksi integraaliksi valilla I ja merkitdan

F(:c):/f(:c)d:c tai F:/f.
Funktiota f sanotaan integraalifunktion [ f integrandiksi.

Joskus integraalifunktiosta kiytetddn myo6s nimityksid kantafunktio tai primitiivifunktio. Jos F on f:n

integraalifunktio, niin edellisen méiritelméin mukaan F' on derivoituva ja siis my0s jatkuva ko. vélill4.

Lause 1.2. Jos F on f:n jokin integraalifunktio vdlilld I, niin tarkalleen kaikki f:n integraalifunktiot talld

valilla ovat funktiot F'+ C, missd C (ns. integroimisvakio) on mikd reaaliluku tahansa.

Todistus. Ensiksikin kaikki muotoa F + C olevat funktiot ovat vakion C arvosta riippumatta f:n inte-
graalifunktioita, silld D(F(z) + C) = F'(z) + 0 = f(z). Toisaalta jos G on f:mn integraalifunktio, niin
D(G(z)— F(z)) = G'(x) — F'(x) = f(x) — f(z) = 0, joten kurssista Analyysi I tutun Integraalilaskennan pe-
ruslauseen nojalla G(x)— F(x) on vakio ko. valilla. Merkitsemall t4td vakiota C:114 saadaan G(z) = F(x)+C,

joten G on lauseessa esitettyd muotoa. O

Integroimisvakion eri arvoja vastaavia integraalifunktioiden kuvaajia sanotaan integraalikdyriksi. Nama
muodostavat integraalikidyrien parven, jonka kdyrat on saatu toisistaan y—akselin suuntaisilla siirroilla.
Derivaatan lineaarisuusominaisuudet ovat perusteena vastaaville integraalifunktion ominaisuuksille: Jos

f:114 ja g:114 on integraalifunktio ja a on reaaliluku, niin

Jer=a[s i [Gea= [+ [0

Myohemmin todistetaan (méarityn integraalin yhteydessd), etté jokaisella valilla I jatkuvalla funktiolla on

téalla vililla integraalifunktio.



1.1 Integroimissaantoja

Kuten méiritelmésté ilmenee ovat derivoiminen ja integraalifunktion etsiminen (integroiminen) toisilleen

D ( [ 1@ dx) @) da [ (1) de=j@) +O.

Téten siis aikaisemmin késitellyt derivointikaavat ovat ‘kidnnettivissd’ integrointikaavoiksi:

/Od:c =C, /1d:c :/d:c::chC’,

kaanteisid toimituksia:

1 dx
a — a+1 1 st =1
/x de e+ C (e R\ {-1]), : nlel+C,
/axdac :%+C(a>0a7§1) /e“’dx =e"+C,
/sin:cd:c = —cosxz +C, /cos:cd:c =sinz + C,
d
5 =—cotz+C, / g =tanz + C',
sin” x cos?
sinhzdxr =coshz+C, /cosh:cd:c =sinhz + C,

/ dx = —cothx+C, /dfx =tanhx + C,

smh2 cosh? z
= arctanz + C —_ dac— = arcsinz + C
1+1.2 - ) 171'2 = 1 ,
dx
:ln<:c+ :E2+1)+C, —_— :ln‘:ch\/:chl‘JrC’,
Va2 -1
= arsinhz + C', =sgnz -arcosh|z| 4+ C
!/
“off = atl R 1 i =1 :
/ff it ec@er V), [L —wiec

Huomaa, ettd toisella ja viimeiselld rivilla oikeanpuoleinen kaava kattaa vasemmanpuoleisen kaavan poik-
keustapauksen o = —1.
Kéyttamalld lineaarisuutta saadaan potenssifunktion integroimissédnnén [ 2" dzr = 2" /(n+1),n # —1

avulla integroitua muun muassa kaikki polynomifunktiot.

Esimerkki 1.3. Etsi miarddmattoméit integraalit

1
/(Jc3 +32° —7)dr ja /(Jc2 + F) dx.

fosafafs

—+3——7x+C

Ratkaisu.

/(ac3 + 322 = 7)dx

4 3
1
:Zx4+x3—7x+0

Huomaa, etté lineaarisuutta kiytettiessi on tarpeetonta ottaa mukaan useampia integroimisvakioita, koska

ne voitaisiin kuitenkin lopussa yhdistia.



Jalkimmainen esimerkki selvidd samoin. Usein on helpompaa ‘tarkistaa’ integroimiskaava tekemallé deri-
vointi. Téss# tapauksessa lihdemme liikkeelle derivaatasta D(1/x) = —1/22, josta niemmekin lineaarisuuden
perusteella (a = —1), ettd [(1/2?)dz = —1/x + C. Siis

1 1 1
2 3
de = -z — —+C.
/ (* + =) dx 37 +

2

Funktion potenssin derivointikaavaa Df" = nf’f"~! vastaava integrointikaava tulee yllittivin usein

kiyttoon.

Esimerkki 1.4. Laske ma&rddméton integraali

sin® x
5 dzx.
cos? x

Ratkaisu. Téssd piddsemme hyodyntdmé&an sitéd, ettd D cosx = —sinz, joten potenssin derivointikaavan
nojalla
sinx
D(cosz) ™t = —1(cosz) 3(—sinz) = .
(cos2) ™ = —1(cos ) *(—sinz) = —o 0

Tamén lisiksi on kiiytettivi trigonometristen funktioiden identiteetti sin?z = 1 — cos® z. Yhdistamalla

namai havainnot lasku etenee seuraavasti:

sin® z sinz sin® z
5 dr = — dx
cos® x cos? x

sinz — sinz cos? x
= dzr

cos? x

COS T

Monet integrointitehtévit voidaan palauttaa edelld esitettyihin tai niiden kaltaisiin ‘perusintegraaleihin’

osittaisintegroinmilla tai kiyttdmalla sijoitusmenetelmdd. Katsomme niitd kahta menetelmié tarkemmin.

1.2 Osittaisintegrointi

Osittaisintegrointi perustuu ideaan kaintda kahden funktion tulon derivoimiskaava integroimiskaavaksi. Kos-

ka (uv)' = v'v + wv’, niin integroimalla saadaan uwv = [w/v+ [wv’ ja siis

/uv’:uvf/u’v.

Osittaisintegroinnissa kirjoitetaan integrandi f kahden tekijan tuloksi f = wv’, jossa u ‘yksinkertaistuu

)

derivoitaessa ja v’ on riittévin helppo integroida (v = [v’). Télloin ja& vield laskettavaksi integraali [ /v,

joka menetelmin toimiessa on muodoltaan yksinkertaisempi kuin alkuperdinen integraali.



Esimerkki 1.5. Lasketaan osittaisintegroimalla midrdaméaton integraali

/ace” dx.

Ratkaisu. Téssé on (osittaisintegroinnille tyypillisesti) tekija x, joka ‘yksinkertaistuu derivoitaessa’, ja toinen

tekijd e®, joka ‘ei monimutkaistu integroitaessa’. Valitaan siis u = z ja v’ = €%, jolloin v’ = 1 ja v = e*.

/xe“‘dac:ace”—/le“'dx

=ze’ —e"+C=(z—1)"+C.

Tamaénkin tuloksen voit tietenkin tarkistaa derivoimalla vastauksen tulon derivoimissdintoa kiyttien.

Esimerkki 1.6. Laske [Inzdz.

Ratkaisu. Logaritmifunktio yksinkertaistuisi derivoitaessa, joten valinta v = In z olisi mukava tehda. Tall6in
on pakko valita v' = 1, joka ei kohtuuttomasti monimutkaistu integroitaessa! Siis v’ = 1/x ja v = z, jolloin

osittaisintegrointi etenee seuraavasti:

/lnxdx:/l-lnxdxlenx—/x (é) dzr
::Elnmf/ld:c

=zlhhz—-z+C.

Joskus ei yksi osittaisintegrointikierros riita.

/ z% sin z dz.

, v/ = sinxz, jolloin v’ = 2z ja v = — cosz. Osittaisintegrointi antaa tilléin

Esimerkki 1.7. Etsi mairdamiton integraali

Ratkaisu. Valitaan u = 22

/:cQSin:cd:c: 71‘2COS:L'7/2£L'(7COS£L')d:L':71’2COSJJ+2/JJCOSJJdl‘.

Taméi on osittaisintegroitava vield toisen kerran. Valitaan télld kertaa v = x ja v’ = cosz, jolloin v’ =1 ja
v = sin z. Siis

/accosacdac:xsinac—/1-sinxdx:xsinac+cosac+0.

Sijoittamalla tdma ensimmaiisen osittaisintegroinnin tulokseen saadaan lopputulokseksi

/IQSinxdx = —z2cosz + 2zsinz + 2cosx + C.

Tilanteeseen, jossa osittaisintegrointia kiytetddn useita kertoja perikkiin, saadaan edellisestd yleistys
induktiolla:
/m”) — ™D ) 4y (L)Ll (1) / umy



jossa tapaus n = 1 antaa alkuperiisen osittaisintegrointikaavan. Annetun kaavan avulla voidaan timé& niin

sanottu yleistetty osittaisintegrointi automatisoida.

Esimerkki 1.8. Laske Esimerkin [[.7] tulos kiiyttden yleistettya osittaisintegrointia.

Ratkaisu. Téssad u = 22

on luontevaa valita tekijaksi, jota ryhdytaan derivoimaan. Nyt u’' = 2z, u” = 2
ja u®® = 0. Yleistetyn osittaisintegroinnin kaavassa tarvittavat muut tekijit saadaan (n = 3) integroimal-
la yksinkertaisempia funktioita: v(® = sinz, v = —cosz, v = —sinz, v = cosz. Sijoittamalla nimi

summakaavaan tulee lopputulokseksi:
/x2 sinzdr = uw” —u'v +u’v— /u(s)v

= —$2COSI+2$SiDI+2COS$—/O-Cosxdx

= —z?cosz + 2zsinz + 2cosz + C

1.3 Sijoitusmenetelmi

Sijoitusmenetelméssi on ideana muuntaa ketjusdinto integroimissiddnnoksi. Funktioista F' ja g muodostettu

yvhdistetty funktio F' o g derivoidaan kaavan

D(F(g(t))) = F'(g(t) ¢'(t)

mukaisesti. Jos merkitdan normaaliin tapaan F’ = f saadaan edellisestd integrointikaava:

[ rtateng @it = ooy + .

Tété voidaan kiyttid integraalin [ f(z) dz laskemiseksi ‘suorittamalla sijoitus’ z = g(t), jolloin dz = ¢'(t) dt
ja integrointi palautuu em. kaavaan. Tavoitteena on valita sellainen funktio g, ettd uusi integraali on hel-
pommin laskettavissa kuin alkuperiinen. Lopuksi palataan takaisin alkuperiiseen muuttujaan x sijoituksella
t = g~ !(z). Jotta tarvittavat operaatiot olisi mahdollista suorittaa, tulee g:lle asettaa joitakin sifinnollisyys-
vaatimuksia, esim. g aidosti monotoninen ja ¢’ jatkuva. Kaytdnnossi naihin ehtoihin ei yleensé kuitenkaan

tarvitse kiinnittdd huomiota, silla lopputuloksen voi tarvittaessa tarkistaa derivoimalla.
Esimerkki 1.9. Oletetaan, ettd a # 0 on jokin vakio, ja ettd dF/dx = f(x). Koska ketjusdannon nojalla
dF (ax)/dz = af(ax) saamme integroimissdinnon
1
/f(a:n) dx = =F(azx) + C.
a

Erityisesti siis esimerkiksi
1
/e‘“c de = —-e"+C,
a

1
/cosa:cd:n = —sinax + C,
a
. 1
sinax dr = ——cosax + C.
a



Samaan lopputulokseen pdistdén sijoituksella ¢t = az, jolloin « = t/a, dz = (1/a)dt jne.

Esimerkki 1.10. Edelleen a # 0 on jokin vakio. Johda kaava madraaméttomalle integraalille
/ cos? ax dz.
Ratkaisu. Kéytetdian avuksi kaksinkertaisen kulman kosinin kaavaa
cos20 =2cos’a — 1 =1—2sin’ a.

Téstd voimme ratkaista cos? a = (1 + cos 2a)/2, joten

/ cos? az dz

1
5 /(1 + cos 2azx) dx

1 11

7§x+§%sin2am+0
r  sin2ax r  sinaxcosazr
2t e TOT T TC

Esimerkki 1.11. Olkoon a jokin vakio. Kayttamalla sijoitusta ¢ = x + a, jolloin siis © = ¢g(t) =t — a ja

g'(t) =1 eli de = dt. Jos siis dF/dz = f(x), niin
/f(x—l—a)dx:F(x—i—a)—i—C.

Erityisesti siis esimerkiksi

/Ldmzln|m+a|+c,
r+a
2
/\/m+adm:§(x+a)3/2+c,
/cos(x—i—a) dx = sin(x + a) + C.

Kaytannossa sijoitus usein tehddin muodossa ¢ = h(x) siis ratkaisematta x:84 t:n funktiona. T&lloin

dt = h/(z) dz. Jos integrandi on sopivaa muotoa, niin tekija h'(z) voi olla sielld valmiina.
Esimerkki 1.12. Etsi miardaméiton integraali

2
/1’671 dx.

Ratkaisu. Tilld kertaa ei osittaisintegrointi auta. Huomaamme kuitenkin, ettd eksponenttifunktion sisé-

funktion —x? derivaatta on mukana tekijéini integrandissa vakiokerrointa vaille. Aloitetaan derivoimalla
De ™ = (D(—JUQ))e_Q”2 = —2ze "
Tastéd jo saammekin lineaarisuuden perusteella

2 1 _ =2
/:Ee r d:c:fie T4+ C.



Samaan lopputulokseen pasisemme kiyttimalld sijoitusta t = x2, josta derivoimalla saamme dt = 2z dz,
eli zdx = (1/2) dt, ja
—z? ]‘ —t ]‘ —t ]‘ —z?
de = = dt = —= S _
/ xe z =3 / e 5¢ +C 5¢ +C

Esimerkki 1.13. Johdetaan kaava-arkin integrointikaava

d
/ T — 2arctane” + C.
coshz

Ratkaisu. Funktio f(z) = 1/ coshz voidaan kirjoittaa muodossa
2 2e”

f(l'): er 4 e = (eac)2+1'

Tamén perusteella sijoitus e” = t, dt = e dx on luonnollinen, ja

2dt ,
/f(x)dxz/m:2arctant+C:2arctanel+C.

Erityyppisten funktioiden integroimiseksi on olemassa omat standardisijoitukset, joita on my6s taulukoi-

tu. Seuraavassa esitetiin erditd tillaisia. Kun integrandissa esiintyy lausekkeita a® — 22, a® + 22 tai 22 — a2,

niin tapauskohtaiset standardisijoitukset ovat seuraavat:

9 9 .. . o fa? =22 =a%cos?t,
a® —x“: sijoitetaan x = asint, jolloin
dx = acostdt,
2 2 a?
ee . . . a’+ = —=
a®+ 2% sijoitetaan x = atant, jolloin { war 5V
dr = cos?t’
9 9 a o | 2? —a® =a?cot?t,
x“ —a”: sijoitetaan x = —, jolloin ot
sint dr = -4 dt .

Niissd yhteyksissi voi kiiyttdd myos sopivia hyperbolisia ja muitakin sijoituksia.
Esimerkki 1.14. M&&rd4 jokin funktion f(x) = +/1 — 22 kantafunktio.

Ratkaisu. Suositeltu sijoitus on x = sint, jolloin 1 — 2% = cos?t ja dx = cost dt. On suuri kiusaus kirjoittaa
suoraan f(xz) = cost, mutta merkki on tarkistettava! Funktio f(x) on mééritelty vain valilld z € I = [—1, 1],
joten kantafunktionkaan ei tarvitse olla méaéritelty tdméan vélin ulkopuolella. Muuttujan x koko vaihteluvéli

4

I saadaan (vertaa arkussinin kuvaajaan!) ‘peitettyd’ kun muuttuja ¢ saa arvoja vililtd [—m/2,7/2]. Talla

vililla cost > 0, joten on luvallista kirjoittaa f(x) = vcos? ¢ = cost. Siis
/ V1—22dx = /costcost dt sijoitettiin x = sint

= / cos® t dt kiytetain Esimerkkis [[LI0]

sint cost
+—+C

t

2 2

1 V1— 22

= §arcsinx+ % + C.

10



Huomaa, ettd maardamatontd integraalia laskettaessa on lopuksi muistettava palata alkuperdiseen muuttu-
jaan (téssa x). Talla kertaa se oli helppoa, koska sijoituksesta x = sin ¢ seurasi (ottaen huomioon ylld tehdyt
merkkitarkastelut), ettd ¢ = arcsinz ja ettd cost = V1— 22

Niité vilitarkasteluja ei yleensé tilld kurssilla edellyteta tehtdviksi, koska saatu integraalifunktio voidaan
aina tarkistaa derivoimalla. On kuitenkin jatkoa (eli ma#réttyjen integraalien teoriaa) varten hyva huomata,

ettd integrandin méairittelyjoukko vastaa sijoitusfunktion arvojoukkoa kuten téssi.

Esimerkki 1.15. Laske integraali

/ Va2 — ddz.

Ratkaisu. Edellisessi esimerkissi hyodynnettiin identiteettis cos?t 4+ sin?t = 1. Nyt hyddynnidmme vas-
taavasti identiteettid cosh®¢ — sinh®¢ = 1. Huomaamme, etti integrandi on méritelty vain, kun |z| > 2.
Voimme siis sijoittaa = 2cosht, jolloin muuttujan ¢ kiydessa lapi vélin [0, 00) saa x kaikki arvot vélilta

[2,00) (vastaavasti voimme sijoittaa @ = —2 cosht¢ huolehtimaan vilistd « € (—oo, —2)). Nyt
2% — 4 = 4(cosh® t — 1) = 4sinh?¢,
joten oletuksemme ¢ > 0 nojalla v22 — 4 = 2sinht. Edelleen dz = 2sinht dt, joten integraaliksi saadaan
/ \/302——4dx = /4 sinh? ¢ dt kaava 2sinh?z + 1 = cosh 2z

= /2(cosh2t —1)dt
=sinh2t -2t 4+ C

= 2sinhtcosht — 2t + C t = arcosh(z/2), sinht¢ = (1/2)\/3@
= ;mf 2arcosh(z/2) + C

:% $2—4—2ln<§+ %—1) +C

- ;mf2<ln<x+M) 71n2) e

_ g\/xQ——4—2ln(x+\/302——4) el

missd termi 21n 2 on otettu osaksi integroimisvakiota.

/ dx
22422 +5

Ratkaisu. Té#ssd nimitt#iji voidaan kirjoittaa muodossa 22 + 2z +5 = (z + 1)? + 4. Jos nimittéjini olisi

Esimerkki 1.16. Laske integraali

241 passisimme kiiyttimiin arkustangentin derivointikaavaa. TAm& onkin riittéivi vihje sopivan sijoituksen

11



x + 1 = 2t keksimiseksi. Nyt dz = 2 dt, joten

dx sij.;ctl:2t 2dt
/x2+2x+5 N /4t2+4
- 1 dt
- 3w

1
= 3 arctant + C

1
+C.

1 T
= — arctan
2

Joskus useampi sijoitus johtaa maaliin.
Esimerkki 1.17. Etsi vililld « € (1, 00) mairddméaton integraali
/ dx
a2 —1
Ratkaisu. Tekijin /22 — 1 lasniolo ehdottaa sijoitusta = cosh ¢, koska télloin (olettaen ¢ > 0) Va2 — 1 =

sinh ¢, ja dxr = sinht dt. Talla kertaa tdméa johtaa seuraavaan laskuun

/ dx B / sinh ¢ dt
ov/r2 —1 ) coshtsinht’
miki Esimerkin [[T3 nojalla on = 2 arctane? + C. Yhtiilosti

el + (et =22

ratkeaa (vrt. hyperbelifunktioiden kiifinteisfunktioiden lausekkeiden johto kurssilla Analyysi 1) et = z +
Va2 — 1. Siis funktio
Fy(x) = 2arctan (:L' +Va?— 1)

on erdis kantafunktio hyperbelikosinin arvojoukossa = € [1,c0).

Vaihtoehtoinen sijoitus on = = 1/u,u € (0,1). Télldin dz = —du/u?, ja V22 — 1 = /1 — u2/u. Siis

/x\/;lf—lz/wa/u)_jf—wu:_/\/%:

Téasta saadaan toinen kantafunktio

—arcsinu + C.

1
Fy(xz) = — arcsin —.
x

Jatetddn harjoitustehtéviksi osoittaa, ettd kaikilla 2 € (1, 00) toteutuu yhtals Fy(x) = Fy(x) 4+, joten tdma

ei ole ristiriidassa integraalilaskennan peruslauseen kanssa.

1.4 Rationaalifunktion integrointi

Tarkastellaan seuraavaksi rationaalifunktion

J@ =50 (PiaQpolynomeja)

12



integroimista. Oletetaan, ettd f on todellinen murtofunktio, ts. @:n aste on vihintdin 1, silld muuten f on
polynomi ja integrointi helposti suoritettavissa. Seuraavassa késitellddn murtofunktion integrointia neljassa
vaiheessa.

I. Jos osoittaja P on vdhintddn yhtd korkeaa astetta oleva polynomi kuin nimitt4dja (), suoritetaan jako-

lasku
P(z) R(z)

Q(x) Qz)

Tassd A ja R ovat polynomeja: A on ‘vaillinainen’ osamiiri ja R on jakojidnnds, joten sen aste on Q:n

= A(z) +

astetta alhaisempi. Polynomin A integrointi on selvi ja siis jatkossa tarkastellaan murtofunktion R(z)/Q(x)
integrointia.

II. Jaetaan seuraavaksi polynomi @ reaalisiin alkutekijéihin. Jokaista yhtélon Q(x) = 0 reaalijuurta z = a
vastaa ensimmaisen asteen tekija x —a. Jos talld yhtdlolld on imginaarinen juuri z = o+ 84, voidaan todistaa,
ettd myos liittoluku z = o — i on ko. yhtdlon juurena. N&itd juuria yhdessé vastaa toisen asteen reaalinen
tekiji 22+ px + ¢, missd p? —4q < 0. Useammankertaista juurta vastaa useammankertainen tekiji. Titen Q:n
alkutekijiesitys reaalikertoimisten polynomien renkaassa (=késite, joka selitetdin algebran peruskurssilla IT

— talld kurssilla selvid ilmankin) on muotoa
Q) =d(@—a)™ - (z—a) @+ prr+q)™ - (@° +psz + q5)™

missé jokainen k; ,m; € Zy ja p;2 —4q; < 0.

III. Suoritetaan nyt funktion R(x)/Q(x) jako osamurtoihin. Voidaan todistaa, ettd R(z)/Q(x) jakautuu
summaksi, jossa kukin @:n tekiji aiheuttaa summaan tietynlaisia termejad. Ndiden muoto riippuu tekijén
luonteesta.

Jos muotoa (z — a;)* oleva polynomi jakaa nimittdjin Q(zr), niin se aiheuttaa osamurtokehitelmiin

termit
Ay, Ay, Ak,
1 + 24 2+“. kﬂk_;
x—a; (x—a;) (x — a;)k

missd luvut Aj;,1 < j < k; ovat joitakin vakioita. Huomaa, ettd néitd tuntemattomia vakioita on k; kappa-
letta. Ne kaikki tarvitaan, koska jaettaessa polynomilla Q(x) = (z — a;)** voi jakojainndkseksi R(z) jaada
mikd tahansa enintddn astetta k; — 1 oleva polynomi. Siis polynomilla R(z) on sillakin k; tuntematonta
kerrointa, jolloin meill& on ‘toiveita’ siitd, ettd vapausasteita on riittavisti.

Muotoa (22 + p;x + ¢;)™ oleva tekiji tuottaa enemmén mutkikkuutta, silli muotoa

B s
(22 + piz + ;)7 =7 =
olevien termien lisiksi tarvitaan termit
Ciix
£ 1<j<my

(22 + piz + ¢;)7
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Nimé jo pelkiistéifin sen takia, ettéi jaettaessa polynomilla (22 + p;x + ¢;)™¢, joka on astetta 2m;, on jako-
jadnnoksessd 2m,; vapaasti valittavaa kerrointa, joten meidénkin tulee tarjota tarpeellinen méara tuntemat-
tomia. Sivuutamme sen tosiasian perustelemisen, ettd juuri ndmé termit riittdvit. Todistus voidaan tehda
kitevimmin polynomien algebran avulla, tai vaihtoehtoisesti kompleksianalyysin menetelmin.

Osamurtokehitelméssé esiintyvét kertoimet (Aj;, Bj;, Cj;) voidaan méérittdd eri keinoilla. Melkein ai-
na aloitetaan poistamalla etsitystd identiteetistd nimittdjissi esiintyva polynomit kertomalla se puolittain
polynomilla Q(z). Sen jélkeen tiet eroavat jonkin verran. ‘Maarddmattomien kertoimien menetelméssi’ ver-
taillaan yhtalon eri puolilla olevien samankorkuisten potenssien kertoimia, jolloin padadytaan yhtaloryhméén,
josta tuntemattomat kertoimet voidaan ratkaista. ‘Sijoitusmenetelméssd’ sijoitetaan erilaisia sopivia arvoja
muuttujan x paikalle, jolloin taas saadaan yhtéloryhmé tuntemattomien kertoimien ratkaisemiseksi. Joskus
etsittdvien kertoimien arvot ‘ndhd&in suoraan’ tai voidaan ‘helposti arvata’.

IV. Kun osamurtokehitelma on saatu, siirrytdéin integroimaan ko. kehitelmén termeji. Q:n ensiasteisista

tekijoistd aiheutuneet termit integroituvat helposti:

1
/ dx =1n|z — a| + vakio ,
T—a

1 1 1 .
/Fc—a)k dmsz_l . a1 +vakio, k=2,3,4,...

Tutkitaan seuraavaa muotoa olevaa integraalia

I:/Bx—wm,
(#? +pz +q)™

missé p? — 4qg = —4a® < 0. Tekemiills sithen sijoitus t = 2 + (p/2) se muuntuu tyyppeji

1 2t
L= | ————dt j L= | ———d
1 /(t2+a2)k Ja 2 /(t2+a2)k x

olevien integraalien lineaarikombinaatioksi.

Integraaliin I; sovelletaan palautuskaavaa (todistus harjoitustehtivina)

/ a 1 t L2k=3 1 / dt
t2+a2)k  2(k—1)a®> (t2+a2)k1  2k—2 a2 (t2 + a2)k-1"

jolloin lopulta pdddytdin integraaliin

/ dt L t ! + vakio
——— = — arctan — + vakio .
t2+a?2 a a

Integraalit I ovat helpompia, koska siellii osoittajana esiintyy lausekkeen t? + a? derivaatta. Niiden

kantafunktiot ovat selvésti
2t dt
/miln(t2+02)+c kunkzl,ja

2t dt 1 1
=— C kun k£ > 1.
/ @iy R l@ a1 =

Eri tyypin tilanteita on syyta valaista muutamalla esimerkilla.
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Esimerkki 1.18. Lasketaan

1

Ratkaisu. Tilld kertaa nimitt#ji jakautuu ensimméisen asteen tekijoihin 22 — 1 = (x — 1)(x + 1), joten

osamurtokehitelmé on muotoa
1 A Ay
= + .
22—-1 2x—-1 z+1

Tamén yhtdlon tulee olla voimassa kaikille maarittelyjoukon S = R\ {—1, 1} alkioilla 2. Kertomalla edellinen

yht#ls puolittain polynomilla 22 — 1 saadaan polynomiyht&ld
1= Al(l‘ + 1) + A2(l‘ — 1) = (Al + Ag)l‘ + (Al — Ag)

Jotta talld voisi olla ratkaisuina kaikki joukon S alkiot on z:n potenssien vastinkertoimien yhdyttivé (esitdm-
me télle pddtelmélle myShemmin toisen perustelun potenssisarjojen yhteydessé). Téll6in tuntemattomien A

ja As on oltava yhtdloparin
A+ A, = 0,
A1 — Ay = 1

ratkaisu. Esimerkiksi eliminoimalla muuttujat vuorotellen niemme, ettd tidmén yhtdloparin ainoa ratkaisu

on A1=1/2, A2:—1/2 Siis
1 1 1 1
[t (D
x4 —1 2 r—1 x+4+1

THsta saamme, ettd etsitty primitiivifunktio F(z) on

1 1 -1
F(z) = §(ln|x—1|—1n|x+1|) = 5111 iJrl"
Esimerkki 1.19. Lasketaan midrddméaton integraali
3 —
/ %5
x(x —1)(x — 2)

Ratkaisu. Talla kertaa osamurtokehitelmé on muotoa

3r—5 _ A1 A2 i A3

wz—)(z—-2) =z x-1 z-2

Kertomalla tdmé yhtalo puolittain polynomilla z(x — 1)(x — 2) saadaan yhtalo
3z —5=A1(z —1)(z — 2) + Asz(x — 2) + Asz(x — 1), (%)

jonka on oltava voimassa kaikille joukon S = R\ {0, 1,2} alkioille x. Koska tdssid molemmat puolet ovat
muuttujan z jatkuvia funktioita, voimme péételld (muodostamalla puolittain raja-arvot, kun z lihestyy
jotakin luvuista 0, 1,2, ettd tdma viimeinen yht&dlé on voimassa myos silloin kun = on jokin niistd madritte-

lyjoukon ulkopuolisista luvuista! Sijoittamalla z = 0 yhtdloon (%) saamme yhtdlon —5 = 247, mistd voimme
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heti ratkaista A; = —5/2. Sijoittamalla = 1 saadaan 3 — 5 = —2 = — A, eli Ay = 2. Lopulta sijoittamalla

x =2saadaan 3-2 —5= A3 -2- 1, mistd saamme Az = 1/2. M&drddmattomaksi integraaliksi tulee siten

3z — 5 5 1
Y gp=-21 olnjr — 1) + = In|z — 2|+ C.
/m(x—l)(x—Q) v=—ghfal+2jr =1+ gnjr =2+

Esimerkki 1.20. Miiras funktion f(z) = (22 4+ 2)/(2% — 222 + z) jokin kantafunktio.

Ratkaisu. Nyt nimitt4jilld on useampikertainen nollakohta, koska se jakaantuu tekijdihin 22 — 222 + = =
z(z? — 22 + 1) = x(x — 1)%. On siis etsittdvii muotoa

A Ay As
oz +:L'71+(l‘71)2

f(@)
olevaa osamurtokehitelmii. Kertomalla timé puolittain polynomilla z(z — 1)? saadaan identiteetti
2 4+2= Ay (z — 1)2 + Asz(x — 1) + Az,

Sijoittamalla tdhdn z = 0 saadaan 2 = A; ja sijoittamalla x = 1 saadaan 3 = Ajz. Toisen asteen termin
kerroin on vasemmalla puolella = 1 ja oikealla puolella A; + As. Yhtdlosta A; + A = 1 ratkeaa lopuksi

As = —1. Siis
2 1 3
fa) =2 - —+

r z—1 (z—12

mistéd saadaan

3
/f(:c)d:c72ln|:c|fln|x71|7m.

Esimerkki 1.21. Integroi funktio f(x) = (2 + 7)/(z% + 22 + 4).

Ratkaisu. Nyt ei nimittdjilld ole lainkaan reaalisia nollakohtia. Sijoitetaan ¢t = x + 1, jolloin x =t — 1 ja

245 2t N 5
243 243 243

f(x)
Tastd ndhddankin heti esitettyjen kaavojen avulla, etté

2 i8,]1‘(3 an
/f(:c)dsczln(t +3)+\/§ tan(t/V3) + C,

joten vastaukseksi saadaan

5 r+1
In(z? + 2z +4 +—arctan< >+C.
( ) 7 7

Esimerkki 1.22. Etsitdin primitiivi funktiolle

2+ 22t + 222+ 1

fla) = (1 + 222 + a)
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Ratkaisu. Nyt
2’422+ 222 +1  (2® +2?) + (2 + 227 + 1)
(14222 +24) z(1+ 222 4+ 24)
ot 4+ 23 1
= - 4=
14222 +2* =
1 N (z* +22% + 1) + (23 — 222 — 1)

fz) =

x xt+222+1
1 (3 — 222 — 1)

— Sy 2 )
PR (22 4+ 1)2

Téssé kaksi ensimmaistd termié eivit aiheuta ongelmia. Jaetaan viimeinen termi osamurtoihin. Koska jaoton
polynomi x2 + 1 on kaksinkertainen tekijs, osamurtokehitelméisin tulee termit
(2* =222 -1) By+Ciz  By+Cox
(x2+1)2 2241 (z2+1)2°

Kertomalla téim# puolittain polynomilla (22 + 1)? saadaan identiteetti

23 — 222 — 1 = (By + Ba) + (Cy + Cy)x + Byx? + Cya?,

mistd ratkeaa vastinkertoimia vertailemalla C; =1, By = —2, Co = —1 ja By = 1. Téassé

—2 1
/ . +J;;c dx = —2arctanz + 5 In(1 4 z?%)

ja
—x 1 2x 1
——de=—= | ————=dr==(1 -1
/(1+:c2)2 z 2/(1+m2)2 x 2( +a7)
Vield selvittdméttoméin Bs-termin integroimista varten tehdain havainto

T 1—2? 2 —(1+2?) 2 1

T+22 (14222 (14 22)2 (14222 1+a2
mikd kiddntyy integroimiskaavaksi

2 dx = :c + 1 dx
(1422277 1422 1422

1 1 T
m dx = 5 m + arctanx + C

Yhdistamalld kaikki saadaan lopullinen vastaus

Téasté saadaan lopulta

1 1
/f(m)dm::n+ln:c+§1n(1+:c2)f garctanerQ(:lETerQ)JrC.

Esitellddn vield pari integrointitilannetta, jotka voidaan palauttaa rationaalifunktion integrointiin.
Jos integroitavana on sin z:m ja cos a:n rationaalifunktio, niin sijoituksella ¢t = tan(xz/2) paadytdan ratio-
naalifunktion integrointiin, silla télloin (vrt. kaava-arkki ja trigonometriset identiteetit kurssilta Analyysi I)

2t 1—¢ 2

Tre OST= iy A de=ggdh

sinx =

Usein em. sijoitus johtaa hankaliin laskuihin, joten kannattaa yleensi tutkia my6s muita mahdollisuuksia,

ts. sopivien trigonometristen kaavojen avulla yksinkertaistaa integrandia ja/tai kiyttd4 muita sijoituksia.
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Esimerkki 1.23. Haetaan kantafunktio integrandille f(x) = 1/(cosz + sinx).

Ratkaisu. Kokeillaan suositeltua sijoitusta ¢ = tan(z/2). Tallsin

142t —1¢2

cosx + sinx =
14¢2 7

joten ottaen huomioon dr = 2dt/(1 + t?) saadaan t&lli sijoituksella

/ de / 2 dt
cosx +sinz 2 —-2t—1"

Téssd nimittiji jakautuu tekijoihin ¢ — 2t — 1 = (t — 1)2 -2 = (t — 1 — v/2)(t — 1 + /2). Vakiomenetelmilli

saamme osamurtokehitelmén

-2 —1/\V2 1/v/2
2—2—1 t—1-+v2 t—1+2
Tastd saadaankin jo maadrddmiton integraali ¢:n funktiona
/ 2dt 1 1
2 -
2-2t—1 2

Tasté saamme lopulta etsityksi kantafunktioksi

t—1++2
t—1-—+2

tan(r/2) — 1 + V2
tan(r/2) — 1 — /2

/7@0 Ly +C
= —— In .
cosx +sinz /2

Muotoa

nlax +0b
/Q(:c, ”cac—i—d) dx

oleva integraali, missd ) on rationaalifunktio, palautuu rationaalifunktion integroinniksi sijoituksella

PR ar +b
 Vex+d’

Esimerkki 1.24. Laske m#drd&dméaton integraali

1
/m‘“-

Ratkaisu. Suositeltu sijoitus on x = ¢3, jolloin dx = 3t dt. Saadaan

1 2
/7(13):/ 31 dt.
1+ Yz 1+t

Téssi 3t2 = 3(t2 — 1) +3 = 3(t — 1)(t + 1) + 3, joten integraaliksi tulee

3 3 3
/(3t—3+ t+—1) dt = §t2 —3t+3In(t+1) = 5302/3 — 323 +3In (x1/3 +1) +C.
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Huomautus 1.25. Tarkkaavainen lukija on ehki huomannut, ettd emme ole esittdneet tyhjentdvad meto-
dia hakea kantafunktio kaikille alkeisfunktioille. Tamé johtuu siitd, ettei tillaista menetelméé (pédinvastoin
kuin derivoitaessa) ole olemassa. Tiedetddn useita alkeisfunktioita, joiden miaraaméton integraali ei ole

alkeisfunktio. Esimerkkejé téllaisista ovat

/cfﬂﬁ2 dx, /sm:c dx, /e -1 dx.
x x

Téllaisia integraaleja voidaan késitelld muunlaisin menetelmin. MyShemmin tall4 kurssilla kisittelemme ly-

hyesti potenssisarjoihin perustuvaa menetelméé.
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Luku 2

Maaratty integraali

Seuraavaksi siirrymme tutkimaan mddardttyd integraalia ja siithen liittyvié kisitteitd. Oletamme tassa luvussa,
ettd tutkittava reaalifunktio f on madritelty ja rajoitettu tarkasteluvililld I = [a, b], a < b. Siiné tapauksessa,
missd funktion arvot ovat positiivisia, maaratylla integraalilla on geometrisena mielikuvana funktion f kuvaa-
jan, xz-akselin, ja suorien z = a ja x = b rajaaman alueen pinta-ala. Voidaksemme todistaa useat luonnollisen
tuntuiset laskusdinnot meididn on kuitenkin oltava hyvin huolellisia. Erityisesti silloin, kun f ei ole jatkuva,
kyseinen alue voi olla hyvin repalainen, ja osoittautuukin, ettei kaikille téllaisille alueille pinta-alaa voida
lainkaan méaaritella! Talld kurssilla emme perehdy pinta-alan méariteltdvyyden ongelmaan erityisen tarkas-
ti, silla se on syventdvien kurssien mitta- ja integrointiteoria ja/tai modernin analyysin perusteet tasoista
materiaalia. Otamme kuitenkin 1&htokohdaksi approksimoida téllaista aluetta sisé- ja ulkopuolelta sellaisilla
alueilla, joiden pinta-alan osaamme méiritelld ongelmitta, nimittdin ddrellisen monen suorakaiteen unioneil-
la. Ideana on paasti aikaisemmin kohtaamistamme raja-arvoprosesseista tutun sandwich-lauseen tapaiseen
tilanteeseen, jossa tutkittavan alueen sisélle piirrettyjen direllisen monen suorakaiteen yhteenlaskettu pinta-
ala saadaan alle e:n pddhin vastaavasta sellaisten suorakaiteiden unionin pinta-alasta, joka peittdd koko

alueen. Jos téssd onnistutaan, oli € > 0 kuinka pieni tahansa, niin pddsemme eteenpéin.

2.1 Vilin jako, yla- ja alasummat, Riemann-integroituvuus
Masritelma 2.1. Kutsumme darellistd lukujoukkoa
D ={zp,x1,22,...,Tp_1,Tn}

valin [a,b] jaoksi, jos a = xg, b = x,, ja kaikilla indeksin k£ = 1,2,3,...,n arvoilla on voimassa xp_1 <
x. Lukuja zp kutsutaan jaon D jakopisteiksi, ja kiytdmme jaon D osavilistid numero k merkintdd Ay =

[zk—1, 2] sekd sen pituudesta merkintdd Agx = xp — p_1.

Maiéritelmé 2.2. Olkoon I = [a,b] vili ja D = {xg,z1,22,...,Tn_1,Tn} Kyseisen vilin jokin jako. Olete-

taan, ettd funktio f on mé#aritelty ja rajoitettu vélilla I. Talléin f on rajoitettu myo6s kullakin osavalilla Ay,
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A | Ay Ay A

o Ty T2 Tr—1 Tk Tn—-1 Tn

Kuva 2.1: Erdén jaon yli- ja alasummia vastaavat pylvait osavileilla 1,2,k ja n

ja voidaan méairitella
My, =sup{f(z) | z € Ar} ja  mp =inf{f(z) |z € Ax}.

Néiden avulla maaritellddn funktion f jakoon D liittyvéit (Darboux’n) ylasumma

SD = iMkAka,

k=1
ja alasumma

n
Sp = E mkAle'.

k=1
Jos sekaannuksen vaara on olemassa, kiytetddn néista merkintoja Sp(f) ja sp(f) osoittamaan, minka funk-

tion yli- tai alasummasta on kysymys.

Ylasummia ja alasummia havainnollistetaan suorakaiteiden unionina. Kutakin osavilii vastaa pylviin
muotoinen suorakaide, jonka kantana on osavili Ay ja korkeutena ylisumman tapauksessa My ja alasumman
tapauksessa my. Talloin funktion kuvaajan ja z-akselin vilinen alue (olettaen, ettd f(z) > 0 vililla I) jaa
kokonaan ylapylviiden siséiin, ja toisaalta sisiltiid kokonaan alapylviit. Ylipylviikon yhteenlaskettu pinta-
ala on talldin Sp(f) ja alapylviikon vastaavasti sp(f). KuvassalZ on tyypillinen ndkyma jatkuvan funktion

erddseen jakoon liittyvistd yla- ja alapylvdikosta.

Esimerkki 2.3. Lasketaan vililli I = [a,b] = [0,1] rajoitettuun funktioon f(z) = 22 liittyviit yli- ja
alasummat, kun D = D,, on ns. tasavilinen jako, jolloin jokainen osavéleistd on pituudeltaan (b — a)/n, ja

siten jakopisteet zx,k =0, 1,...,n, saadaan kaavasta zx, = a + k(b — a)/n = k/n.
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Ratkaisu. Kyseinen funktio on aidosti kasvava vililld I, joten jokaisella osavililla Ay = [(k — 1)/n,k/n]
infimum saavutetaan vilin alkupisteessa (k—1)/n ja supremum péitepisteessd k/n. Siis my, = f((k—1)/n) =
(k —1)2/n? ja My, = f(k/n) = k?/n?. Tasaviliselld jaolla on jokaisen pylviidin leveys Ajz = 1/n. Kurssilta

Analyysi I tuttuja perdkkiisten kokonaislukujen nelididen summan kaavaa kiyttdmalld saadaan alasummalle

lauseke N . ,
1 (k—1)
sp, = »_ f((k—=1)/n)- - :ZT
k=1 k=1
B i n—1t2
==
t=0
~n(n—1)2n—1)
N 6n3

Vastaavasti yldsummalle saadaan lauseke

= 1 G k?
Sp, :Zf(k/")'ﬁ:ZE
k=1

Huomataan, ettd sekd ylisummat ettd alasummat lahestyvit raja-arvonaan lukua 1/3, kun n — oc.

Sanotaan, ettd jako D’ on jaon D tihennys, jos D C D’. Tuntuu ilmeiseltd, ettd jaon tihentidminen tuo

yla- ja alasummia ldhemméksi toisiaan. Seuraava tulos sanoo juuri tdmén.

Lemma 2.4. Jos D’ on jaon D tihennys, niin
sp <spr < Spr < Sp.

Todistus. Téssd keskimméinen kolmesta epédyhtélostd on ilmeinen supremumin ja infimumin mééritel-
mén perusteella. Todistetaan vain ylisummia koskeva viite (alasummia koskeva viite ndhdadn analogi-
sesti). Riittad tarkastella tapausta, missi jaossa D’ on vain yksi jakopiste enemmin, koska soveltamal-
la tétd erikoistapausta tarvittavan monta kertaa saadaan yleinen tulos perusteltua. Oletetaan siis, ettd
D ={zp,x1,29,...,Tpn-1,Zn}, jaettd D' = DU{z’}. Olkoon k se indeksi, jolle 2’ € Ay, eli z;_1 < 2’ < x.

Siis osavili Ay on se, joka jakautuu kahteen osaan jaossa D’. Merkitdin
My =sup{f(z) |z € [wx-1,2]},  Ja M =sup{f(z) |2 € [z, zx]}.

Selvisti My > M;, ja My > M;!, koska pilkulliset suureet ovat joukon f(Ay) osajoukkojen supremumeja. Siis

summassa Sps nididen kahden vilin kontribuutio on
M]i(l'/ — l‘kfl) —+ ]\4'];/(1']C — :L'/) < Mk(l‘/ — l‘kfl) —+ Mk(l'k — :L'/) = Mk(l‘k — l‘kfl) = MkAkl‘

Koska muilta osin ylasummat Sp. ja Sp ovat samat, on viite todistettu. O
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Lemma 2.5. Olkoot Dy ja Dy mielivaltaisia vilin [a,b] jekoja. Tdlloin
sp, < Sp,,
eli mikd tahansa yldsumma on vihintddn yhtd suuri kuin mikd tahansa alasummea.

Todistus. Muodostetaan jakojen Dy ja Dy yhteinen tihennys D ottamalla mukaan molempien kaikki jako-

pisteet: D = D; U Ds. Lemman [2.4] nojalla talloin
sp, <sp <Sp < Sp,.

O

Lemman[Z5]nojalla kaikkien alasummien joukko on ylhailtd rajoitettu ja vastaavasti kaikkien ylisummien
joukko on alhaalta rajoitettu. Koska ndmaé joukot ovat epétyhjia, voidaan reaalilukujen tdydellisyysaksiooman

nojalla méaritella funktion f (Darboux’n) yli- ja alaintegraalit valilla I = [a, b] kaavoilla

b
alaintegraali valilla I = / f =sup{sp | D jokin jako},
< _a

—b
ylaintegraali valilla I = / f=inf{Sp | D jokin jako}.
a
Lemman seurauksena ndemme heti, ettd yldintegraali on aina vdhintdin yhté suuri kuin alaintegraali.

Miéritelmd 2.6. VAililla [a,b],a < b, rajoitettua funktiota f sanotaan (Riemann-)integroituvaksi télla

[o-]

Talloin ala- ja yldintegraalien yhteistd arvoa sanotaan funktion f Riemann-integraaliksi tai lyhyesti inte-

/abf tai /ab f(z)de.

Lukua a kutsutaan integraalin alarajaksi ja lukua b ylarajeksi. Kaytdmme merkintdd R([a, b]) kaikkien vi-

vililla, jos
graaliksi valilla [a, b], merkitdin

lill4 [a, b] integroituvien funktioiden joukosta, eli merkinté f € R([a,b]) tarkoittaa sekin, ettd funktio f on

integroituva vélilla [a, b].

Esimerkki 2.7. Osoitetaan, ettd vakiofunktio f(x) = ¢ on Riemann-integroituva kaikilla véleill4 [a, b],a < b,

/abcdx =c(b—a).

Todistus. Kiytetiin triviaalia jakoa D = {x¢ = a, 27 = b}. VAlillda Ay = [a, b] on funktion sup f = inf f = c.

ja etta

Néin ollen sp = Sp = ¢(b — a). Koska Sp on ylaraja alaintegraalille, ja alaintegraali on vastaavasti yldraja
kaikille alasummille, on oltava c(b—a) = Sp > i > sp = c¢(b—a), mikd on mahdollista vain, jos i =c(b—a).

Toisaalta sp on alaraja yldintegraalille, ja yldintegraali on vastaavasti alaraja kaikille ylasummille, on my6s
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oltava ¢(b — a) = sp < 7 < Sp = ¢(b — a), miki on mahdollista vain, jos [ = ¢(b — a). Siis yli- ja

alaintegraaleilla on yhteinen arvo ¢(b — a). O

Kaikki funktiot eivit suinkaan ole integroituvia. Esimerkit néistd ovat hivenen eksoottisia.

Esimerkki 2.8. Maidiritellddn valilla I = [0, 1] funktio f asettamalla

0, jos z on irrationaaliluku
flx) = : N
1, jos x on rationaaliluku.

Osoita, ettd f ¢ R(I).

Todistus. Olkoon D miki tahansa vilin I jako. Jokaisella osavililla Ay on seki rationaalilukuja ettd irratio-

naalilukuja. Niin ollen my = 0 ja M} = 1 kaikille indeksin k arvoille. Koska viilien Ay, pituuksien summa on
—1

vksi, saadaan, ettd sp = 0 ja Sp = 1. Nam4 ovat siten my0s ala- ja yldintegraalien arvot. Koska fof #+ f(l)f,

ei f ole integroituva valilla I. O

2.2 Integroituvuustesti ja maarityn integraalin perusominaisuuk-
sia

Riemann-integroituvuuden teorian kehityksessd seuraavan lauseen tarjoama integroituvuustesti on kiytto-
kelpoinen vélivaihe. Se kertoo, ettd riittdd 10ytda kutakin lukua e > 0 kohti sellainen jako D = D(g), etté
sitd jakoa kiytettdessd yld- ja alasummien erotus on < e. Tdmén avulla voimme testata integroituvuutta

suoraan ala- ja yldsummia tutkimalla, ja viltimme mutkan ala- ja yldintegraalien kautta.
Lause 2.9. Olkoon f rajoitettu vilillé I = [a,b]. Silloin
feR(I) < (Ve>0)(3D)(Sp—sp<e).

Todistus. Oletetaan ensin, ettid f on Riemann-integroituva vélilld I. Olkoon sitten ¢ > 0 mielivaltainen
luku. Merkitddn S:14 yla- ja alaintegraalien yhteistd arvoa. Koska S on ylisummien infimum, on olemassa
sellainen jako Dy, ettd Sp, < S+e&/2. Vastaavasti, koska S on alasummien supremum, on olemassa sellainen

jako Dg, ettd sp, > S — ¢/2. Valitaan jéilleen D = D; U Dy. Lemman [Z4] nojalla saadaan t4lloin
Sp—sp <Sp, —sp, < (S+¢/2)—(S—¢/2)=c¢.

Implikaatio “=" on siis todistettu.
Oletetaan sitten, ettd valitsemalla jako D sopivasti saadaan yli- ja alasummien erotus mielivaltaisen

positiivisen luvun ¢ alapuolelle. Jokaiselle jaolle D on voimassa epdyhtilot

b —b
SDS/f ja SDZ/f
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Yhdistamélld ndmé (ja Lemman seuraus, jonka mukaan yldintegraali aina on vihintaan yhta suuri kuin

alaintegraali) saadaan kaikille jaoille D arvio

0§7if/bf§SDSD-

—b
Koska téssé erotus Sp —sp saadaan oletuksen mukaan niin pieneksi kuin halutaan, on pakko olla [ oS Ik b f=
-a

0. Kianteinen implikaatio “ <= " on sekin siis todistettu. O

Esimerkki 2.10. Osoitetaan, ettd funktio f(x) = 22 on integroituva vililli [0,1] ja etti

1
1

/ 22 dr = =.
0 3

Ratkaisu. Esimerkissi [Z3] ndimme, ettd valitsemalla n-osainen tasavilinen jako D = D,, saadaan sp, =
n(n —1)(2n — 1)/(6n%) ja Sp, = n(n + 1)(2n + 1)/(6n3). Téssi lim, .~ sp, = 1/3 = lim,,_,~ Sp, , joten
valitsemalla n riittédvan suureksi saadaan erotus Sp, — sp, mielivaltaisen ldhelle nollaa. Lauseen nojalla
f € R([0,1]). Kyseisen yhteisen raja-arvon 1/3 on pakko olla myds integraalin arvo S, koska kaikilla n on

voimassa epayhtilot

1
5Dn§/ f<Sp,,
0

jolloin sandwich-periaatteen seurauksena fol f=lim, Sp, =1/3.

Esimerkki 2.11. Osoitetaan, ettd vililld [a, b] monotoninen funktio on aina integroituva talla valill.

Todistus. Riittda tutkia kasvava tapaus. Koska kaikille x € [a,b] on tilléin voimassa f(a) < f(z) < f(b)
on funktio f rajoitettu talla valilld. Tapaus, missd f on vakio, on jo kisitelty, joten rajoituksetta voimme
olettaa, ettd f(b) > f(a).

Kéaytetddn tasavilistd jakoa D,,, missd jokaisen osavélin pituus on h = (b — a)/n, ja xp, = a + kh,k =

0,1,...,n. Kasvavuuden perusteella talldin My = f(zx) ja mi = f(xg—1). Télloin

Sp, — sp, = Z flzr) -h— Z f(xr-1)h
k=1 k=1
=h(f(@n) — f(z0)) = h (f(b) — f(a)).

Tdm4& erotus on < € aina, kun h < ¢/(f(b) — f(a)). Néin on aina, kun n on tarpeeksi suuri. O

Huomaa, ettei edellisen esimerkin tuloksessa edellytetd funktiolta f jatkuvuutta. Monotonisella funktiolle

epijatkuvuuskohdat ovat ‘hyppyjd’, ja néita voi vililld [a, b] olla vaikka ddrettomén monessa kohdassa.

Esimerkki 2.12. Tutkitaan funktiota f, joka saa vililld [a,b] arvon nolla yhté pistettd ¢ € (a,b) lukuun
ottamatta, jossa se saa arvon 1. Kiinnitetdan £ > 0, ja valitaan jako D siten, ettd [c — €/2,c + &/2] on yksi
osavileistd. Ndhdadn, ettd sp = 0 ja Sp = e. Tdma funktio on siis integroituva, ja ff f = 0. Selvisti sama

péittely voidaan tehdé, jos ¢ on jompikumpi vilin padtepisteisti.
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Lause 2.13. Oletetaan, ettd a < b, ¢ on vakio ja f,g € R([a,b]). Tdlléin myés funktiot cf ja f + g ovat

integroituvia vdlilli [a,b]. Lisiksi integraalien arvoja sitovat toisiinsa luonnolliset yhtildt

/abcfc/abf,
/:(f+g)=/abf+/:y-

Todistus. Kisitellddn ensin funktio cf. Jos ¢ = 0, ei ole mitddn todistamista, joten voimme olettaa, etté
¢ # 0. Olkoon siis D jokin vélin [a, b] jako, ja My, my funktion f supremum ja infimum osavililla Ay. Jos
¢ > 0, niin funktion c¢f supremum vélilla Ay = cM}, ja infimum = cmy. Jos taas ¢ < 0, niin funktion arvojen
suuruusjirjestys kiantyy ja saammekin funktion c¢f supremumiksi cmy ja infimumiksi ¢Mj. Kummassakin
tapauksessa
Sp(cf) —splef) = el (Sp(f) = sp(f)) -

Koska oletimme funktion f integroituvaksi, Lauseen Z9nojalla erotus Sp(f) —sp(f) saadaan mielivaltaisen
pieneksi. Samoin siis erotus Sp(cf) — sp(cf), joten Lauseen perusteella cf € R([a,b]). Edelleen vakion
¢ etumerkista riippuen joko Sp(cf) = ¢Sp(f) tai Sp(cf) = esp(f). Koska jako D sopivasti valitsemalla
saadaan kaikki esiintyvit ala- tai yldsummat mielivaltaisen ldhelle vastaavien integraalien arvoja, on yhtdlon
f: cf = cf: [ oltava tosi.

Tutkitaan sitten summafunktiota f + ¢g. Olkoon D jokin jako, ja My (f) ja My(g) funktioiden f ja g
supremumit sen osavalilli Ag. Epayhtdlot f(x) < Mi(f) ja g(x) < My(g) ovat voimassa aina, kun = € Ay,
joten myos epdyhtilo f(x)+ g(x) < Mi(f)+ My(g) pitdéd paikkansa. Niin ollen funktion f+ g supremumille

talla osavililld saadaan arvio
My = sup{(f + g)(2) | € Ax} < My(f) + Mir(g)-

Ottamalla huomioon tdmé arvio kaikilla osavileilld saadaan epiyhtilo
Sp(f+9) =D MAgw <Y (Mi(f) + Mi(9)) Ak = Sp(f) + Sp(g)-
k k
Tutkimalla alarajoja saadaan vastaavalla tavalla epayhtilo

sp(f+g) = sp(f)+splg).

Olkoon sitten € > 0 mielivaltainen. Lauseen 2.9 ja oletustemme perusteella on olemassa sellaiset jaot D; ja

Dg, etta
SDl(f)ile(f)<€/2 ja SDz(g)isDz(g)<€/2'
Asetetaan jilleen D = Dj; U Ds, jolloin Lemman [24] nojalla vastaavat epdyhtdlot ovat samanaikaisesti

voimassa jaolle D. Ottamalla huomioon kaikki kootut epdyhtilot saamme

Sp(f+g)—sp(f+g) <Sp(f)+Sp(g) —sp(f) —sp(g)
= (Sp(f) —sp(f)) + (Sp(g) — sp(9))
< (SDI (f) — 5D, (f)) + (SD2(g) - SDz(g)) < 5/2 + E/2 = €.
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Funktion f + g integroituvuus seuraa siten Lauseesta 201 Olkoot integraalien arvot S(f), S(g) ja S(f + g).
Y14 tehdylld jaon D valinnalla

(S(f) —¢/2) +(S(g9) —¢/2) < sp(f) +sp(9) <sp(f+g) <S(f+g) <
< Sp(f+9) < Sp(f) +Splg) < (S(f) +¢/2) + (S(g) +¢/2),
joten

IS(f+9) = (S(f) +S(g9)] <e.

Tamé epdyhtilo on siis voimassa kaikilla luvun € > 0 arvoilla, joten téssikin on pakko olla viitetty yhtésuu-

ruus S(f +g) = S(f) + S(g). O

Lauseen 213 ilmeisend seurauksena saadaan myos, ettd kaikille valilla [a,b] integroituville funktioilla

f1, f2, ..., fn ja vakioille ¢, co,...,c, on voimassa sdinto

/ab(é cifi) = gci /ab s

erityisesti siis yhtalon vasemmalla puolella esiintyvé funktio on sekin integroituva.

Yhdistdmalla tdmé tulos ja Esimerkin 2.12] havainto saadaan:

Seuraus 2.14. Funktion integroituvuus ja mdadratyn integraalin arvo eivdt muutu, jos funktion arvoa muu-

tetaan ddrellisen monessa valin [a,b] pisteessd.

Todistus. Funktion arvon muuttaminen &irellisen monessa pisteessd on ekvivalenttia sen kanssa, ettéd funk-

tioon lisdtdan adrellisen monen Esimerkissé 2.12] kisitellyn funktion lineaarikombinaatio. O

Jos f on jokin vililld [a,b] médritelty funktio, niin mééritelliéin sen positiivinen osa f* ja negatiivinen

osa f~ asettamalla

He) = {f<x>, jos f(x) > 0, ja

0, jos f(z) <0
~(z) — —f(z), jos f(z) <0,
e {o, jos £(z) 0.

Tallsin selviisti f = fT — f~jalf|l=fT+ f".
Lause 2.15. Jos f € R([a,b]), niin tdlléin myds f+, f~,|f| € R([a,b]).

Todistus. Kiydiin liipi funktion fT integroituvuus. Negatiivinen osa voidaan kiisitelld analogisesti. Olkoon
sitten D jokin vilin jako, M} funktion f supremum osavililli Ay ja vastaavasti my infimum. Merkitdén
funktion f vastaavia suureita M,j ja mg Jos funktio f ei saa vililld Ag negatiivisia arvoja, niin M,j' = My
ja mg = my. Jos funktio f ei saa vililli Ay positiivisia arvoja, niin M,:r = m; = 0. Jos funktio f saa
valilla, Ay, sekd positiivisia ettd negatiivisia arvoja, niin M;" = M ja m;r = 0 > my. Kaikissa tapauksissa
on voimassa epayhtalo

Mljimk < M — my.
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Niistd epayhtéloistd seuraa heti, ettd Sp(f) — sp(fT) < Sp(f) — sp(f). Koska oletuksen mukaan valit-
semalla jako D sopivasti saadaan funktion f yli- ja alasummien erotus halutun pieneksi, sama patee myos
funktion fT yli- ja alasummien erotukselle, joten funktion f* integroituvuus seuraa Lauseesta 2.0l

Funktion | f] integroituvuus seuraa sitten positiivisen ja negatiivisen osan integroituvuudesta ja Lauseesta

213 a

Lause 2.16. (Integraalin additiivisuus vilin suhteen). Jos a < ¢ < b, niin

b c b
[o=Lo=]
a a C
edellyttien, etti yhtaldssi ainakin toinen puoli on mddritelty. Erityisesti siis, jos f € R([a,b]) niin tdlldin

myds [ € R([a,c]), f € R([¢e,b]) ja kadntden, jos f on integroituva molemmilla vdleilli [a, c] ja [c,b], niin se

on integroituva myds koko valilld [a, b).

Todistus. Jos D; on mikd tahansa vilin [a, c] jako ja Dy miki tahansa vélin [c, b] jako, niin niiden unioni

D = D; U D5 on vilin [a, b] jako, ja selvisti
Sp =Sp, +Sp, ja SDZSD1+SD2. (*)

Kaytdmme alla tdtd yhteytta toistuvasti.

Oletetaan ensin, ettd f on integroituva valilla I = [a,b] ja ettd ¢ > 0. Téll6in on olemassa vilin
sellainen jako D, ettd Sp — sp < e. Merkitddn D’ = DU {c}, jolloin joko D = D’ tai D' on jaon D tihennys.
Kummassakin tapauksessa myos Sp. —sps < €. Voidaan kirjoittaa D’ = D1 UDs3, missd D; on vilin I; = [a, ¢]

jako ja Do vélin Is = [c, b] jako. Yhtdlon (x) nojalla
(SDI - SDI) + (SDz - SD2) =Sp —spr <e.

Koska yli- ja alasumman erotus on aina ei-negatiivinen ovat téssi vasemman puolen sulkulausekkeet mo-
lemmat ei-negatiivisia, ja siis my6s < €. Funktion f integroituvuus véleilld I; ja I, seuraa siten Lauseesta
2.9

Oletetaan sitten, ettd f on integroituva molemmilla vileistd I ja Iz ja ettd € > 0. Talloin 16yddmme
valin I; sellaisen jaon Ds, ja vilin I sellaisen jaon Da, ettd Sp, — sp, < €/2 ja Sp, — sp, < £/2. Kaavan
() nojalla viliin I jaolle D = D1 U D5 on voimassa Sp — sp < 2¢/2 = ¢, joten funktio f on integroituva
vililla I Lauseen nojalla.

Tissé on aina sp, < f:f < Sp,, sp, < fcbf < Sp, jasp < f:f < Sp, joten luvut f;f ja f:f —l—fcbf
ovat molemmat yhtalon (%) nojalla vililld [sp, Sp]. Integroituvuuden nojalla tdma vili saadaan mielivaltaisen

lyhyeksi sopivalla jaon D valinnalla, joten ndiden kahden luvun on pakko olla samat. O

Maardtyn integraalin f: f méairitelmdd voidaan laajentaa tapauksiin a > b seuraavalla tavalla. Jos f on

integroituva vélilla [a, b], missd a < b, niin madritelladn

[r-f
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Kunhan f on maéritelty pisteessd a, maaritellidn myods

/:f:o.

Ideana tidssi on, ettd médrdtty integraali on tavallaan ajateltava yli suunnatun vdilin, jossa vélin ‘kulke-
minen’ tai ‘pyyhkéiiseminen’ luonnolliseen kasvavaan suuntaan antaa pinta-alan plusmerkkisend ja ‘vaardian
suuntaan’ kulkeminen vastaavasti miinusmerkkisend. Tat4 pohditaan tarkemmin kurssilla Usean muuttu-
jan funktiot kiyriintegraalien yhteydessi. Samantapaista ajattelua tulee vastaan myds myShemmin t&ll4
kurssilla.

Tamén lisimaaritelmén jalkeen Lauseen tulos on voimassa olivatpa luvut a, b, c missé jarjestyksessa

tahansa. Jos esimerkiksi b < a < ¢, niin Lauseen nojalla saadaan

(& a c
[o=[1+]+
b b a
ja tdméin ja méairitelmien seurauksena

b a c c c b
[r==[s=[s=[s=[s+]r
2.3 Jatkuvan funktion integroituvuus ja analyysin peruslause

Kurssilla Analyysi I jo ndimme, ettd suljetulla valilla jatkuva funktio on valttamétta talla valilld rajoitettu.
Pylvisdiagrammin avulla muodostuu ehdottomasti mielikuva, ettéd tillaisen jatkuvan funktion tapauksessa
yla- ja alasummien erotus saadaan mielivaltaisen pieneksi. Todistamme tdmén seuraavaksi. Tédssé esiintyy
hieman vaativampi tiydellisyysaksiooman kiytto, joten tdméa ei ehki heti avaudu sellaiselle lukijalle, joka
ei vield ole erittdin hyvin sisdistinyt supremumien tekniikkaa. Todistuksen ideaan on nimittédin piilotettu
niin sanottu kompaktin joukon kisite, joka esitellddn tarkasti vasta kurssilla Usean muuttujan funktiot. Voit
siis palata tdhén todistukseen kerratessasi aikaisemmin oppimaasi aloittaessasi kyseisen kurssin (suositeltu
ajankohta tdhin on seuraavan lukuvuoden syksylld).

Huomaa, ettd jokaisen esiintyvén jaon jokainen osavili on suljettu, joten kyseiselld vililla jatkuva funk-
tio saavuttaa sielld suurimman ja pienimmén arvonsa. Kun tutkimme jatkuvan funktion integroituvuutta,
voimme siis korvata sen osavileilld saamien arvojen supremumit (vast. infimumit) maksimeilla (vast. mini-

meilld).

Lemma 2.17. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva vdlilld I = [a,b] ja ettd e > 0 on jokin luku. On olemassa
sellainen vdlin I jako D, ettd kullakin osavdlilld Ay = [xr—1,x)] suurin (= My) ja pienin (= my) funktion

f saavuttamista arvoista toteuttavat epiyhtalon My — my < €. Erityisesti siis.

Sp(f) = sp(f) <e(b—a).

Todistus. Ideana on, ettd pyrimme todistamaan tidman viitteen aina pidemmille ja pidemmille vileille.

Olkoon sité varten x jokin vélin I piste, ja tutkikaamme vastaavaa ehtoa vililla I, = [a, z]. Maaritellaan siis
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joukko

S = {x € I'| 3 sellainen vilin I, jako D,, ettd sen kaikilla osavaleilld M) — my < e}.

Tassa siis jaon D, jokaisen yldpylvdin korkeus on < alapylvidédn korkeus +¢. Koska kyseisen portaikon leveys

on x — a, ylapylviikon ja alapylviikon pinta-alojen erotukselle on voimassa arvio
Sp, — sp, <e(z —a).

Joukko S on epityhjé, silld kun = = a, 0-vélinen jako D, = {a} toteuttaa vaaditun ehdon. Joukko S on
tietenkin my6s ylh&iltéd rajoitettu, koska mikddn sen alkio ei ole suurempi kuin vélin péitepiste b. Joukolla
S on siis olemassa supremum ¢ = sup S, ja c € I.

Todistamme seuraavat kaksi seikkaa. Ensin todistamme, ettd ¢ on itse mukana joukossa S. Sitten to-
distamme, ettd jos ¢ < b, niin joukossa S on myo6s lukua ¢ suurempia alkioita. Tdméa jalkimméinen ehto
on ristiriidassa supremum-ominaisuuksien kanssa, joten on siis oltava ¢ = b. Yhdessi ensin todistamamme
seikan kanssa saadaankin sitten, ettd b € S, jolloin Lemman viite onkin todistettu.

Funktio f on joka tapauksessa jatkuva pisteessi ¢ (jatkuvuus on vain toispuoleista, jos ¢ on jompikumpi
vilin I padtepisteistd, mutta timéa otetaan huomioon rajaamalla tarkastelu tarvittaessa pisteen ¢ ympériston

ja vilin T leikkaukseen). On siis olemassa sellainen luku § > 0, etté
zeY(gd)NI=|f(x)— flc)] <e/2.

Siis valillda A = [¢ — 6, ¢+ §] N I funktio f saa arvoja ainoastaan vililtd (f(c) —e/2, f(c) 4+ €/2). Merkitdin

talla vélilla funktion f saamien arvojen maksimia ja minimi&
M =sup{f(z) |z € A}, m =1inf{f(z) | z € A},
jolloin f(c) —e/2 <m < f(c) < M < f(c) + ¢/2. Erityisesti siis
M—-—m<e. (%)

Todistetaan sitten ensimmaéinen mainittu viite, jonka mukaan ¢ € S. Koska ¢ on joukon S pienin yléraja,
ei luku ¢ — § < ¢ voi olla joukon S yliaraja. Néin ollen joukossa S on jokin luku x > ¢ — d. Koska lisdksi ¢
on joukon S yliraja, saamme x < ¢. Olkoon D, jokin vilin [a, x| sellainen jako, ettd Sp, — sp, < e(z — a).
Asetetaan D. = D, U {c}, jolloin saadaan vélin [a, ¢| jako. Viimeiselld vililla [z, ¢] on epdyhtilon (x) nojalla
maksimin ja minimin vélinen erotus enintddn M —m < . Jaon D, olemassaolo osoittaa sitten, ettd c € S.

Jos tdssd ¢ < b, niin on olemassa luku d € (¢,¢+ d] NI, jolloin d > c. Vililld [¢, d] on niin ikddn suurin
funktion f saamista arvoista < M ja pienin > m. Madritellddn siis Dy = D. U {d}, jolloin D, on vilin I,
sellainen jako, jonka jokaisella osavélilld funktion f maksimi ja minimi eroavat toisistaan < e. Siis d € S.
Koska d > ¢, tdma on ristiriidassa sen kanssa, ettd luvun c piti olla joukon S yldraja. Niin ollen on oltava

c = b, ja viite on todistettu. O
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Lause 2.18. Suljetulla vdililli [a,b] jatkuva funktio f on tdlld valilla myds Riemann-integroituva.

Todistus. Koska kerroin b — a on vakio, sopivalla jaon D valinnalla yld- ja alasumman vélinen erotus
Sp(f)—sp(f) saadaan pienemméksi kuin miké tahansa luku &’ > 0 valitsemalla Lemmassa2I7e = ¢’/ (b—a).

Viite seuraa Lauseesta O

Esimerkki 2.TT] jo osoitti, ettei funktion jatkuvuus ole valttdméaton edellytys sen integroituvuudelle. Seu-

raavan esimerkin tulos on hengeltiin samanlainen.

Esimerkki 2.19. Oletetaan, etta funktio f on rajoitettu valilld I = [a, ], ja ettd se on jatkuva talla valilla

pistettd ¢ lukuun ottamatta. Osoita, ettd f on integroituva yli vélin I.

Todistus. Késittelemme tapauksen ¢ € (a,b). Jos ¢ on jompikumpi vilin pditepisteista, padttely voidaan
tehd& samaan tapaan.

Tavoitteenamme on soveltaa Lausetta[2.9] joten valitaan mielivaltainen € > 0. Koska f on rajoitettu, on
olemassa sellainen luku M > 0, ettd |f(z)| < M kaikille z € I. Valitaan sitten sellainen luku ¢ > 0, ettd
0 < e/12M ja ettd vali I. = [c — d,c + d] sisdltyy véliin (a,b). VAalilld I. funktion f supremum M, < M ja
infimum m, > —M.

Funktio f on jatkuva vililla [a, c— 4], joten se on sill vililld integroituva. Lauseen Z0Inojalla on olemassa
valin [a, ¢ — d] sellainen jako Dy, ettd Sp, — sp, < €/3. Funktio f on jatkuva myo6s vélilla [c + 6, b], joten on
olemassa sellainen vélin [c + §,b] jako Dy, ettd Sp, — sp, < €/3.

Olkoon sitten D = D; U Dy. Tédmén jaon osavileind esiintyvit jaon D; osavilit, vili I. sekd jaon Do

osavalit. Néin ollen
Sp=8p, + Mc((c+6) — (¢—6)) + Sp, = Sp, +2M.6 + Sp,.

Vastaavasti

Sp = Sp, +mc((c+5) —(e¢— 5)) + 8p, = $p, +2m.d + sp,.

Viahentidmalld ndmé puolittain toisistaan saadaan

€ € €
Sp —sp = (SDl 75D1)+2(Mcfmc)5+ (SD2 7SD2) < g +4M - oM + g =€.
Koska e oli mielivaltainen positiivinen luku, niin véite seuraa nyt Lauseesta 2.9 O

Seuraavaan lauseeseen on koottu useita sangen ilmeisis epayht&loita.
Lause 2.20. Oletetaan, etti a < b ja etti f,g € R([a,b]). Tdlldin

(i) JosVx € [a,b]:m < f(z) < M, niin
b
m(bfa)g/ fF<M(@®-a)
(ii) Jos ¥z € [a,b] : f(x) >0, niin f: > 0.
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(iii) JosVz € [a,b] : f(x) > g(x), niin f:f > f:g.
(iv) (Kolmioepdiyhtild) |f:f| < f:|f|
Lisdksi kolmioepdyhtdlo on voimassa muodossa |f; fl1< |f: |f|| myds siindg tapauksessa, jossa a > b.

Todistus. Ensimméiinen viite seuraa siitd, ettd triviaalille jaolle D = {a,b} sp > m(b—a) ja Sp <
M (b — a). Toinen viite seuraa tésta erikoistapauksena, kun valitaan m = 0. Kolmas viite seuraa integraalin
lineaarisuudesta soveltamalla toista viitettd integroituvaan funktioon f(z) — g(x). Viimeinen viite seuraa
Lauseesta [215 ja kaikissa vélin [a, b] pisteissd voimassa olevista epayhtaloistd —|f(z)| < f(x) < |f(x)|. Sen

laajennus tapaukseen a > b on méiritelmien ilmeinen seuraus. O

Huomautus 2.21. Esimerkki 212 osoittaa, etti on mahdollista, etti f: f =0, vaikka olisi f(z) > 0 koko
valilld ja f(c) > 0 ainakin yhdessé tarkasteluvélin [a,b] pisteessd c. Voit harjoitustehtdviné osoittaa, etté
jos ehtojen f(c) > 0 ja Va € [a,b] : f(z) > 0 lisdksi oletetaan, ettd f on jatkuva vililla [a,d], niin talloin

vilttimitti myos [0 f > 0.

Seuraus 2.22. (Integraalilaskennan vdliarvolause.) Oletetaan, etti a < b ja ettd funktio [ on jatkuva valilld

I = [a,b]. Tallgin on olemassa sellainen luku & € [a,b], ettd

b
[ f@de = )6 - )
Jos a > b, niin sama tulos on voimassa jollekin luvulle £ € [b, al.

Todistus. Suljetulla vililld jatkuvan funktion perusominaisuuksien nojalla se saavuttaa suurimman ja pie-

nimmén arvon kyseiselld vililla, eli on olemassa sellaiset vilin I pisteet 1 ja xo, ettd kaikille z € T
m = f(z1) < f(z) < f(z2) = M.

Jos téssd M = m, niin f on vakiofunktio (ainakin valilld I) ja miki tahansa vilin I piste kelpaa luvuksi

&. Muussa tapauksessa jakamalla Lauseen kohdan (7) epdyhtilot luvulla b — a > 0 saadaan

1 b
m < /ng.
b—a /,

Luku K = ( f; £)/(b—a) on siis vililld (m, M). Jatkuvan funktion véliarvolauseen perusteella talléin lukujen
x1 ja xo vilissd on sellainen luku &, ettd f(§) = K. Koska x1 ja a2 ovat valilla I, niin my6s £ € I.
Tapaus a > b seuraa integraalin f: f méiritelmistd soveltamalla jo todistettua versiota valilla [b, a].

Tapauksessa a = b viite on ilmeinen. O

Oletetaan sitten, ettd I = [a,b],a < b, ja ettd funktio f € R(I), eli erityisesti f on rajoitettu talla valilla.

Lauseen 218 nojalla tieddmme funktion f olevan integroituva talldin myos kaikilla véleilla I, = [a, 2], x € I.

oo = [ 1= [ swa

32

Voimme siis maaritelld funktion



Tata funktiota g : I — R kutsutaan funktion f integraalifunktioksi. Tulemme pian ndkem&in, ettd tamé
on edellisesséd luvussa esiintyneen integraalifunktion méaritelmén laajennus. Huomaa, ettd koska x téssi
esiintyy integroimisvilin ylirajana, sitd ei endd voida kiyttaa integrointimuuttujana, ja siksi téssa vaihdettiin
integraalin sisilld muuttujaksi ¢.

Edelleen Lauseen .16l nojalla aina, kun x,x + h € I on voimassa yhtalo

g@+mmwlﬁwlﬁ'<L7+Lﬁﬂ>[ﬁéﬁv. ()

Lause 2.23. Vililli I = [a,b] integroituvan (ja rajoitetun) funktion f integraalifunktio on jatkuva valilla I.

Todistus. Oletuksistamme seuraa, ettd on olemassa sellainen luku M > 0, ettd Vo € I : |f(x)] < M. Olkoot

x € I ja e > 0 mielivaltaisia. Yhtdlon (x) ja Lauseen epayhtildiden nojalla

Jéx+h|f|

aina, kun |h| < /M. Funktio g on siis jatkuva pisteessd x. O

lg(x + h) — g(z)| = <Mlxz+h—z|=M|h|<e

Huomaa erityisesti, ettd Lause [2.23 ei edellytéd funktion f jatkuvuutta, ainoastaan integroituvuutta. T#-

hén liittyva yleinen sdintd on, ettd integraalifunktio on aina ‘paremmin kiyttaytyva’ funktio kuin integrandi.

Lause 2.24. (Analyysin peruslause, koko wvdlilli jatkuwvan funktion tapaus.) Oletetaan, ettd funktio f on

jatkwva valilld I = [a,b],a < b. Tdalloin sen integraalifunktio

wm=/3ww

on derivoituve kaikissa vilin (a,b) pisteissi, oikealta derivoituva pisteessi a ja vasemmalta derivoituva pis-

teessd b, ja sen derivaatta
d xr
/ = — = .
(@) =— /a f=f=)

Todistus. Yhtélon (%) nojalla funktion g(z) erotusosamairiksi saadaan

T —g(x o+h
et ate) L

Integraalilaskennan véliarvolauseen (Lause Z.22) nojalla lukujen x ja x + h vilissi on sellainen luku £ = &,

x+h
/ f = hi(En).

Yhdistdmé&lld ndmé& havainnot saadaan yhtilo

etta

gz +h) —g(x)

W = f(&n)-

Kun tdssd h — 0, niin vilttdmattad &, — x. Koska f on jatkuva pisteessd z, talléin myds f (&) — f(z). Jos

T = a tai z = b, niin vastaava paattely menee 14pi ilmeisin muutoksin. O
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Seuraus 2.25. Jos funktio f on jatkuva vilillé I = [a,b], silli on olemassa kantafunktio eli madraamaton

integraali talld valilld.

Taté tulosta voidaan yleistdd hieman kattamaan sellaiset tapaukset, joissa tieddmme integrandin jatku-

vaksi vain yhdessé pisteessé.

Lause 2.26. (Analyysin peruslause.) Oletetaan, etti funktio f on integroituva vdlilli I = [a,b],a < b ja

jatkuwva pisteessd ¢ € I. Tdllgin integraalifunktio

mm:/U@ﬁ

on derivoituva pisteessi c, ja ¢'(c) = f(c). Jos ¢ on jompikumpi vilin I pddtepisteistd jatkuvuus ja derivoi-

tuvuus tulkitaan toispuoleisina.

Todistus. Olkoon £ > 0 mielivaltainen. Oletetaan, ettd h on jokin sellainen luku, ettd ¢ + h € I. Koska

(vakiofunktion méadratyn integraalin perusteella)

saamme yhtdlon () nojalla

. ~ ale c+h
AN =90y = %/ (F() = f(e)) dt
ct+h
§|_2|/ |f(t) — f(c)ldt|.

Koska f on jatkuva pisteessd c, on olemassa sellainen § > 0, ettd
teY(o)NI=|f(t)— f(c) <e.

Oletetaan sitten, ettd lisdksi |h| < §. T&lloin koko integroimisvalilla ([c, ¢+ h] tai [c+h, ¢] luvun h etumerkista

riippuen) on voimassa arvio |f(t) — f(c)| < €, joten Lauseen nojalla

< |hle.

c+h
/ F(6) — f(e)|di

Ottamalla huomioon ylempi epéyhtild saadaan

c+h)—gl(c
‘g( ) g()_f(c) e
h
Koska téssd € > 0 oli mielivaltainen, véite seuraa derivoituvuuden mééiritelméin nojalla. O

Tarkastellaan nyt valilla [a, b] jatkuvaa funktiota f. Lauseen 2226 nojalla silld on olemassa kantafunktio.
Jos F on jokin (toinen) kantafunktio, niin integraalilaskennan peruslauseen mukaan kaikille x € [a,b] on
voimassa yht&lo

x
/ F(#)dt = F(z) + C,
a
missd C on jokin vakio. Asettamalla x = a saa méiritty integraali arvon nolla, joten F(a) + C' = 0, misti

ratkeaa C' = —F'(a). Téstd saadaan seuraava tulos.
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Lause 2.27. (Newton-Leibniz) Oletetaan, ettd f on jatkuva vililli [a,b] ja ettd F' on sen jokin kantafunktio.
Tallgin

b

a

Viimeiseni esitetty merkint |aF(x) luetaan yleensi “sijoitus a:sta b:hen F”. Jos funktiossa F' esiintyy

b
[ Ha@)de=r ) - F@ (

useita muuttujia ja viirinkisityksen mahdollisuus on olemassa, voidaan selventdi sitd, minkd muuttujan
paikalle sijoitukset tehddan. Kayttamalld esimerkiksi merkinti |i=aF(:c, y) = F(b,y) — F(a,y) osoitetaan,

ettd sijoitukset tehddin juuri muuttujan = paikalle.

Esimerkki 2.28.

1

arctanx = arctan 1 — arctan0 = 7/4 — 0 = 7 /4.
0

/1 dv
0 fL‘Q + 1 o
Esimerkki 2.29. Osoita, ettd funktio g : R - R

2241
t
g(z) = / =
0

t
on kaikkialla méaritelty, jatkuva ja derivoituva, ja miirda sen derivaatta.
Ratkaisu. Huomaa, etti emme pysty ilmaisemaan funktion f(t) = (sint)/t primitiivia alkeisfunktioi-
den avulla. Kun tdydennidmme sen madritelmid asettamalla f(0) = 1 saamme kuitenkin tunnetun raja-

arvotuloksen lim;_,o f(¢t) = 1 perusteella kaikkialla jatkuvan funktion. N&in ollen se on integroituva vililla

[0, 2% + 1] olipa = miki reaaliluku tahansa. Merkitééin u = u(z) = 22 + 1. Téllsin funktio

h(u) = /Ou Ft) dt

on Lauseen [2.24] nojalla kaikkialla derivoituva, ja sen derivaatta on

dh — ) = sinu'

du u

Tehtavan funktio g(x) saadaan yhdistettyné funktiona g(z) = h(u(z)). Yhdistettyjen funktioiden jatkuvuutta

ja derivoituvuutta koskevien tulosten nojalla funktio g on sitten jatkuva ja derivoituva. Ketjusdinnon nojalla

dg  dh

dh _ 2axsin(a? 4+ 1)
dr  du

(u(a)) ' () =

Esimerkki 2.30. Mééritelladn funktio f vililla [0, 2] asettamalla

x, kan 0 <z <1, ja
fl@)=19.
3z%, kun 1<z <2.

Osoita, ettd f € R([0,2]) ja laske f02 I
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Ratkaisu. Lauseen 216 nojalla riittas nayttdd, ettd f on integroituva osavileilld [0, 1] ja [1, 2], sekd laskea
yhteen maaratyt integraalit ndiden osavélien yli. Olkoon g vélilld [0, 1] m&&ritelty funktio, joka saa arvon 1
pisteessd x = 1, ja arvon nolla muulloin. Esimerkin nojalla funktio g on integroituva, ja fol g = 0. Koska

kaikilla vélin [0, 1] pisteilld z on voimassa

f(@) = 2+ 29(x),

(f(1) = 3-12 = 3) saadaan

1 1 1
/f: :cd:c+2/ =
0 0 0

missd kiytimme hyvéksi sitd, ettd vélilla [0, 1] jatkuvalla funktiolla h(z) = = on t&lld vililla kantafunktio
22 /2.

Vililld [1,2] on itse funktiolla f primitiivi 23, joten

fr-

Etsityn m&drityn integraalin arvoksi saadaan siis 1/2 + 7 = 15/2.

2
2 =8-1=1.
1

Funktion f integroituvuus seuraisi suoraan myos Esimerkin [Z19 tuloksesta.

Huomautus 2.31. On ilmeisté, ettd edellisen esimerkin tekniikkaa voidaan yleistdd kaikkiin niihin tilan-
teisiin, joissa lasketaan sellaisen paloittain méadritellyn funktion méérétty integraali, joka kaikilla osavéleilla
saadaan jatkuvaksi muuttamalla sen mairittelyd tarvittaessa osavilin padtepisteessd. Néin ollen kikkailu
Esimerkissa 212 kisiteltyjen ‘apufunktioiden’ avulla (ylla g) voidaan sivuuttaa, ja suoraan kiyttaa kullakin

osavililla tunnettua kantafunktiota.

2.4 Mairatyn integraalin laskemisesta

Kaikkia tekniikoita, jotka opimme ensimmaéisessé luvussa madrdamittoméan integraalin 16ytidmiseksi voidaan
tietenkin soveltaa méarattyjen integraalien laskemiseen. Tasséd pykilassd tarkastelemme n#itd esimerkkien

valossa, ja esitimme muutamia yksinkertaistavia huomioita.

Lause 2.32. (Mddrdtty osittaisintegrointi.) Jos funktiot u ja v ovat derivaattoineen jatkuvia vililld [a,b],a <

b, niin
b b b
/ w' = | (uv) —/ u'v.
a a a
Todistus. Seuraa suoraan (miaradmattomasti) osittaisintegroinnista ja Lauseesta 227 O

Esimerkki 2.33.
(e(x —1)) =2 %
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Seuraava integraali esiintyy sangen usein, silli monet integraalit palautuvat tdtd tyyppid olevaan inte-

graaliin trigonometrisen sijoituksen jilkeen.

Esimerkki 2.34. Olkoon n € N luonnollinen luku. Johda kaava maaratylle integraalille

/2
I, = / sin” z dx.
0

Ratkaisu. Sovelletaan osittaisintegrointia. Oletetaan ensin, etti n > 2, ja valitaan u = sin” ! 2 ja v/ = sinx.
Tlloin v/ = (n — 1) cossin™ 2z ja v = — cos, joten osittaisintegrointi antaa yhtilon
/2 /2
I, = (—coszsin™ ' z) + (n—1) / sin" "2 z cos? x dx.
0 0

Selvisti ensimméinen termi (sijoitus) on nolla. Kiytetiin jilkimméisessi integraalissa identiteettiéi cos® x =

1 — sin? z. Askeinen yhtils saa silloin muodon
I,=(n—-1)1I—2— (n—1)I,,
jonka ratkaisuna saamme paloutuskaavan

1
="l s n=234,...
n

Toisaalta saamme helposti, ettd Iy = OW/Q l=mn/2jal} = fOW/Q sinz dr = 1. Palautuskaavan avulla

néistd saadaan yleiset tulokset (todistus harjoitustehtéviné induktiolla)

/2 _
L/“ Sﬁﬁkgpdz:: 1..% .§ . 2k 1 .E
0 246 2k 2
parillisille potensseille (k € IN), ja parittomille vastaavasti (edelleen kaikille k£ € IN)
/2 2 4 6 2k
inZktlpde=2.2.2... .
/0 S T Y AR

Esimerkki 2.35. Mairitelladn lukujono ax, k € N, kaavalla

224466 2%-2 2%-2 2
=133 557 2%—3 2%—1 2k—1

Todistetaan ns. Wallisin kaava, joka sanoo, ettd timéa jono suppenee, ja

. T
lim a, = —.
k—o0 2

Ratkaisu. Esimerkin [Z34] tulokset voidaan kirjoittaa muodossa (k > 0)

o1 20

]ék ™ '

37



Toisaalta kaikille z € [0,7/2] on voimassa sinz € [0, 1] ja sen seurauksena
0< sin?**1 g < sin?* < sin?* 1 2.

Lauseen [2.20] seurauksena saadaan epdyhtiloketju 0 < Iogp41 < Iop < Igp—1. Jakamalla tdmé puolittain

luvulla Is;_1 saadaan palautuskaava huomioon ottaen

2k < Iog 1 <1
2k+1 = Iy —

kaikille kokonaisluvuille £k > 0. T&ssd vasemmanpuoleisimpien lukujen muodostama jono l&hestyy raja-

arvonaan lukua 1, joten sandwich-lauseen nojalla limg_, o0 (Iog—1/I2k) = 1 = (2/7) limg 00 ag. Viite seuraa.

Sopiva sijoitus on erittiin kiyttokelpoinen menetelmi méiirityn integraalin laskemiseksi. Ensimméisend
mieleen tuleva tapa on kiyttda sijoitusta kantafunktion 16ytdmiseksi, kuten ensimmaisessa luvussa tehtiin,
ja sitten laskea madritty integraali Lauseen tulosta kiyttden. Toinen tapa eroaa tdstd siind suhtees-
sa, ettei siind sijoituksen jilkeen tarvitse palata takaisin alkuperdiseen muuttujaan, miki mddradmdtontda
integraalia laskettaessa oli ehdottoman vilttdmatonta! Talloin on oltava tarkkana sen suhteen, ettid tehté-
vé sijoitus muuttaa integroimisvélin joksikin toiseksi. Tamé&n ottaminen huomioon on kiytinndssa yleensi

varsin helppoa. Seuraava lause antaa meille tarvittavan teorian.

Lause 2.36. (Sijoitus mddrdttyyn integraalin.) Olkoon funktio f on jatkuva valilld I ja [a,b] C I. Olkoon

edelleen g sellainen vdlilla [«, 8] (tai vadlilld [B, o], jos f < «) derivaattoineen jatkuva funktio, ettd
(i) g([e, B]) C I (tapauksessa B < o oletamme tietenkin, ettd g([8,a]) C I),
(ii) g(a) = a, ja g(B) =b.
Tallgin
b B
[ t@de= [ siatong @

Todistus. Tutkitaan integraalifunktiota h(z) = faz f. Analyysin peruslauseen ja oletusten mukaan funktio
h(z) on muuttujan z derivoituva funktio koko vélilla I, ja dh/dx = h'(z) = f(x). Ketjusddnnon perusteella
yhdistetty funktio F(t) = h(g(t)) on tilléin derivoituva valilla [«, 5] (tai valilla [5, a]) ja

dF

o = @) =W (g0)g'(t) = f9(8)g'(1)-

Analyysin peruslauseen nojalla sitten
B b
/ fla@®)g't)dt =|  F(t) = h(g(B)) — h(g(a)) = h(b) — h(a) :/ f.
O

Esitamme télle tulokselle vield tulkinnan pylviikkojen pinta-alojen avulla siind yksinkertaisessa tilan-

teessa, jossa funktio g on monotonisesti kasvava, ja funktio f saa valilld I ainoastaan ei-negatiivisia arvoja,
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jolloin m&drdtyn integraalin pinta-alatulkinta on luonnollisimmin kiytettdvissd. Yleisemmat tapaukset pa-
lautuvat tdhén, kun tulkitaan monotonisesti viheneva ¢ ‘vddrddn suuntaan’ pyyhkiistynid vilind, x-akselin
alapuolella oleva pinta-ala miinusmerkkiseni, ja jaetaan tarkastelu muuttujan ¢ sellaisiin osavileihin, joilla
funktiot ¢'(t) ja f(g(t)) eivit vaihda merkkidén.

Jos téssd Dy = {a = to,t1,t2,...,t, = B} on jokin vilin [, 5] jako, niin sitd vastaa vilin [a,b] jako
D, ={a =0 = g(to),z1 = g(t1), 22 = g(t2),...,b =z, = g(tn)}. Koska g kuvaa vilin Ay = [tr_1, tx]
bijektiivisesti véliksi Ay 5 = [rr—1, zx], saa funktio f(g(¢)) valilld Ay ¢ samat arvot kuin funktio f(z) vélilld
Ay . Erityisesti niiden funktioiden supremumit ja infimumit vastinvéleilld ovat samat. Liséksi differentiaa-

lilaskennan véliarvolauseen nojalla kultakin jaon D, osavéliltd 16ytyy sellainen luku 7, € A ¢, ettd
Apot =) — Tp—1 = g'(0)(tk — th—1) = g’ (Th) Ar it

eli vastinvélien pituudet (=pylvéiden leveydet) saadaan toisistaan kertomalla ne luvuilla ¢'(7x) (vastaten
differentiaalien vilistd yhteyttd dz = ¢'(t) dt). Jos siis méiritelldén funktio h(t) valilld A, ; kaavalla h(t) =

f(g(®)) - ¢'(7k), niin meilld on yl&- ja alasummien viliset yht&lot

Sp, (f(x)) = Sp,(h(t))  ja  sp,(f(z)) =sp,(h(t)).

Koska funktion ¢’(t) oletettiin olevan jatkuva, ndhdaan helposti, ettd jos téssd korvataan funktio h(t) funk-
tiolla f(g(t))¢’(¢), niin tapahtuva virhe saadaan itseisarvoltaan halutun rajan ¢ > 0 alapuolella valitsemalla
jako Dy tarpeeksi tiheéksi.

Differentiaalien avulla sama voidaan sanoa lyhyesti, ettid kumpikin esitetyistd madrityista integraaleista
laskee kdyrdn y = f(x) ja ax-akselin vilissi olevan suorien z = a ja x = b rajaaman pinta-alan. Toinen laskee
sen jakamalla kyseisen alan kapeisiin pylviisiin, joiden korkeus on f(x) ja leveys dx, kun taas toinen laskee

sen jakamalla alan kapeisiin pylvéisiin, joiden korkeus on f(g(t)) ja leveys ¢'(t) dt.
Esimerkki 2.37. Lasketaan madritty integraali
I= / 1 V1—22dx
0
sijoitusta = = sint kiyttden eri tavoilla.

Ratkaisu. Aikaisemmin laskimme Esimerkissi T4 sijoituksen & = sint avulla, ettd funktiolla f(z) =

v1 — 22 on erdini kantafunktiona

1 V1 — a2
F(z) = §arcsinx—|— %

Lauseen [2.27 nojalla saamme maarityn integraalin arvoksi ndin

/Olf(:wdm

N | =
—
o]
\
o
S~—
I
~1

1
F(x) =F(1) - F(0) = % (arcsinl — arcsin0) =
0
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Lauseen [2:36] hengessé ilman aiemman esimerkin tukea lasku etenisi hieman toisin. Nyt x = g(t) = sint,
joten valinnoilla a = 0, § = 7/2 vaatimukset a =0 =sin0 = g(«) ja b =1 = sin(7/2) = g(7/2) toteutuvat.
Kun t € [a, 8] on f(g(t)) = V1 —sin®t = cost, ¢g/(t) dt = cost dt, ja saamme

! sij. x = sint /2
/ 1—a22dg ™ "= / cos? t dt.
0 0

Esimerkin [[.T0] tuloksen perusteella tim& méaratty integraali on

w/2
/ cos? tdt =
0

Vield yksi tapa hyodyntdd sijoitusta z = sint on todeta, ettd Lauseen 2.36] ehdot toteutuvat myos

/2
1 1/ m
~ (t+sint t:—(—f()):—.
. 2( sint cost) 55 1

valinnoilla @ = 7, 8 = 7/2. Erona edelliseen ratkaisuun on t&lloin huomattava, ettd vililld [3, o] onkin

f(g(t)) = /1 —sin®t = — cost. Tilli kertaa saadaan siis
! ij. x =sint /2
/ 1—a2de ™ =" / (—cos?t)dt
0 ™

/2 1 (t—|— - n 1 <7r ) T
—_— 11n = —— —_— = —.
) S COS ) D) ™ 4

T

Esimerkki 2.38. Osoita, ettd kaikilla eksponentin n € IN arvoilla on voimassa

/2 /2
/ cos" xdx = / sin” x dx.
0 0

Siis Esimerkin 2.34] tulokset ovat voimassa my6s kosinin potenssien méaratyille integraaleille.

Ratkaisu. Kéytetdén sijoitusta z = g(t) = n/2 — t. Talloin cosg(t) = sint, ¢'(t) = —1, g(7/2) = 0, ja
g(0) = /2, joten a = w/2, B =0.

m/2 o= /2 — 0 /2
/ cos™ z da L/ t/ (*Hsin”tdt:/ sin” ¢ dt.
0 /2 0

Esimerkki 2.39. Laske madritty integraali
2
1= / 2?(4 — %)% % da.
0

Ratkaisu. Kéytetddn sijoitusta x = g(t) = 2sint, jolloin g(0) = 0, g(w/2) = 2, V4 — 22 = 2cost ja
dxr = 2costdt:

/2
I = / 28 sin? t cos® t dt sint =1 — cos?t
0
/2
= 256/ (cos®t — cos®t) dt Esimerkki 238
0

/2
= 256 / (sin® ¢ — sin®t) dt Esimerkki 234 I = (7/8)1s
0

/2
— 256 (1-%) / sin® ¢ dt Esimerkki 2.34]
0
1 3 5 «
2.-.2.2. =
2.5 1627

40



Esimerkki 2.40.

2
/ V2 + 4z + 8dx.
-2
Ratkaisu. Tissi 22 + 41 + 8 = (v +2)? + 4 = (v + 2)? + 22, joten mahdollisena sijoituksena tulee mieleen

x+2 = 2sinht, silld tillsin dz = 2cosht dt ja \/(x +2)% +4 = {/4(sinh®t 4+ 1) = 2cosht. Kun x = —2, niin

2sinht = (—2) 42 = 0, joten integroimisvilin alarajaksi saadaan t = a = 0. Kun « = 2, niin 2sinht = 24 2,

misté ylidrajaksi saadaan t = 8 = arsinh 2 = In(2 + v/5). Téten

2 B
/ \/x2+4$+8dx:/ 4 cosh? t dt
2

0
foa

:/ 4-—(e*+2+e?)dt
O 4

ﬂth At — 2
0 2

Tissd e2? = (e#)2 = (2+V5)2 =9+ 4V5 ja e 2% = 9 — 41/5, joten

2
(/\M¥+M+8M:4%ﬁ45:&@+2m@+¢Q
—2

Tarkastellaan seuraavaksi integroitavaan funktioon liittyvien symmetrioiden kiytt6d madrittyjen inte-
graalien laskemisessa. Palautetaan mieleen, ettd koko reaalisuoralla méiriteltyd funktiota f sanotaan pa-
rilliseksi, jos f(—z) = f(z) kaikilla muuttujan z arvoilla. Vastaavasti sanotaan, ettd funktio f on pariton,
jos f(—x) = — f(x) kaikilla muuttujan x arvoilla. Useimmat funktiot eivit ole parillisia eiviitkd parittomia.

Tosin jokainen funktio voidaan esittdé parillisen ja parittoman funktion summana seuraavasti:

f@)+f(=a) | fl) ~ f(-a)

fla) = 22 e

missé selvisti ensimméinen yhteenlaskettava on parillinen ja jalkimmaéinen pariton. Kahden parillisen funk-
tion tulo on niin ikd&n parillinen, samoin kahden parittoman funktion. Parillisen ja parittoman funktion tulo
sen sijaan on pariton, silld jos f(—x) = — f(x) ja g(—z) = g(x), niin (fg)(—z) = f(—2)g(—x) = — f(x)g(x) =
—(fg)(x). N&itd merkkisd&nt6ji yleistden ndhdaan heti, ettd parittoman funktion f potenssi f™ on parillinen
tai pariton sen mukaan, onko eksponentti n € N parillinen vai pariton.

Jos integrandi on parillinen tai pariton, ja integroimisvili on symmetrinen origon suhteen, eli muotoa

[—a, a], niin integroimista voidaan tilloin yksinkertaistaa seuraavasti.

Lause 2.41. Oletetaan, etti funktio f on integroituva vililli [—a,a],a > 0. Jos f on parillinen, niin
a a
f=2 [+
—a 0

“roo

—a

Jos taas f on pariton, niin
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Todistus. Verrataan integraaleja yli osavilien [—a, 0] ja [0, a]. Tekemall4 sijoitus t = —x saadaan
0 0 a
f@ydo= [ (-0f(-tyde= [ s(-t)ar
—a a 0
Néiin ollen

" () de = /O ") + (o)) de.

—a

Viite seuraa tdstd, silld viimeisessd muodossa integrandina on 2f(x) tai 0 riippuen siitd, oliko kyseessi

parillinen vai pariton tapaus. |

Esimerkki 2.42.

1 1
/ (:U4+:E3+7:c+1)dm:2/ (z* 4+ 1)dx =2
0

-1

1<mf> > 6 12
— 4+ :2._:_7
o \5 5 5

silld funktio f(z) = 2™, n € N on pariton, kun n on pariton, ja parillinen, kun n on parillinen.

Esimerkki 2.43.
/ 3 cosxzdr =0,

—T

silld integrandi on selvésti pariton.

Esimerkki 2.44. Kaikilla luonnollisen luvun k£ € N arvoilla
/2 /2 /2
/ sin?** gz dz =0 ja / sin?* z dx = 2/ sin?* z da.
—7/2 —7/2 0
Toinen integrandin symmetriaominaisuus, joka usein helpottaa integraalien laskemista on sen jaksollisuus.

Sanotaan, ettd reaalifunktiolla f on jakso w, tai ettd se on w-jaksollinen, jos kaikilla muuttujan z € R arvoilla

f@) = flz +w).
N&hdasn helposti induktiolla muuttujan |k| suhteen, etti aina, kun k € Z, ja f on w-jaksollinen, on voimassa
flz+kw) = f(z).
Lause 2.45. Jos f on w-jaksollinen integroituva funktio, niin ¥k € Z ja kaikille a,b € R on voimassa
b b+kw
L=l
a a+kw
Todistus. Sijoitus x = t — kw muuttaa vasemmanpuoleisen integraalin oikeanpuoleiseksi. O
Trigonometriset funktiot ovat tietenkin tutuin esimerkki jaksollisista funktioista. Sinill4 ja kosinilla on

jakso 27, ja niiden parillisilla potensseilla on jaksona 7. Yleisemmin funktioilla sin ax ja cosax on jaksona

27 /a. Téssd a > 0 on jokin vakio.

Esimerkki 2.46.

57/2 w/2
/ sin® z dx = / sin® z dx = 0,
37/2 —m/2

missd viimeinen yhtilo seuraa integroimisvélin symmetrisyydesté ja integrandin parittomuudesta.
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Seuraavassa esimerkissi tavallaan kombinoidaan parittomuus ja jaksollisuusargumentit.

Esimerkki 2.47. Jos n = 2k + 1 on pariton, niin osoita, etti

27 27
/ sin” xdz = / cos" xdx = 0.
0 0

Ratkaisu. Sini- ja kosinifunktio molemmat toteuttavat yhtalon f(x+m) = —f(z), ja néin ollen sama relaatio
on voimassa my®ds silloin, kun funktiona f on jommankumman pariton potenssi. Tdmin relaation toteuttavan

funktion integraali jakson yli hdvida, silld

2m ™ 2m
flx)de = / fz)dx + f(z)dx sijoitetaan jilkimméiseen © =t + 7, do = dt
0 0 ™
= / f(z)dx + / flt+m)dt vaihdetaan muuttuja takaisin x:ksi
0 0
:/ f(:n)d:nJr/ flx+7)dx
0 0
— [ (@ + sa ) da =0,
0
koska viimeisen integraalin integrandi hévida koko integroimisvililla relaation f(x+m) = — f(x) seurauksena.

Sinin ja kosinin parillisen potenssin tapauksessa voidaan puolestaan todeta, ettd véli [0, 7/2] on jo ‘edus-
tava’ siind mieless ettd integraalit yli vilin, jonka pituus on luvun 7/2 kokonaislukumonikerta palautuvat

tunnettuihin Esimerkkien 2.34] ja 238 tuloksiin.

Esimerkki 2.48. Olkoon f(z) joko sin®* z tai cos®* z, k € N. Seliti, miksi t#lléin

/wa=2/()7r/2f ja 02wf=4/07r/2f-

Ratkaisu. Koska funktiolla f on jaksona m, niin f:/Q f= f_OW/Q f. Néin ollen ensimméinen yhtilo seuraa

siitd, ettd kyseinen funktio on parillinen.

Jalkimméinen yht#lo seuraa ensimmaéisesté, ja m-jaksollisuudesta, sillé ffﬂ f=Jyr

Esimerkki 2.49. Laske madritty integraali

2m
/ (1 + cosx)* dx.
0

Ratkaisu. Binomikaavan ja kahden edellisen esimerkin ja Esimerkin 2.34] nojalla

2T 2m
/ (1+COS:L')4d£L':/ (1 +4cosx + 6cos? x4 4 cos® x + cos® x) dx
0 0

27
= / (14 6cos® x + cos* x) dx
0

/2
:4(/ (1+6(:os2x+cos4x)dac>
0

T 1 « 1 3 «
4<_+6.§.§+§.Z.5)35w/4.
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Luku 3

Maaratyn integraalin sovelluksia ja
laajennuksia

Téssé luvussa esitellidn useita miardtyn integraalin geometrisia sovelluksia. Ne perustellaan osin geomet-
riseen havaintoon vedoten. Perusteluilla on runsaasti yhteisid piirteitd. Tarkasteltavalle suureelle annetaan
ensin karkea likiarvo, joka perustuu sen jakamiseen direllisen moneksi sellaiseksi palaksi, ettd kukin palanen
voidaan arvioida erikseen, jolloin palat yhteenlaskemalla saatava summa on kohtuullisen hyvi arvio etsitta-
vélle suurelle. Jako paloihin vastaa integroimisvilin jakoa D osavileihin. Yksittéiselle palaselle tehty arvio
tulee aina olemaan sellainen, ettd niiden summa S toteuttaa epdyhtdlot sp(f) < S < Sp(f) eradlle sopi-
valle funktiolle f. Oletamme (mutta emme kaikissa tapauksissa sitovasti todista), ettd jaon tihentiminen
parantaa approksimaatiota, jolloin raja-arvona saatava maératty integraali onkin tarkka tulos. Todistusten
puuttuminen johtuu osin siité, ettei ole lainkaan selvid, mité esimerkiksi tasokéyralté tulee vaatia, jotta sille

voitaisiin madritella pituus. Sama, koskee my6s tasoalueen pinta-alaa.

3.1 Tasoalueen pinta-ala

Koska funktion kuvaajan rajaaman alueen pinta-ala on Riemann-integraalia tutkittaessa mielessimme ollut
geometrinen malli, m&ardtyn integraalin kiyton oikeutus téssd yhteydessd on helppo uskoa. Téssid kappa-
leessa tarkastelemme tutun perustapauksen lisdksi, miten pinta-ala tulkitaan ma&drattyné integraalina niis-
sé tapauksissa, kun sitd rajaava tasokiyrd annetaankin parametrimuodossa tai napakoordinaateissa. Ensin

kuitenkin perustapaus.
Lause 3.1. Olkoot f ja g wvdlilli I = [a,b],a < b mddriteltyji, rajoitettuja ja integroituvia funktioita.
Oletetaan, ettd kaikille x € I on voimassa f(x) > g(x). Tdlloin kuvaagien y = f(x), y = g(x) sekd suorien
x = a ja x = b rajaaman alueen S = {(z,y) € R? |z € I,g(x) <y < f(x)} pinta-ala A= A(S) on
b
A= [ (#(@) - gla)) da,
Todistus. Olkoon D = {a = x¢, 1, ...,b = x,} jokin villin I jako. Tarkastellaan tilannetta osavalilla Ay =

[€g—1, zk]. Olkoot m(f)r ja m(g)r funktioiden f ja —¢ infimumit t&lla valilld. Kuvan B tilanteessa ndma
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Kuva 3.1: Kahden funktion kuvaajan rajaama alue

infimumit saavutetaan molemmat samassa pisteessi (= zx_1), mutta néin ei yleisesti tarvitse olla. T&ll6in
kyseiselld vililla on pylvés, jonka ylireuna on suoralla y = m(f)k, alareuna suoralla y = —m(g)y, korkeus
siten m(f)r + m(9)k, ja joka ji& kokonaan kuvaajien viliin. Vastaavasti, jos M (f)r ja M(g)x funktioiden
f ja —g supremumit talla valilla, niin kuvaajat ovat jadvit valilla Ay valille [-M (g)k, M (f)k]- Laskemalla

yvhteen eri osavilien osuudet saadaan epiyhtalct

> )k +m(@)k) Ak < A<D (M(f)k + M(g)k) A
2

k

Téssé alaraja on kahden alasumman summa = sp(f) + sp(—g), ja ylaraja vastaavasti = Sp(f) + Sp(—g).

Koska oletimme, ettd f ja —g ovat integroituvia, niin yli- ja alasummat molemmat ldhestyvat yhteistd

A /aber/ab(g) - /ab(f(w) —gw)) do

jaon D tihentyessa. O

raja-arvoa

Esimerkki 3.2. Lasketaan yksikkdympyrin 2 + y? = 1 sisdin jddvin alueen (=yksikkdympyri) pinta-ala.
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Ratkaisu. Kyseinen alue on valilld 2 € [—1,1] funktioiden f(x) = V1 — 22 ja g(z) = —v1 — 2 vilissi.

Niin ollen etsitty ala on

1 1
A= / (f(z) —g(x)) doe = / 2v/1 — 22 dx integrandi parillinen
1

—-1 —

=4 V1—22dx Esimerkki 2.37

1
0
:4-%:7&

Esimerkki 3.3. Lasketaan kiiyrien y = f(x) = 22 ja y = g(r) = /7 rajaaman (rajoitetun) alueen pinta-ala.

1

Kuva 3.2: Funktioiden f(z) = 22 ja g(x) = /= kuvaajien rajaama alue

Ratkaisu. Kuvaajat leikkaavat pisteissii, joiden z-koordinaatit toteuttavat yhtdlon z? = /z. Nelitimél-

4

14 puolittain saadaan 0 = z* — 2 = z(2® — 1), mistéi (reaalisen) kuutiojuuren yksikiisitteisyyden nojalla

ratkaisuiksi tulee x = 0 ja z = 1. Vililld z € [0,1] on f(z) < g(z). Tutkittava alue on siis (vrt. Kuva [3.2)
S={(z,y) eR*|0<z <1,22 <y <z}

Tamén pinta-ala A saadaan integraalista

! e 1 1
A= —2?) dox = St ad ) =2
/o (Vo —2*) da 0(330 37 3

Joskus on mukavampaa kiyttadkin muuttujana y-koordinaattia. Kun ‘normaalisti’ ajatellaan alueen muo-
dostuvan monesta kapeasta ‘pylvdistd’, joiden leveydet ovat dx ja korkeudet f(z) — g(x), voidaankin yhtd

hyvin ajatella alueen muodostuvan monesta vaakaraidasta, joiden leveydet ovat f(y) — g(y) ja korkeudet dy.
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Kuva 3.3: Kayrien z = f(y), = g(y) véliin jadva alue muodostuu raidoista

Tilanne on silloin Kuvan B3] mukainen. Tekemélla aiemmasta paéttelystéd sellainen versio, missi muut-

tujien x ja y roolit ovat vaihtuneet, nidhdain, ettd pinta-ala saadaan méairatysté integraalista

b
A:/, (f(y) —g(y)) dy.

Esimerkki 3.4. Funktio P(y) = y® + y on kaikkialla jatkuva. Sen derivaatta P’'(y) = 5y* + 1 > 0 kaikilla
y € R, joten se on my6s aidosti kasvava. Lisdksi se saa raja-arvoikseen +o0, kun y — +o00. Néin ollen kutakin
reaaliluvun x arvoa kohti 16ytyy yksikisitteinen sellainen luku y = f(z), ettd P(f(z)) = x. Laske madratty

integraali

I:/:f(:v)d:v.

1 2

Kuva 3.4: Kéyrin x = y® + y rajaama alue

Ratkaisu. Selviisti P(y) ja f(x) ovat toistensa kiédnteisfunktioita. Koska P(0) = 0 ja P(1) = 2, niin f(0) =0
ja f(2) = 1. Edelleen y = f(z) < = = P(y) = y° + y, joten tutkittava méiritty integraali on Kuvan [3.4]
raidoitetun alueen pinta-ala. Vaihtamalla katselukulma y-suuntaiseksi ndemme, etté kyseinen alue on funk-

tioiden Q(y) = 2 ja P(y) = y° + y kuvaajien vililli y € [0, 1] rajaama alue. Sen pinta-ala on siis

1 2 6
1 1 4
<2y_y__y_):2____:_,
0 2 6 2 6 3

Tarkistuksena voidaan todeta, ettd kyseinen alue siséltyy suorakaiteeseen [0, 2] x [0, 1], jonka pinta-ala on 2.

I=/:O(Q(y)—P(y))dy=/0 @y ) dy=

Lisaksi P”(y) > 0 valilla y € [0, 1], joten kuperuussuuntaa miettimalla ndhdaan, ettd kolmio, jonka kirkind
ovat pisteet (0,0),(2,0) ja (2,1) sisdltyy mitattavaan alueeseen (ilmeistd my6s kuvasta), joten sen ala on

> 1.
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Kaytettiessd napakoordinaatteja on helppoa kuvata alueita, jotka ovat hieman erilaista muotoa kuin
xy-koordinaatteja kiytettdessd. Oletetaan, ettd meilld on funktio r = r(p), joka saa ei-negatiivisia arvo-
ja kulmamuuttujan ¢ vaihdellessa valilla I = [a, 8]. T&ll6in ne pisteet, joiden suuntakulma ¢ on vililla T
ja etdisyys origosta vélilld [0, r(¢)] muodostavat séteittdin rakentuvan alueen. Téllainen alue ei luontevasti
kuvaudu pystypylviiden eikd vaakaraitojen avulla vaan muodostuu pikemminkin kapeista vaihtelevaséteisis-
td ympyrasektoreista. Jos r-siteisestd ympyristd leikataan sektori, jonka keskuskulma on ~, niin téllaisen

sektorin pinta-ala on osa v/(2m) koko ympyrén alasta eli = 72 /2. Siirtyminen raja-arvotilanteeseen johtaa

silloin seuraavan lauseen madrdttyyn integraaliin.

Lause 3.5. Oletetaan, etti I = o, 8] jar : I — Rxq on sellainen funktio, etti r* on integroituva vililli

[, B]. Olkoon S tason osajoukko

S ={(rcosp,rsing) e R? | p € [,0 <1 <r(p)}.

Tdlléin joukon S pinta-ala A on

Kuva 3.5: Napakoordinaateissa méaritelty alue S

Todistus. Olkoon D = {a = ¢g,¢1,...,8 = @n} jokin vilin I jako. Olkoon my funktion arvojen r(y)
infimum valilla ¢ € A = [pr—1, k), ja vastaavasti olkoon M}, sen arvojen supremum talld vililla. T&lloin
(vrt. Kuva B3) ndemme, ettd my-siteisen ympyran sektori kulmavalilli Ay siséltyy kokonaan joukkoon
S. Tamén sektorin pinta-ala on mi(gpk — pr—1)/2. Vastaavasti My-siteisen ympyran sektorissa ovat kaikki
joukon S ne pisteet, joiden suuntakulma on vililli Aj. Olkoon f = r2/2. Laskemalla sektorien osuudet

yhteen saadaan epayhtélot

sp(f) <A< Sp(f)



Oletuksemme mukaan téssd yli- ja alasummat ovat mielivaltaisen 1dhelld vaitettyd integraalia, kunhan

jako D valitaan tarpeeksi tihedksi. Vaite seuraa. O

Esimerkki 3.6. Olkoon a > 0 vakio. Napakoordinaattiyhtalo r = a(1 + cos ¢) méérad sulkeutuvan kiyrén,

ns. kardioidin, kun ¢ kiy lapi vélin I = [—7, 7]. Laske sen sisddn jaavin alueen ala.

Kuva 3.6: Kardioidin sisdosa sektoreihin jaettuna

Ratkaisu. Téssé sdde r saa arvon nolla villin I paftepisteissd ja on vililla (—m, ) positiivinen. Selvisti se
saa suurimman arvonsa r = 2a, kun ¢ = 0. Kuvassa esitetddn kardioidikdyra sekd sen sisdosa jaettuna
20 sektoriin (tasavilinen jako, joten jokaisessa neljinneksessd on 5 osavilid). Pinta-alaksi saadaan

2 2

1 /" 27 3
A:§/ a2(1—|—cosap)2d<p:%/ (1+2cos<p+cosQ<p)d<p:%(2#—1—0—1—77): T4

. . 2

Jos mitattavan alueen reunakiiyrd on annettu parametrimuodossa P = P(t) = (x = z(t),y = y(t)),
missd parametri ¢ kiy ldpi jonkin vélin I = [o, (], < S luvut, meilld on kolme tapaa edeti. Jotta ne
toimisivat, meidén on oletettava, etta vili I voidaan jakaa sellaisiin osavéleihin, ettd kullakin niistéd derivaatat
2/ (t) = dx/dt ja y'(t) = dy/dt ovat olemassa ja jatkuvia. Kdytdnnossd tAma rajoitus ei juuri haittaa.

Katsotaan ensin, miten parametriesitysti kiytetdin silloin, kun tutkittava alue jaa kiyrdn ja z-akselin
valiin. T4ll6in se jaetaan pystysuoriin pylvéisiin. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi (yleinen tapaus palau-
tuu tdhin esimerkeissd ndhtavilla tavalla), ettd funktio x(¢) on monotoninen vililla I. T&llin funktio (¢) on

myos bijektio, ja tilanne vastaa yksinkertaisesti sité, ettd teemme integraaliin f; y(z) dz sijoituksen x = x(t).
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On huomattava, ettd pinta-ala voi télldin tulla vadrdin merkkisend. Tavalliseen tapaan alan merkki vaih-
tuu, jos tarkasteluvililla alue onkin z-akselin alapuolella. Lisdksi merkki tulee viarin, jos tarkasteluvililla
funktio x(t) onkin vihenevi, koska tilloin sijoitus z = x(t) tuottaa rajat vdarinpéin, kun seuraavan tuloksen

mukaisesti integroimme a:sta S:aan. Namé tulee tutkia erikseen tapauskohtaisesti.

y
P(p)

Pla

W) (9

Kuva 3.7: Parametrimuodossa annetun kiyrdn muodostama ‘pylviikks’

Kuvassa B perustilanteen mukaisesti alue muodostuu z-akselin yldpuolelle, ja funktio x(t) on kasvava
valilld I. Pylvasn kanta on télloin dx = 2/(t) dt ja korkeus y(t), joten sen ala on z’(t)y(t)dt. Tyydymme
téalle kertaa tdhan hieman epatarkkaan perusteluun ja toteamme, ettd kiyran vililla I, z-akselin sekd suorien

x = z(«a) ja x = z(P) rajaaman alueen pinta-ala on (merkkii vaille)

A= i/ﬁ ' (t)y(t) dt.

Térked erikoistapaus on ns. sulkeutuva yksinkertainen kdyrd, jolle P(a) = P(3), mutta joka ei muutoin
leikkaa itseddn. Tallin funktion z(¢) kasvusuunnan aiheuttamat merkinvaihtelut osavileilld menevét aina

‘oikein’. Perustelu téille kuuluu kurssille Usean Muuttujan Funktiot. Seuraava esimerkki valottaa titd hieman.

Esimerkki 3.7. Olkoot a ja b positiivisia vakioita. Ellipsilla

on parametrisointi x = x(t) = acost, y = y(t) = bsint, missi parametri ¢ kily 1api véilin [0, 27]. Laske tdmén

kiyrédn sisddn jadvin ellipsin pinta-ala.

Ratkaisu. Nyt P(0) = P(2n) ja 2/(t) = —asint. Ellipsin z-akselin yldpuoleinen osa piirtyy, kun ¢ € [0, 7.

Koska talla valilld x(¢t) on vahenevé funktio, integraali
/ ' (U)y(t)dt = / (—absin®t) dt
0 0
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Kuva 3.8: Ellipsi

laskee tdmén ylemméan puolikkaan alan miinusmerkkisené.
Valilla ¢ € [r, 27] puolestaan piirtyy ellipsin z-akselin alapuoleinen osa. Koska talld vélilla funktio x(¢)

on kasvava (mutta kiyré siis miinusmerkkiselld puolella z-akselia) laskee integraali

2

/:W ' (L)y(t) dt = / (—absin®t) dt

T

puolestaan alemman puolikkaan alan miinusmerkkisend. Yhdistamé&lla ndmé kaksi integraalia saadaan siten

koko ellipsin ala miinusmerkkisené, joten

2m 2m
A= f/ ' (U)y(t) dt = / absin®t dt = mab.
0 0

Kuvassa B.8 on seké yla- etta alapuoli esitetty 10 ‘pylvaian’ avulla. Kiytetty jako on tasavilinen muuttujan

t suhteen, mutta ei tietenkédn x-koordinaatin suhteen.

Yy
PB) ys)
[ y'(t)dt
z(t)
)
P(a)

Kuva 3.9: Parametrimuodossa annetun kiyrin rajaaman alueen ‘vaakaraidoitus’

Kun lasketaan parametrimuodossa annetun kiyrdn P(t) = (z(t),y(t)),t € I = [a, (] ja y-akselin viliin
jaavin alueen pinta-alaa, niin vélin I jako tuottaa vaakasuoria raitoja, joiden korkeus on dy = y/(¢) dt ja

leveys z(t) (mahdollisesti vadrdnmerkkisend). Talla kertaa syntyvén alueen pinta-alan A antaa siis integraali
B
A:i/ y' ()x(t) dt.
t=a
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Kuten z-suuntaankin integroitaessa etumerkkiin vaikuttaa kaksi seikkaa: se onko syntyvd alue y-akselin
oikealla puolella, ja se onko funktio y(t) tarkasteluvililla kasvava vai vihenevi. Kuvan tilanteessa pinta-
ala tulee miinusmerkkisend, koska y(t) on kasvava, mutta alue syntyy y-akselin negatiiviselle puolelle. Kuten
edellisessiikin tapauksessa, jos y'(t) vaihtaa merkkiddn vélilla I, niin lopuksi téstd aiheutuva vaihtelu johtaa

jarkevaan lopputulokseen.

Esimerkki 3.8. Sykloidi on kiiyri, jonka R-sdteisen ympyréin kehén kiinted piste piirtdd ympyran vieriessi

pitkin z-akselia. Silld on parametrisointi (Analyysi I)

x(t) = R(t—sint),
y(t) = R(1—cost).
Valilla t € I = [0,2n] sykloidi koskettaa z-akselia vain péditepisteissi, kun ¢ = 0 tai ¢ = 27, ja muuten

y(t) > 0, joten talld vililla piirtyva sykloidin kaari rajaa yhdessi z-akselin kanssa erddn alueen. Laske sen

pinta-ala sekd x-suuntaan ettd y-suuntaan etenevini integraalina.

Ratkaisu. Koska 2/(t) = R(1 — cost) > 0 koko vilill4, ja syntyva alue on z-akselin yldpuolella, niin etsitty

ala A saadaan plusmerkkisen integraalista

27 2
= x! 2 — cos — cos
A _/O y(0)2 (£) dt = R /0 (1 - cost)(1 — cost) dt

27
RQ/ (1 —2cost + cos®t) dt
0
= R? (27r70+4~ f)
4
= 31R%
Kuvassa B.10] on esitetty tama alue jaettuna 20 pylvadseen. Jako on tasavilinen muuttujan ¢ eli vierivin

ympyrin kidntymiskulman suhteen.

)

Kuva 3.10: Sykloidin kaaren alapuolelle jiava alue A

Kun integroidaan y-suuntaan, tilanne on hieman mutkikkaampi, koska funktio y(¢) on kasvava osavalilla

t € [0, 7], mutta vihenevé osavililld ¢ € [, 27]. Niinp4 integraali

/7r x(t)y'(t) dt
0

laskee Kuvan [B.11] vaakaraidoitetun alueen alan A; plusmerkkisend. Tami aluehan ei meitd varsinaisesti

kiinnostanut, mutta jatkossa sen tietdminen auttaa! Nimittdin integraali
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Kuva 3.11: Sykloidin nousevan kaaren vasemmalle puolelle jaiva alue Ap

Kuva 3.12: Sykloidin laskevan kaaren vasemmalle puolelle jiiva alue Ag

/ "y (1) dt

laskee Kuvan [3.12] vaakaraidotetun alueen alan As miinusmerkkisené (alue y-akselin oikealla puolella, mutta
y’ < 0). Sykloidin kaaren alle jadva ala on télloin As — A, ja se saadaan (miinusmerkkisend) integroimalla

koko viilin yli

27 2
A=Ay — A = f/ x(t)y'(t) dt = fRQ/ (t —sint)sint dt
0 0

27 27
= —R? U tsintdt—/ sithdt}
0 0

2
= _R?

(—tcost + sint) — ﬂ]
0

= —R?’[-21 — 0 — 7] = 37 R%.
Tarkistuksena toteamme, ettd sykloidin kaaren péa&tepisteind ovat origo seki piste (27 R, 0). Koska kaaren
keskikohta on korkeudella 2R, jii sykloidi sellaisen suorakaiteen sisééin, jonka ala on (2R) - (2mR) = 47 R2.
Sykloidin kaaren alapuolinen osa on téstd kolme neljdsosaa, mikéd sopii hyvin yhteen kuvista saamamme

mielikuvan kanssa.

Parametrimuodossa annetun kiyrin rajaaman alueen pinta-ala voidaan laskea myd6s pienten siteittisten
sektorien alojen summana samaan tyyliin kuin napakoordinaatteja kiytettdessi. Tatd varten on esitettavi
vaihekulma ¢ parametrin ¢ funktiona ¢(t). Lahtokohtana on yht&lo tan ¢(¢) = y(t)/x(t), jolla on ratkaisuina
valilla [—7/2, 3w /2] kaksi vaihtoehtoa: ¢(t) = arctan(y(t)/z(t)) ja ¢(t) = m+arctan(y(t)/=(t)). Kummassakin
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tapauksessa saamme osamadrin derivointikaavan ja ketjusddnnon avulla

ron d y(t) 1 d y(t)
) B e e T )
_ Yy —y)' (1)
2 + 72 x(t)?
- :cy’ . :c’y
l‘2+y2 .

Koska kilyriin jokaisessa pisteessd on 12 = z(t)? + y(t)? ja dp = ¢'(t) dt, tulee pienen sektorin pinta-alaksi

1 1

S7(e dg = 3 (a(t)y/ (1) — &/ (0)y(0) .

Kun parametri ¢ kiy l&pi vilin I = [a, f], kiyran ‘sdteittdisesti’ pyyhkimén alueen pinta-ala saadaan siten

integraalista

B
3 Gy - W)

=«

Téssdkin on mahdollisuus vadrdan merkkiin, silld voi olla, ettd funktio ¢'(t) < 0, jolloin pienten sektorien
aloista tuleekin miinusmerkkisid. Edelleen on mahdollista, ettd ¢’(t) vaihtaa merkkiddn vililla 7. Tassi
jalkimmadisessd tapauksessa kiy, kuten aikaisemmissakin esimerkeiss, ettd lopputulokseen ndma erimerkkiset

osavilien osuudet tulevat oikein yhteenlasketuiksi (mahdollisesti lopputuloksen etumerkkié vaille)!

Y

— T

Kuva 3.13: Hyperbeli 22 — y? = 1, sen asymptoottisuora = y, ja pisteen P(tp) miiriimé viuhkamainen
alue

Esimerkki 3.9. Hyperbelilli 2 — y? = 1 on parametrisointi P(t) = (z(t),y(t)) = (cosht,sinht). Kun t =
to > 0, on piste P(tp) ensimmaéisessé neljinneksessé. Laske hyperbelin kaaren vililla ¢ € [0, to] siteittéisesti

raajaman viuhkamaisen alueen (Kuva [3I3) pinta-ala.
Ratkaisu. Nyt x(t) = cosht, 2/(t) = sinh ¢, y(t) = sinh ¢ ja y'(¢) = cosht, joten
z(t)y' (t) — 2’ (t)y(t) = cosh®t — sinh?® t = 1.

Koska kuvasta péitellen suuntakulma ¢(t) kasvaa tarkasteluvililld, tulee kysytyksi pinta-alaksi

1 [t t
A:—/ ldt = 2.
2 Jo 2
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3.2 Tasokiyran pituus

Jotta voisimme soveltaa teoriaamme tasokiyrin y = f(x),x € I = [a,b] pituuden méirittelemiseen teemme
talla kurssilla yksinkertaistavan oletuksen, ettd funktio f on derivoituva valilla I, ja ettd lisdksi derivaatta
f/(z) (paitepisteissd tarvittaessa toispuoleinen) on talla vélilla jatkuva (ja erityisesti se on siis talla valilla
rajoitettu). Yleisempi tapaus seki tarkemmat perustelut esitetdin myohemmilld kursseilla. Olkoon sitten
D ={a=xg,21,...,2, = b} jokin vilin T jako, ja mé&ritelladn P; = (z;, f(z;)),0 < i < n.

Y

o Ty T2 Tk—1 Tk Tp—1Tn

Kuva 3.14: Erésté jakoa vastaava murtoviiva (harmaa)

Tutkimme murtoviivaa Py P; ... P, (Kuval3I4). Sen pituus on selviisti janojen Pj_ Py pituuksien summa
(k = 1,2,...,n). Differentiaalilaskennan viliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen piste & € Ap =

[€g—1, zk], ettd f/(&) on yhtd suuri kuin janan Py_; Py kulmakerroin, eli

Ary = f(zk) = f(@r-1) = /(&) (@r — 2p-1) = ['(&) Ax.

Néin ollen janan Pj_1 Py pituus on Pythagoraan lauseen nojalla

|Pe 1P| = VAr2? + Agy? = /14 f/(&)2 A,

ja murtoviivan kokonaispituudeksi Lp tulee tilldin
Lp = Z V1+ (&) Agx.
k=1

Oletuksistamme seuraa, ettd funktio g(z) = /14 f’(x)? on integroituva valilld I. Jos merkitsemme

tavalliseen tapaan sen infimumeja ja supremumeja my = inf{g(x) | v € Ax} ja My = sup{g(z) | * € A},
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niin kaikilla indeksin & arvoilla on voimassa epdyhtdlot my < /1 + f/(&)? < Mj. Laskemalla yhteen eri

osavilien osuudet saadaan arviot
sp(g9) < Lp < Sp(g).

Téassé yla- ja alasummat ldhestyvit yhteistd raja-arvoa, kun jako D tihennetéin, joten on mielekistd mé&a-

ritelld kiyrdn y = f(z),z € I, pituus L integraalikaavalla

b
L= / T+ /()2 da.
Esimerkki 3.10. Laske paraabelin y = 2% pituus vililli 2 € [-1,1].

Ratkaisu. Nyt f/(z) = Dz? = 2z, joten
1 1
L:/ \/1+4x2dx:2/ V14422 dx.
-1 0

Sijoitetaan téssi 22 = sinht, jolloin t = 0 < 2 = 0, = 1 < t = arsinh2 = In(2 + v/5), 2dz = cosht dt ja
422 +1 = sinh® ¢t + 1 = cosh? ¢. Kiiyttamalli alla kaavoja cosh 2t = 2cosh?t — 1 ja sinh 2t = 2sinh ¢ cosht

1n(2+\/g) 1
L:2/ — cosh?tdt
O 2
In(2+v5) |
= / 5 (14 cosh2t) dt
0

In(2++/5) 1 1
- <t + —sinh Qt)
0 2 2

In(24+/5) 1
5 (t 4 sinh ¢ cosht)

saadaan vastaukseksi

0

% (n(2 + v5) +2v5).

Voimme tilanteen sitd edellyttdessd sallia kéyrille joissakin pisteissd (tai jopa jollakin kiyrdn osalla)
pystysuoran tangentin (vastaten tilannetta, jossa f’(z) ei ole rajoitettu) jakamalla kiiyrdn osiin siten, etti
kullakin osalla joko y = f(z) ja df/dx rajoitettu, tai vaihtoehtoisesti z = g¢(y) ja dg/dy on rajoitettu.
N&ami vaikeudet voidaan usein kokonaan sivuuttaa kiyttaméilla kiyrélle parametriesitystda P = P(t) =
(x(t),y(t)), t € I = [, f]. Kun valitaan vélin I jako D, niin vastaavan murtoviivan pituutta laskettaessa
Apz = o' (§p,1) Akt ja Ay = y'(§k,2) At joillekin luvuille &k 1,8k 2 € [tk—1,tx]. Emme voi siis kiyttd4 vain
yhtd vilin [tr_1,tr] pistettd, mistd seuraa tiettyjd hankaluuksia. Sivuutamme ne talld kurssilla, ja toteamme
lopputuloksena, ettd mikili véli I voidaan jakaa d#rellisen moneen osaan siten, ettd kullakin osaviélilla funktiot
2'(t) ja y'(t) ovat molemmat jatkuvia (ja siis rajoitettuja), vililli I saadaan kiyran P(t),t € I pituus
integraalista

B
L:/ Va'(t)? + y'(t)? dt.

Lyhyempi perustelu télle saadaan siitd, ettd nyt dz = 2/(t) dt ja dy = y'(t) dt, jolloin ‘hyvin lyhyen’ murto-

viivan osan (=ns. kaarialkion) pituus on \/dz? + dy2 = \/2/(t)2 + y/(t)2 dt.
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Esimerkki 3.11. Lasketaan sykloidin kaaren pituus (vrt. Esimerkki B.g)).

Ratkaisu. Nyt z(t) = R(t — sint) ja y(t) = R(1 — cost), joten 2’(t) = R(1 — cost) ja y/(t) = Rsint. Niin
ollen

2/ (t)? +y'(t)* = R? (1 — 2cost + cos®t +sin’t) = R?*(2 — 2cost).

Sijoittamalla kaksinkertaisen kulman kosinin kaavaan
cos2a =1 —2sin’ a
o = t/2 nihdéin, ettd 2 — 2 cost = 4sin®(¢/2). Etsitty kaaren pituus on siis

27
L :/ RvV2 — 2costdt
t

=0

27 ¢
= / 2Rsin — dt
t=0 2
2

(—4Rcos %) = —4R(-1-1) =8R.

0

Tarkistuksena toteamme, ettd tdmé luku on suurempi kuin kaaren pditepisteiden villinen etdisyys (=

27 R).

Kéayridn napakoordinaattiesitystd voidaan pitdd erikoistapauksena parametriesityksesté, koska voimme
pitdd kulmamuuttujaa ¢ parametrina. Harjoitustehtiviné voit johtaa tuloksen, jonka mukaan jatkuvasti de-

rivoituvan funktion r = r(p) vililld ¢ € [, 5] antaman napakoordinaattikidyran pituus saadaan integraalista

B
L:/ V2 + 12 dp.
=

Yritys laskea kiyran pituus johtaa usein ikdviin integraaleihin.

Esimerkki 3.12. Ellipsilla

2 2
T+l
a b2

on parametriesitys 2 = a cost, y = bsint. Oletetaan, ettd a > b. Tallgin 2/(t)2 +y/'(t)? = a®sin® t+-b? cos® t =
a? — (a® — b?) cos? t. Merkitéin tissd a? — b? = k2a?, jolloin k € (0, 1). Ellipsin reunakiyrin pituuden antaa
siis madrdtty integraali

27
L= av/'1 — k2cos?tdt.
0

Tamé on esimerkki ns. elliptisestd integraalista, jota ei voida lausua alkeisfunktioiden avulla.

3.3 Pyorayskappaleen tilavuus ja pinta-ala

Yleisempien 3-ulotteisten kappaleiden tilavuuden (tai pinta-alan) méadraiminen edellyttdd kahden muuttu-

jan funktioiden integoinnin teoriaa. Muutamia erikoistapauksia voidaan kisitelld yhden muuttujan funktion

57



teorian avulla. N&istd yleisimmin esiintyvéa tilanne on ns. pydrdyskappaleen tapaus. Pyoriyskappale muodos-
tuu siten, ettd tarkasteluvililld [a, b] positiivisia arvoja saavan funktion f(z) kuvaajan y = f(z) ajatellaan
pyOréhtivin 3-ulotteisessa avaruudessa z-akselin ympéri. Téllaiset kappaleet esiintyvéit kiiytidnnossé usein, ja
tdmanmuotoisia esineitd on helppo valmistaa kiiyttden apuna sorvia tai savenvalajan dreijaa. Esimerkki tal-
laisesta pyorayskappaleesta on Kuvassa Kuvassa on mukana kappaleen pinnasta vain kiiyrén y = f(z)
pyorahtdessiadn pyyhkimé pydrdyspinta. Kappaleen paidyissi olevat ympyralevyt (kansi ja pohja) on kuvassa

jatetty pois.

Kuva 3.15: Kéyrén y = f(x) miarddma pyorayskappale

Pyoréiyskappaleen analyysi perustuu siihen, ettd voimme ajatella kappaleen muodostuvan useista ohuista
siivuista (vastaten vélin [a,b] jotakin jakoa D). Yksi téllainen siivu on Kuvassa Se on osa edellisen
kuvan kappaletta.

Kun laskemme pytriyskappaleen tilavuutta, ajattelemme siivun olevan suoran ympyréalierion muotoinen.
Téamaén lierion pohjaympyran side on télloin r = f(z) ja korkeus dz, joten sen tilavuudeksi saadaan dV =

7f(x)? dz. Téssi valossa seuraava tulos on odotettu.

Lause 3.13. Oletetaan, etti funktio f(x) on jatkuva vililla I = [a,b]. Kayrin y = f(x),x € I x-akselin

ympdari pyordhtdessd rajatun kappaleen tilavuus on

V:ﬂ/bf(x)de.

Todistus. Olkoon D jokin vélin I jako, ja olkoot my (vast. M}) funktion |f| infimum (vast. supremum)
osavililla Ag. Talloin osavalid Ay vastaavan siivun tilavuus AgV toteuttaa epayhtilot ﬂmiAkx <ALV <

TM?Ayx. Laskemalla néimé yhteen saadaan epiyhtilot

sp(mf?) <V < Sp(nf?).



Kuva 3.16: Pyoréiyskappaleen ympyrélieridméinen siivu, pohjaympyran side r = f(x), korkeus h = dz

Koska funktio f2 on integroituva valills I, tésss jakoa D tihentimilld saadaan yli- ja alasummat mielival-

taisen ldhelle toisiaan. Viite seuraa. O

Esimerkki 3.14. Origokeskinen R-séiteinen pallo muodostuu, kun funktion f(z) = v/ R? — 22 kuvaaja vililla

I = [—R, R] pyo6réhtas x-akselin ympéri. Tastd saadaan pallon tilavuudelle tuttu lauseke
R R 3 Ar RS
V=7T/ (R? — 2*) dx = 27 (R%—x—): ™
R 0 3 3

Pyoréayspinnan alan madrdamiseen ei lieriomalli riitd, silld kiyran y = f(x) kaltevuus pisteen x ldhistolld

on otettava huomioon (vrt. kiiyrén pituuden kaavan johto). Oikeaan lopputulokseen paddytddn, kun aja-

tellaan lyhyen jananpitkéin, jonka pituus on \/dz? + dy? = \/1 + f'(z)? dv pyérihtéivin matkan 27 f(z) ja
matkallaan ‘pyyhliisevin’ rengasmaisen pinnan, jonka ala on 27| f(z)|\/1 + f'(x)2 dx. Jos pyorihtivi kiyri
olisi suora, timé rengasmainen pinta olisi osa erdén kartion vaippaa. Néin ollen, kunhan oletamme, ettd f(x)
on tarkasteluvélilla I derivoituva, voimme ajatella pyordyspinnan muodostuvan vilin I jakoa D vastaavista
kartioiden vaippojen osista. Sivuutamme tall4 kertaa yksityiskohdat, ja toteamme vain lopputuloksen, jonka
mukaan vélilla [a, b] maaritellyn, jatkuvasti derivoituvan funktion f(x) kuvaajan antaman pyOriyspinnan ala

A saadaan integraalista ,
A= 271'/ |f @)1+ f'(z)? dx.

Tarkistuksena kaavan oikeellisuudesta vertaamme sen avulla saatua tulosta koulukurssista tunnettuun

kartion vaipan alan kaavaan.

Esimerkki 3.15. Suora ympyrékartio (korkeus h, pohjaympyrin side r) muodostuu, kun funktion y =

f(z) = ra/h kuvaaja vililld « € [0, h] pyoréhtai z-akselin ympéri. Nyt f/(x) = r/h on vakio, joten kaavamme
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mukaan kartion vaipan alaksi saadaan

h, . 2
72 re
—om/1+— | =
Wit R | 2
2 rh
=27 1—|——2—2 =arv/r2 + h2.

Koska téassd v/r2 + h? on Pythagoraan lauseen nojalla kartion sivujanan pituus s saadaan tastd koulukurssin

tuttu kaava A = nrs.

Niille kaavoille on luonnolliset vastineensa, jotka kisittelevit tapauksia, joissa kiyrd pyorahtadkin y-

akselin ympéri, tai kiyrd onkin annettu parametrimuodossa.

Kuva 3.17: Kéyrdn y = e*, 0 < x < 1 y-akselin ympéri pyorihtiessddan muodostama pyoridyspinta

Esimerkki 3.16. Pyorahtdessdin y-akselin ympéri kiyrdn y = e*, z € [0, 1] muodostama pydrayspinta

rajaa yhdessi xyz-avaruuden tason y = e kanssa erdén kappaleen (Kuva B.I7). Laske sen tilavuus.

Ratkaisu. Tilla kertaa pyoriyskappale jakautuu siivuihin, jotka ovat kohtisuorassa y-akselia vastaan. Tal-
laisen ympyralierioméisen siivun korkeus on nyt dy, ja side saadaan kidnteisfunktiosta x = z(y) = Iny. Kun
x =0, niin y = y(z) = e’ = 1 ja kun 2 = 1, niin y = e! = ¢, joten taso y = e luo Kuvan [3.17 astialle kannen.
Kappaleen tilavuus on siten

V:w/ In? y dy.
y

Funktion u = In? y derivaatta du/dy = 2(Iny)/y, joten kun valitaan osittaisintegroitaessa v = 1, niin v = ¥,
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ja saadaan
e

V=m

(yIn?y) —7r/ 2Inydy
y=1 1
e

=m(e—0)—2m| (ylny—y)
=er—2mle—e—0+1)= (e —2)m.

Tarkistuksena toteamme, ettd kyseinen kappale mahtuu sellaisen suoran ympyrélierion siséin, jonka pohjan

side r =1 ja korkeus h = (e — 1). Téllaisen lierioén tilavuus on 7(e — 1), mikd on odotusten mukaisesti > V.

Esimerkki 3.17. Esimerkin [3.8 sykloidin kaari pyoridhtda z-akselin ympéri. Laske muodostuvan kappaleen

tilavuus.

Kuva 3.18: Sykloidin kaaren pyorahtiessid muodostuva soikiomainen kappale

Ratkaisu. Kun kiyrd on annettu parametrimuodossa @ = x(t), y = y(t), niin pyordyskappaleen ympyra-
lierioméisen siivun paksuus on h = dx = 2/(t) dt, ja sen pohjan side on r = y(t), joten tilavuus saadaan
integraalista (mahdollisesti viirdnmerkkiseni, jos integroimisvalilld 2/ (¢) < 0)

B
V= 7r/t o’ (t)y(t)? dt.

=«
Sykloidin kaaren tapauksessa x(t) = R(t — sint), y(t) = R(1 — cost), ja kaari muodostuu, kun parametri ¢
kdy lapi vilin [«, 8] = [0, 27]. Siis 2/ () = R(1 — cost), ja etsitty tilavuus on

2m 2m
V=m R3(1—cost)3dt=7rR3/ (1 —3cost +3cos®t — cos®t) dt
=0 0

2m
= WRS/ (1+3cos’t)dt = nR327m(1 + %) =5712R3.
0
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3.4 Epaoleellisista integraaleista

Luvun lopuksi tarkastelemme kahta tapaa laajentaa méaratyn integraalin kisitettd ns. epdoleelliseksi inte-
graaliksi. Ensimmaéinen laajennus kisittelee tilannetta, jossa integroimisvali ei endi olekaan rajoitettu, vaan
jatkuu ainakin toisesta pa#dstdin ddrettomin kauas. Téllaisia integraaleja tarvitaan yllittavin usein! Niitd
tulee vastaan esimerkiksi todennikoisyyslaskennassa ja integraalimuunnosten teoriassa (miké on virtapiirien
ja signaalinkéisittelyn teorian jokapaiviinen tyokalu). Toinen laajennus kisittelee sellaisia tapauksia, joissa
integroitava funktio ei olekaan vélin jonkin pisteen ympéristossd (eikd néin ollen koko vélilla) rajoitettu.
Niité ei nde sovelluksissa yhté usein.

Miksi néissé tilanteissa tarvitaan toisenlainen kisittelytapa? Perustapauksessa, jossa integroitava funktio
saa integroimisvilill vain ei-negatiivisia arvoja, voitaisiin monessa tilanteessa muodostaa alasummat kai-
kille jaoille D, silla kullakin osavélilld infimum on &#rellinen, ja (kuten tulemme esimerkeissi ndkemé&in)
agrettoméan pitkilld osavililld infimum on usein nolla, joten alasummaan tulisi nollan korkuinen pylvés (to-
sin #drettomén leved, mutta sen pinta-ala olisi kuitenkin miellettévissé nollaksi). Ongelmaksi tulee kuitenkin
se, ettd emme voi lainkaan muodosta yldsummia, jos jollakin ddrettomén pitkilld osavélillda supremum on
positiivinen, tai jos jollakin &#relliselld osavalilli supremumia ei ole olemassa, koska funktio ei ko. vélilla
ole ylhddltd rajoitettu. Niin ollen emme saa takeita edes alaintegraalin olemassaololle, koska voi olla, ettd
alasummien joukko ei ole ylha&lta rajoitettu. Sellaisissa tapauksissa, joissa alasummat saataisiin rajoitettua
(ja néin alaintegraali méériteltyd) paasisimme alkuun. Pelkistdin alasummia tutkimalla ei kuitenkaan saada
tyydyttavid integraalin kiisitetts aikaan, koska voimme esimerkiksi lisitd funktioon Esimerkin 2.8 tapaisen
funktion sen alasummien muuttumatta.

Toimivampi integraalikisitteen laajennus saadaan aikaan toisin. Kummassakin mainitussa tapauksessa
kiytimme ldhestymistapaa, jossa ensin modifioimme integroimisvilid siten, ettd epéoleellisuus poistuu, ja
madratty integraali voidaan laskea. Sitten alamme tutkia, miten modifioidun ma&ratyn integraalin arvot
muuttuvat, kun kasvatamme modifioitua vilid siten, ettd ‘ldhestymme’ koko haluttua valia ‘siséltad péin’. Jos
talloin madrdtyn integraalin arvoilla on tilanteeseen sopiva raja-arvo, niin olemme tyytyvéisia.

Miké voi tdssd menné vikaan (olettaen, ettd funktio on sen verran ‘siisti’; esimerkiksi jatkuva, ettid mo-
difioiduilla vileilld integraalit voidaan laskea)? Positiiviarvoisen funktion tapauksessa kutakin modifioitua
valid vastaa jokin mé&aratyn integraalin arvona jonkin alueen pinta-ala. Vilin kasvaessa kyseinen pinta-alakin
kasvaa, ja voi kiyd4 niin, ettd se kasvaa rajatta. T&lloin joudumme luovuttamaan, ja toteamaan, ettd tut-
kittavana oleva epéoleellinen integraali hajaantuu. Mutta jos kasvu on ylhdalté rajoitettua, niin kasvun mo-
notonisuuden vuoksi saamme ma#ratyille integraaleille raja-arvon, ja sanomme, ettd epéoleellinen integraali
suppenee.

Samoin kiy integraalin valiadditiivisuuden vuoksi (Lause [2.16), jos integrandi vaihtaa merkkidan dérelli-
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sen monta kertaa. Joskus voi kiiydd my0s niin, ettd raja-arvon olemassaolo perustuu siihen, ettd sen merkki
vaihtuu ddrettomén pitkilla integroimisvililla darettoman monta kertaa, ja mukaan tulevia positiivisia ja

negatiivisia osavélejd vastaavat pinta-alat kumoavat toisiaan riittavéasti.

Maiiritelméa 3.18. Oletetaan, ettd funktio f on Riemann-integroituva (erityisesti siis rajoitettu) kaikilla
muotoa [a, c] olevilla vileilld, missd a € R on jokin kiinted luku, mutta ¢ > a muuttuu. T&lloin voidaan
muodostaa funktion f integraalifunktio F(c) = f: f. Jos télla on &érellinen raja-arvo, kun ¢ — oo, niin

méarittelemme

/Oof(x)dx: lim F(c) = lim Cf(x)dx,

c— 00 c— 00 a
. . . . . . o0 . . .
ja sanomme, ettd epidoleellinen integraali fa f suppenee. Muussa tapauksessa sanomme, ettd epédoleellinen

integraali [ f hajaantuu.

Esimerkki 3.19. Osoita, ettd epéoleellinen integraali

oo
/ sin x dx
0

hajaantuu.

Ratkaisu. Nyt

c
(—cosx) =1 —cosc.
0

F(c):/ sinx dx =
0

Tilld el ole raja-arvoa, kun ¢ — oo, vaan funktion F'(c) arvot heilahtelevat loputtomiin koko vélilla [0, 2].

Esimerkki 3.20. Koska

C

lim ldz = lim (¢ — 1) = oo,
c—00 1 c—00

niin vakiofunktion f(z) = 1 médrityt integraalit flc f kasvavat rajatta, kun ¢ — oo. Néin ollen epéoleellinen

integraali [ f hajaantuu.

Esimerkki 3.21. Selvitd, milli parametrin k arvoilla eksponenttifunktion f(x) = e~** ep#oleellinen inte-
[e.e]
/ e ke dy
0

Ratkaisu. Jos k£ = 0, niin kyseessd on vakiofunktio 1, jolloin integraali fO° f kasvaa rajatta, kun ¢ — oo.

graali

suppenee.

Samoin kiy, jos k < 0, silld tdlloin valilla « € [0,00) on voimassa arvio f(x) > 1. Sitd vastoin vihenevin

eksponenttifunktion k£ > 0 tapauksessa saamme

¢ 1
F(e) = / e hdy = —=
0 k
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Nyt k& > 0, ja tissd e % — 0, kun ¢ — o0, ja lim._,o F(c) = 1/k. Vastaukseksi saamme siis, ett# integraali

oo
: 1
/ ek dy = T kun k£ > 0, ja hajaantuu muulloin.
0

Edellisen esimerkin tulos on tulkittavissa siten, ettd vdhenevd eksponenttifunktio l&hestyy nollaa niin
nopeasti, ettd sen kuvaajan alle jadvan alueen pinta-ala on darellinen. Tunnetusti kasvava eksponenttifunktio
voittaa kasvavan potenssifunktion, joten kidnteislukujen puolella tilanne kdintyy toisin pédin, ja vdaheneva
eksponenttifunktio ldhestyy nollaa nopeammin kuin véhenevé potenssifunktio. Néin ollen ei ole selvdi, mité
viahenevian potenssifunktion integraalille tapahtuu, kun integrointivilii laajennetaan rajatta. Selvitdmme

taméan seuraavaksi.

Esimerkki 3.22. Olkoon s > 0 jokin vakio. Osoita, ettd integraali

1
/ — dx
1 xf

suppenee silloin ja vain silloin, kun s > 1, ja tdllin kyseisen integraalin arvo on 1/(s — 1)

2 4 6 8

Kuva 3.19: Funktion 7%, s > 0, integraali yli vilin € [1,00) hajaantuu kun s < 1 (vaalea), hajaantuu
logaritmisesti kun s = 1 (keskiharmaa), ja suppenee kun s > 1 (musta)

kun s = 1. Néin ollen

Ratkaisu. Funktion f(x) = 1/2° miirdimiton integraali on F(z) = 2751 /(1—s), jos s # 1 ja F(x) = Inz,
c Inc, kun s =1, ja

Fl(x) = 1— —s54+1

1 (=) ¢ kun s # 1.

/cf(x)dx:
! s—1 "~

Téssd lime_, o0 In ¢ = 0o. Lisdksi lim._, o ¢~ 5F! on ddreton, jos —s+1 > 0 < s < 1, mutta lim._,o ¢ 571 = 0,

jos s > 1. Epéoleellinen integraali siis suppenee silloin ja vain silloin, kun s > 1.

Kirjaamme seuraavan suhteellisen ilmeisen tuloksen.
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Lause 3.23. Oletetaan, etti epioleelliset integraalit

/f1:I1 Jja / fo=1

suppenevat. Olkoot c1,co € R mielivaltaisia vakioita. Tdlloin funktion f(x) = c1f1(x) +cafo(x) epioleellinen
integraali yli vilin [a, 00) suppenee ja

o0
/ f=ali+cl
a

Todistus. Olkoon ¢ > a mielivaltainen. Merkitdén F;(c) = f: fi,t = 1,2. Talloin Lauseen 213 nojalla
f € R([a,d]) ja
c c C
F(c) :/ f= 01/ Si+ 02/ fa = c1Fi(c) + caFa(c).
a a a

Kurssin Analyysi I funktion raja-arvoa koskevien tulosten nojalla

lim F(c) = ¢ lim Fi(c) 4+ co lim Fy(c) = 1] + eals.
c—00 c—00 c—00

O

Esitimme seuraavaksi kriteerin, jonka avulla epéoleellisen integraalin suppeneminen voidaan usein to-
deta. Kriteeri soveltuu kiytettéviksi tilanteessa, jossa tutkittavaa ei-negatiivista funktiota voidaan arvioida
ylospéin toisella funktiolla (=majorantilla), jonka epéoleellinen integraali jo tiedetdén suppenevaksi. Tulos

ei tietenkdidn ole lainkaan yllattava.

Lause 3.24. (Majoranttiperiaate.) Olkoon a € R jokin luku, ja olkoot f ja g funktioita, jotka ovat in-
tegroituva kaikilla vdileilld [a,c],c > a. Oletetaan, ettd joillakin luvuilla K > 0 ja b,b > a, epdyhtildt
0 < g(z) < Kf(x) ovat voimassa aina, kun x > b. Jos integraali fboof suppenee, niin talloin myds in-

tegraali fboog suppenee.

Todistus. Tutkitaan funktiota

Lauseen mukaan aina, kun ¢, >c¢; > b
c2
Gle) = Gler) +/ g
c1

Lauseen nojalla fccf g > 0, joten saamme epéyhtilon G(c2) > G(c1). Olemme siis osoittaneet, etté
funktio G(c) on kasvava vililld ¢ € I, = [b, 00). Samoin n&hdéén, ettd funktio F(c) = [, f on kasvava vililla
Ip. Lisdksi Lauseen nojalla V¢ > b on voimassa epdyhtilo 0 < G(c) < KF(c).

Voimme muodostaa lukujonon (G(n))neN,n>b, missé siis indeksi n € N saa vain ne arvot, joilla n > b.
Néimme yll&, ettd jono (G(n)) on kasvava. Lisdksi

Gn) < KF(n) <K(F(n+1)<...<K lim F(n)K/boof.

n—o0
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Tekemamme oletuksen perusteella integraali fboo f suppenee, joten jono (G(n)) on myos ylh#ilta rajoitettu.
Monotonisten jonojen peruslauseen (Analyysi I) nojalla jonolla (G(n)) on raja-arvo I, ja G(n) < I, kaikille
n € N,n > b. Kun osoitamme, ettd lim. ,, G(c) = I , niin viite seuraa. TAmé& ei ole vield téysin selvid,
silld tidssd muuttuja ¢ saa mitd tahansa reaalisia arvoja, kun taas jonon indeksi n sai ainoastaan kokonaislu-
kuarvoja. Funktion G monotonisuus sallii meiddn ottaa tdmén askeleen kuten seuraavassa ndemme.
Kiinnitetd&n ¢ > 0. Jonon raja-arvon miiritelmén perusteella on olemassa sellainen raja-luku M € R,
ettd |G(n) — I4| < € aina, kun n on ehdon n > M toteuttava luonnollinen luku. Koska jono (G(n)) on

kasvava, niin tastéd seuraa, etti
I, —e < G(n)<I, aina, kun n € N on suurempi kuin M.

Jos nyt ¢ > M + 1, niin on olemassa sellainen luonnollinen luku n > M ettd n < ¢ < n+ 1. Aiemmin n&hdyn

ja funktion G(c) monotonisuuden nojalla talloin
I, —e<G(n) <G(c) <G(n+1) <1,

Siten |I, — G(c)| < € aina, kun ¢ > M + 1. O

Esimerkki 3.25. Esimerkin .22 nojalla integraali faoo(l/:nQ) dx suppenee aina, kun a > 0, joten majorant-

tiperiaatteen nojalla integraalit

/ ———dz ja / —dz
o T°F1 o Vat4+a?+1
my0s suppenevat,.

Esimerkki 3.26. Olkoot ¢ > 0 ja k > 0 mielivaltaisia vakioita. Perustele, miksi t#lloin epéoleellinen inte-

oo
/ xte k" dx
0

Ratkaisu. Olkoon f(z) = z'e **. Tutkitaan ensin apufunktiota g(z) = z'e~**/2, Kurssin Analyysi I tu-

graali
suppenee.

losten perusteella (eksponenttifunktio voittaa potenssifunktion) lim, . g(z) = 0. N&in ollen on olemassa
sellainen rajaluku M, ettd g(x) < 1 aina, kun = > M. Toisaalta vililld [0, M] funktio g(x) on jatkuvana
funktiona rajoitettu, eli on olemassa sellainen luku S, ettd S > g(x) aina, kun x € [0, M]. Merkitdin sitten
K = max{1, S}, jolloin 0 < g(x) < K kaikille 2 > 0. Koska f(z) = g(z)e **/?2 < Ke **/2, ja koska Esi-

© —kx/2
0 e

merkin 32T nojalla integraali [ dx suppenee, niin majoranttiperiaatteen mukaisesti integraali fooo f

suppenee sekin.

Esimerkki 3.27. Lasketaan epéoleellinen integraali

I:/ 22e™" da.
0
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Ratkaisu. Kéytetdin yleistettyd osittaisintegrointia primitiivifunktion 16ytamiseksi. Olkoon siis u = x°,
jolloin v’ = 322, u” = 6z, u® = 6 ja v = 0. Tillsin on valittava v(* = e=%, joten v®) = —e=% v/ =~ 7,
v =—e % jav=e " Siis

C

I=1lim | e *(—2® 322 —62—6) =6 — lim e (c* +3c* +6c+6) =6 —0=6.

c—00 0 c—00

Huomautus 3.28. Edellisen Esimerkin tulos yleistyy koskemaan niin sanottua Gamma-funktiota I'(t), joka

médritellidn epioleellisena integraalina

I‘(t):/ w7 e du.
0

Niimme jo, ettd tdmé integraali suppenee, kun ¢ > 1. Seuraavan pykilan mairitelmien avulla ndhd&aan, etté
talla integraalilla on jarkevasti méariteltdvissa oleva arvo aina, kun ¢ > 0. Harjoitustehtdvané voit todistaa,
ettd, kun n € N, niin I'(n + 1) = n!. Voidaan todistaa, ettd gamma-funktio on muuttujan ¢ jatkuva funktio.

Tamé on tapa laajentaa kertomafunktion maarittelyjoukko luonnollisten lukujen joukon ulkopuolelle.

Maiéritelma 3.29. Olkoot a,b € R, a < b kiinteitd lukuja. Oletetaan ensin, ettd funktio f ei ole rajoitettu
missédn pisteen a oikeanpuoleisessa ympéristossi (a, a+h), mutta ettd f on Riemann-integroituva (erityisesti
siis rajoitettu) kaikilla muotoa [a+ h, b] olevilla véleilld, missd h muuttuu valilla 0 < h < b—a. Jos madratylla
integraalilla

b
F(h) = /+h f(x)dzx

on dédrellinen raja-arvo, kun h — 0+, niin talléin médrittelemme

b b
= lim ,
/a f h—>0+ a_;’_h f
ja sanomme, ettd epioleellinen integraali ff f suppenee. Muussa tapauksessa sanomme, etti epioleellinen
integraali fab f hajaantuu.

Vastaavasti, jos f on integroituva kaikilla muotoa [a,b — h],0 < h < b — a olevilla viileilld, mutta ei ole

rajoitettu missiin pisteen b vasemmanpuoleisessa ymparistossé, niin méairitelliin
/b b—h
f = lim f
a h—0+ J,
mikéli yhtdlon oikean puolen raja-arvo on olemassa.

Huomautus 3.30. Huomaa erityisesti, ettei funktion f siis tarvitse olla edes méiritelty integroimisvilin

péadtepisteessi, jotta tarvittava raja-arvo voitaisiin muodostaa.

Esimerkki 3.31. Osoita, ettd funktion f(z) = 1/2°,s > 0 ep#oleellinen integraali yli vilin [0, 1] suppenee

silloin, kun s € (0,1) ja hajaantuu, kun s > 1.
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Kuva 3.20: Funktion 7% s > 0, integraali yli vilin = € (0,1] hajaantuu kun s > 1 (vaalea), hajaantuu
logaritmisesti kun s = 1 (keskiharmaa), ja suppenee kun s < 1 (musta)

Ratkaisu. Jos s = 1, niin
1

Inzx=—Inh — oo,
h

%

kun h — 0+, joten tdssd tapauksessa epéoleellinen integraali hajaantuu. Muissa tapauksissa

%

Jos téissd 1 — s > 0, niin h'~% — 0, ja raja-arvoksi saadaan 1/(1 — s). Jos taas 1 — s < 0, niin h' =% — oo, ja

1 _ _
xls 17}115

hl—si 1—s

epédoleellinen integraali hajaantuu.

Kun s > 0, niin funktion f(x) = 1/2° kiidnteisfunktio on f~'(z) = g(z) = 1/x/5. Siten funktion f(x)
kuvaajan vililli € (0,1], suoran y = 1 ja y-akselin rajaama alue on saman muotoinen kuin funktion
g(z) kuvaajan vililla « € [1,00), suoran z = 1 ja z-akselin rajaama alue. Pisteiden (0,0), (1,0),(1,1),(0,1)
rajaamaa neliotd lukuun ottamatta tdmén esimerkin ja Esimerkin epaoleelliset integraalit siis laskevat
saman alueen pinta-alan. Vertaa myos Kuvia B9 ja Néin ollen tdmin esimerkin tulos seuraa myos

Esimerkin [3.22) tuloksesta, kun otetaan huomioon, ettd s > 1< 1/s < 1.

Esimerkki 3.32. Epioleellinen integraali

1 1
1
/ L o= tim | 22 2 gim 201 — Vh) = 2.
0 VT h—0+|,1/2  h>+o0

Tama on erikoistapaus (s = 1/2) edellisen esimerkin tuloksesta.

Esimerkki 3.33. Osoita, ettd funktion f(z) = Inz epéoleellinen integraali yli vélin [0, 1] suppenee.
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Ratkaisu. Koska lim,_,o4 Inz = —oo tdmi integraali todella on epéoleellinen. Kun A € (0,1)

1
/ Inxdr =
h

Sijoitetaan tdssd raja-arvon maaraamiseksi h = 1/¢, jolloin h — 0+ < ¢t — oo. Ndhd&dén, ettd

1

(xlnz—2z)=—-14h—hlnh.
h

fhlnh:fw: thtHO,

kun ¢t — co (potenssifunktio t = t! voittaa kasvussa logaritmifunktion Int). Lopputulokseksi saadaan

1
/ Inzdzr = —1.
0

Majoranttiperiaate toimii tietenkin myos rajoittamattomien funktioiden integraalien suppenemista tut-
kittaessa. Jos siis esimerkiksi f > 0 vélilld (a, b], epdoleellinen integraali f: f suppenee, funktio g on integroi-
tuva kaikilla véleilla [a+ h,b] ja 0 < g(x) < K f(x) aina, kun = € (a,b] (K > 0 jokin vakio), niin t&lloin myos
integraali f: g suppenee. Samoin Lauseen B.23 rajoittamattomia funktioita koskeva vastine pitdé paikkansa

(todistus harjoitustehtdvani).
Esimerkki 3.34. Osoita, ettd epioleellinen integraali
T e;c
—dzx
I
suppenee.

Ratkaisu. Olkoon f(x) = e*z~!/2, Koko vililld I = (0, 7] on voimassa epiyhtils 0 < f(z) < e™/y/x. Koska

f(x) on jatkuva vélilla I, ja integraali fow 1/+/x dz suppenee, niin viite seuraa majoranttiperiaatteesta.

Joskus tutkittavassa integraalissa esiintyy useita ep#oleellisuutta aiheuttavia piirteitd. T&lloin sovellettava
menettelytapa on eristdd kukin niistd jakamalla integroimisvéli osiin siten, ettd kullakin osavélilli esiintyy
vain yhdenlaista epéoleellisuutta: joko funktio ei ole rajoitettu vélin jomman kumman p#aitepisteen ympé-
ristossé, tal +oo esiintyy padtepisteend. Talloin yksikin hajaantuva osa ‘pilaa’ koko integraalin. Valotamme

kiytettavid periaatteita esimerkkien kautta.
Esimerkki 3.35. Eristd integraalissa
1
1
—dx
/—1 Vakd

esiintyvit epdoleellisuudet, ja maarita kyseisen integraalin arvo, mikéli se suppenee.
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Ratkaisu. Integroitava funktio f(x) = 1/4/|x| ei ole maaritelty eiké rajoitettu missdén pisteen x = 0 ympé-

ristossé, joten aloitamme jakamalla vilin kahtia, ja tutkimme aiemmin kisiteltyd tyyppid olevia epdoleellisia

11/_01f ja Iz/olf

kumpaakin erikseen. Funktiolla F(z) = 2./]z|sgn (z) on derivaattana F'(z) = 2- (1/2)2='/? = 1/\/z =
1/y/]z], kun & > 0, ja F'(x) = 2+ (1/2)(—x)" /2 - (=1)(=1) = 1/+/]z], kun = < 0. Siis aina, kun 2 # 0 on

voimassa F'(z) = f(z). Néin ollen

integraaleja

Ajemmin jo selvitimme, ettd I = 2. Yhteenvetona toteamme, ettd tarkasteltava epéoleellinen integraali
suppenee, ja sen arvoon I1 + Io =2+ 2 =4,

Vaihtoehtoisesti téssd tehtédvissa voitaisiin vedota myos integrandin parillisuuteen.

Esimerkki 3.36. Minkilaisia ep#oleellisuuksia on integraalissa

o0
I(t) = / 'l du,
0
kun vakio ¢ € (0,1)7 Selité, miksi tdmé integraali suppenee.

Ratkaisu. Epioleellisuutta on tissi integraalissa kahdenlaista. Ensinnéikin integroimisvilin yldraja on oo,
ja toiseksi integrandi kasvaa rajatta, kun z — 04. Eristimme ndm# jakamalla integroimisvilin kahtia esi-

merkiksi kohdasta z = 1, joten
1 [e%s}
rt)y=h+1,= / e dx —|—/ e " dg.
0 1

Niistd I suppenee majoranttiperiaatteen nojalla, koska vililli 2 € [1,00) on voimassa 0 < 2zt~ le™® <
e~ ", ja integraali floo e~ * suppenee (Esimerkki [3.2T]).
Epéoleellisen integraalin I; suppeneminen seuraa sekin majoranttiperiaatteesta, silli kaikilla 2 € (0, 1]

on voimassa epayhtalot
1

0<ztle™ <2l = .
= = o

Lis#ksi (1 —t) € (0,1), joten integraali fol 2*~! dx suppenee Esimerkin .31 nojalla.

< dr
7001_’_302771

Ratkaisu. Méiritty integraali koko lukusuoran (—oo, 00) yli méadritelldén kahden raja-arvon summana

Esimerkki 3.37. Osoita, etté

. O dx . 2 dx
lim — + lim 5
c1—oo J_ 1+2x c2—oo fg 1+x

Niiden raja-arvojen laskeminen jétetddn harjoitustehtéviksi.

70



Huomautus 3.38. Huomaa, ettd Esimerkissa B.37 integroidaan ensin yli vilin ja [—c1, ca] ja sen jalkeen
c1 ja co alkavat kumpikin 1ahestya adretontd, mutta toisistaan risppumatta. TAmé on yleinen periaate, kun
tutkimme integraalia, jossa on useita erilaisia epdoleellisuuksia, koska ilman sit ei integraalin additiivisuus
osavilien yli yleisty epéoleellisille integraaleille. Joissakin yhteyksissd voidaan kiyttdd rajoitetumpaa raja-
arvon kisitettd, ns. pddarvoa, joka saadaan siten, ettd téssd asetetaan c; = co = ¢, ja muodostetaan sitten
raja-arvo, kun ¢ — oo. Pédarvo integraalille yli vilin (—oo, 00) voi olla olemassa, vaikka integraalit yli vilien
(0,00) ja (—o00,0) hajaantuisivat. On selvid, ettd tdstd syystd padarvoa sovelluksissa kiytettdessd on oltava

tarkkana, silla kaikki tutut s&&nnot eivat tdlldin ole voimassa.

oo 3
/ x_4d$
oo L+

Ratkaisu. Merkitdéin f(r) = 23/(1 + z*). Vililld 2 € [1,00) on voimassa arvio f(z) = 2%/(1 + 2*) >

Esimerkki 3.39. Tutki integraalin
suppenemista ja padarvoa.

z?/(z* + 2*) > 1/2z > 0. Néin ollen integraalin [ f on pakko hajaantua, silli muutoin integraali
floo(l /2x) dx suppenisi majoranttiperiaatteen mukaisesti, mutta tieddmme, etti kyseinen integraali hajaan-
tuu (tdtd majoranttiperiaatteen kontrapositiota kutsutaan minoranttiperiaatteeksi). Samoin ndemme, etté
integraali ffoo f hajaantuu. Mutta padarvo

c 3

lim
c—oo J_ . 1 —+ x4

dx =0,

silld funktion f parittomuuden vuoksi integraali yli vélin [—c, ¢| havida.

Funktiolla f on primitiivi F((z) = (1/4)In(1 + z*) (tarkista esimerkiksi derivoimalla!). Niin ollen

e 1. (1+c
3 f(a)dz = F(ea) = F(=c1) = 7 In (1 - é) :

Jos téassd valitaan, ettd ¢y = ¢, co = 2c¢ ja annetaan sitten parametrin ¢ kasvaa rajatta saadaan raja-arvo

2c 4
1 141 1
lim f= lim Zln(i):—ln16zln2.

c—oo J_ . c—00 144 4

Jos taas valitaankin cs = ¢, c; = 2¢, niin saadaan

c

: 1 1+ 1
i [ =i g (£ ) = /10 = -

Néin ollen dé&rellinenkin raja-arvo riippuu siitd, miten integroimisvilin yld- ja alarajat ldhestyvit ddretonta.
Selitysta télle saadaan madratyn integraalin pinta-alatulkinnasta. Valiltd [—cy, 0] integraaliin tulee miinus-
merkkistd pinta-alaa, ja valiltd [0, co] taas plusmerkkistd. Koska epéoleelliset integraalit yli vélien (—oo, 0]
ja [0,00) hajaantuvat, sekd negatiivista ettd positiivista pinta-alaa on kaiken kaikkiaan kiytettdvissi ra-
jattomasti. Kun samanaikaisesti ¢; — oo ja ca — o0, niin raja-arvo riippuu siitd, mitd vauhtia otamme
raja-arvoprosessin aikana mukaan kummankinmerkkistd pinta-alaa. Talld kertaa pddarvoa muodostettaes-

sa plus- ja miinusmerkkistd pinta-alaa tulee mukaan koko ajan yhté paljon, joten raja-arvoksi tulee talloin
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nolla. Voidaan osoittaa, ettd talloin raja-arvoksi saadaan miki reaaliluku tahansa valitsemalla raja-arvon

muodostamistapa sopivasti.

Miéritelmé 3.40. Oletetaan, ettd funktio f on integroituva yli vélin [a, b] sellaisten osavilien, joilla epé-
oleellisuutta ei esiinny. Sanomme, etti epioleellinen integraali f: f (missé siis voi olla a = —oo tai b = co tai
molemmat) suppenee itseisesti, jos vastaava integraali f; | f| suppenee. Jos funktion |f| integraali ei suppene,

mutta funktion f integraali suppenee, sanomme, ettd suppeneminen on ehdollista.

Kayttamamme luonnollisen kielen fraasit olisivat epdjohdonmukaisia, jollei seuraava tulos pitaisi paik-

kaansa.
Lause 3.41. Jos epdoleellinen integraali f: f suppenee itseisesti, niin se suppenee.

Todistus. Kéytetdan Lauseen merkintojé ja tuloksia. Olkoot siis f* ja f~ funktion f positiivinen ja
negatiivinen osa. Funktiot f*, f~ ja |f| = f*+ f~ ovat siis integroituvia yli vilin [a, b] kaikkien relevanttien
osavilien. Lisiiksi kaikille méérittelyjoukon luvuille  on voimassa epédyhtilot 0 < f+(z) < |f|(z) ja 0 <
f~(z) <|f|(z). Koska epéoleellinen integraali f: |f| suppenee oletuksen mukaan, niin majoranttiperiaateen
seurauksena integraalit f: fTija f: f~ suppenevat. Lauseen nojalla t&lldin myos f: f= f:(er - f)

suppenee. O

Esimerkki 3.42. Tutkitaan epioleellisen integraalin

o .
sinx
/ dxr
” T

suppenemista ja itseistd suppenemista.

Ratkaisu. Olkoon f(z) = (1/x)sinz. Osittaisintegroidaan tamé valitsemalla v = 1/x,v" = sinz, jolloin

u' = —1/2% ja v = — cosx. Néin ollen

¢
sin
/ de =
. X

Koska lim,_,(cosc)/c = 0, ottamalla puolittain raja-arvo ¢ — oo seuraa téstd

® sinx 1 *® cosw
de = —— — 5 dx.
77 x 7r .

Tissi oikeanpuoleisessa epiioleellisessa integraalissa integrandin itseisarvo < 1/x2, joten se suppenee itseisesti

c (&
CcoS T CoS T
— — 3 dx.
T . T

T

majoranttiperiaatteen nojalla. Nain ollen f:o f suppenee sekin.

Epéoleellinen integraali f:o | f| kuitenkin hajaantuu. Yksi tapa paftyd tdhén johtopddtokseen on tode-
ta, ettd ‘suurella osalla’ reaaliluvuista = on voimassa |sinz| > 1/2, jolloin voi ajatella, ettd integraalin
J° 1/(22) do hajaantumisen seurauksena myds integraali [ |f| hajaantuu. Tarkempi tapa tehd timé ar-
vio on seuraava. Olkoon & > 1 jokin kokonaisluku. Integroitaessa yli vilin I, = [k, (k + 1)7] saadaan

fk(ﬁﬂ)w |sinz|dz = 2. VAlilld I, on voimassa epayhtald |f(x)| > |sinx|/((k + 1)7), joten Lauseen 220 ja
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epédyhtdlon 0 < k+1 < 2k nojalla fk(ﬁﬂ)w |f] > 2/((k+1)m) > 1/(kn). Toisaalta vililld I;, on voimassa myos

(k+1)7

arvio 1/x < 1/(km), joten [, 1/xdx < w/(kr) = 1/k. Siis kullakin valill& I}, pitee epayhtilo

sinx

1 [k+D7
dr > —/ —dx.
T Jkr xr

(k+1)7
J.

Laskemalla tésséd puolittain yhteen ndma epayhtilot, kun k saa arvot 1,2, .

nm 1 nm 1
/ dr > —/ —dx.

Koska téssé oikea puoli — oo, kun n — oo, vasemmalle puolelle kiy samoin.

T

sin x

T
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Luku 4

Numeerisista sarjoista

4.1 Peruskisitteet ja integraalitarkastin

Sarjassa on kyse numeroituvasti ddrettémén monen luvun summasta. Yhteenlaskettavat luvut voidaan t&ll6in

jarjestda jonoksi (an)22; = (a1, a2,as,...). Luonnollinen tapa kisitelld direténtd summaa
apt+ax+az+---+ap+---

on aloittaa yhteenlasku alkupéisté, ja tarkastella osasummia S,

Sl = ai,

Sy = m + ag,

S3 = a1 +az+as,

S, = a1+a2+a3+---+an=ZZ=1ak,

Miéritelma 4.1. Jonoon (a,,)22, liittyvid osasummien jonoa (S,,)52 ; kutsutaan sarjaksi, ja sitd merkitdin

o0
Zan:a1+a2+a3+...+an+...

n=1
Sanomme, ettd tdma sarja suppenee, merkitdan ZZOZI an 4, jos osasummien jonolla on direllinen raja-arvo

S. Tat4 raja-arvoa kutsutaan sarjan summaksi, ja kiiytdmme merkintdja
[ee] n
S = ;ak = nhﬂn;o Sn = nlgrl;o];ak.

Jos osasummien jono (S,,) el suppene (tai suppenee kohti raja-arvoa +oo) sanomme, etti sarja hajaantuu.

Télloin merkitsemme Y~ | a,, 7. Yhteenlaskettavia a,, kutsutaan usein sarjan termeiksi.

Huomautus 4.2. Ei ole milld&n tavalla oleellista, ettd termien indeksointi alkaa luvusta 1. Jos indeksointi

alkaa kokonaisluvusta k, niin méarittelemme vastaavasti

o0 n

E a; = lim E a;.
n—o0

i=k i=k

Etenkin tapaus k = 0 esiintyy usein.
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Esimerkki 4.3. Paittyméttomét desimaalikehitelmét voidaan tulkita suppeneviksi sarjoiksi. Esimerkiksi

S R R I R S
T=27 70 " 100 " 1000 " 10000 100000

Esimerkki 4.4. Jonoa a,, = 1,n € N vastaava sarja hajaantuu, silli osasummien

jono kasvaa rajatta.

Esimerkki 4.5. Sarja - (-1)"=1—-1+1—1+1—1+---£1--- hajaantuu, silli osasumma S,, = 1,

kun n on parillinen, ja S,, = 0, kun n on pariton. Niin ollen raja-arvoa lim,,_,, S, ei ole olemassa.

Lause 4.6. (Hajaantumistarkastin) Jos sarja y -

1 On Suppenee, niin lim, o a, = 0. Jos siis lim, o a, 7#
.. [o'e)
0, niin " an T.

Todistus. Olkoon S = >">° | a,. Tillsin

lim a, = lim (S, — S,-1)=5—-S5=0.

n—oo n—oo

O

Esimerkki 4.7. Kurssilla Analyysi I ndimme, etté jonolla a,, = ¢" on raja-arvona nolla, kun |g| < 1, ja yksi,
kun g = 1, ja ettd kyseinen jono hajaantuu muulloin. Niin ollen hajaantumistarkastimen nojalla geometrinen

sarja > -~ ¢" hajaantuu, kun |¢| > 1. Kun |¢| < 1 tdmén sarjan osasummaksi tulee

_ qn+1 1

n
Sa=) d"=1+q+¢+ +¢" =
k=0

¢ _>17q7 kun n — oo.

Siis, kun |¢| < 1
o0
S =
n=0 1- q

Esitimme kohta esimerkkeji siitd, ettd hajaantumistarkastin ei anna riittdvid ehtoa sille, ettd sarja

[e'S)
n=1

suppenisi. Toisin sanoen on mahdollista, ettd sarja > an hajaantuu, vaikka lim,_, o a, = 0. Naitd on
hieman helpompi esittda sen jélkeen, kun ensin pohdimme hetken sarjojen suppenemisen ja epéoleellisten
integraalien suppenemisen vilistd yhteytta.

Maéaritellidan niin sanottu hakasfunktio, joka yksinkertaisesti pyoristdé reaaliluvun alaspéin ldhimmaéksi
kokonaisluvuksi

[z] = n, kun z € [n,n+1),n € Z.

Hakasfunktion avulla voidaan jono (a, )52, = (a1, as, .. .) muuttaa vélilld [1, co) mééritellyksi reaalifunktioksi

fp asettamalla

fp(:c) = a[x].
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2 4 6 8 10

X

Kuva 4.1: Harmonista sarjaa y -, (1/n) vastaava porrasfunktio

Siis funktio f,, saa arvon a; vélilld x € [1,2), arvon aq vililld « € [2, 3) ja niin edelleen. Funktiota f, kutsutaan
joskus téstd syystd sarjaa Y - | a, vastaavaksi porrasfunktioksi. Kuvassa I niemme osan erdién téllaisen
porrasfunktion kuvaajasta.

Olkoon sitten n € Z,n > 0 mielivaltainen. VAlilld z € [n,n + 1) funktio f, saa vakioarvon a,, joten

n+1
ap, = / fplx)de.

Kéyttamalld hyviksi integraalin additiivisuutta yli vélien saadaan téstd sarjan ) a, osasummille esitys

n+1
Sp = / fp(z) de.
1
Tassé valossa seuraava tulos ei ole lainkaan yllattava.

Lemma 4.8. Sarja Y. -, a, suppenee silloin ja vain silloin, kun epdoleellinen integraali

n=1
/ fplx)dx
1

suppenee. Lisdksi tdlldin integraalin arvo yhtyy sarjan summaan.

Todistus. Merkitddn F(c) = ff fp- Oletetaan ensin, ettd sarja suppenee, ja ettd sen summa on S. Olkoon
£ > 0 mielivaltainen. T&lloin |S — S, | < €/2 kunhan n on tarpeeksi suuri. Hajaantumistarkastimen nojalla

my0s |an| < £/2 kunhan n on tarpeeksi suuri. Olkoon siis M = M(e) sellainen luku, ettd ndmi molemmat

/[ ] 3

ehdot toteutuvat, kun n > M. Jos sitten ¢ > M + 2, niin

|F(c) = S| = < () = Sl +

F((d) + [?fp—S

¢ € €
§|S[c]—1s‘+/[]|fp|<§+§€7

silla F(e) = [} fp = flc] fo + f[z] fp, ja valilla [[c],c] on [fy(z)| = |ajg|] < €/2. Néin ollen epéoleellinen

integraali suppenee kohti raja-arvoa S.
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Oletetaan sitten, ettd kyseinen epéoleellinen integraali suppenee kohti raja-arvoa S. Tallsin S,, = F(n+1)

ldhestyy raja-arvonaan sekin lukua S, kun n — co. O

Seuraus 4.9. Oletetaan, ettd sarjat fozl an ja fozl b, suppenevat, ja ettd niiden summat ovat A ja B. Jos
a, B € R ovat mielivaltaisia vakioita, niin talloin myds lineaarikombinaationa saatu sarja Zzozl(aan + Bby,)

suppenee, ja sen summa on oA + BB.

Todistus. Tama seuraa valittomasti Lemmasta .8 koska olemme aikaisemmin nihneet, etti sekd maaritty
integraali ettd funktion raja-arvo vastaavalla tavalla ‘kunnioittavat lineaarikombinaation muodostamista’.

O

o

Sanotaan, ettd sarja > .-, a, suppenee itseisesti, jos sarja > - |a,| suppenee, ja ettd sarja suppenee

ehdollisesti, jos se suppenee, mutta ei suppene itseisesti.
Seuraus 4.10. [tseisesti suppeneva sarja suppenee.

Todistus. Jos f, on sarjaa ) a, vastaava porrasfunktio, niin |f,| on sarjaa ) |a,| vastaava porrasfunktio.

Vaite seuraa siten Lemmasta .8 ja vastaavasta epioleellisia integraaleja koskevasta tuloksesta. O

Sarjan suppeneminen riippuu siitd, miten sarjan darettomén hantdpain termit kiyttaytyvit. Esimerkiksi
adrellisen monen termin poistaminen sarjasta (tai niiden arvojen muuttaminen) ei vaikuta sarjan suppe-
nemiseen. Toisaalta suppenevan sarjan summan S suuruusluokka méirdytyy alkupdédn ‘isoista termeistd’

jédanndstermien R, = S — S, =), ai ldhestyessd nollaa, kun n — ooc.
Esimerkki 4.11. Esimerkissa .7 ndimme, ettd geometrinen sarja

oo

2 4"

n=0

suppenee, ja sen summa = 1/(1 —gq), kun |¢| < 1 ja ettd sarja hajaantuu muulloin. Yleisemmaén geometrisen

sarjan saamme kertomalla timén sarjan termeittidin luvulla ag™ . Seurauksen .9 nojalla saadun sarjan

aq™
1—

0 0
aqn0+aqno+1 +aqn0+2+”.: Z aqn: )

n=ngo

q

kun |¢| < 1 ja tdmékin sarja hajaantuu muulloin.

Koska emme osaa laskea (ainakaan Analyysin Peruslauseen avulla) porrasfunktion méérittyé integraa-
lia, epéoleellisista integraaleista saamme sarjateorian puolella enemmin hy6tyéd, kun muodostamme sarjan
funktiosta, emmeks funktiota sarjasta kuten porrasfunktion kohdalla. Kun ldhdemme liikkeelle funktios-
ta f, voimme mééritelld jonon a, = f(n) ja tutkia ndin muodostuvaa sarjaa. Jotta arviot onnistuisivat,

rajoitumme tapaukseen, jossa funktio f on ei-negatiivinen ja monotonisesti vihenevé.
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Lause 4.12. (Integraalitarkastin) Oletetaan, ettd funktio f : [1,00) — R on ei-negatiivinen ja vihenevd.
Talloin

Srmi e [ i@,

Molempien supetessa on voimassa arviot

o

/lfs;ﬂn)ﬁ(m/l /.
1y V)
0
2 4 6 8 0 7

Kuva 4.2: Funktion f(z) = 1/ (alin), sarjaa Y -, f(n) vastaavan porrasfunktion, ja funktion f(z — 1)
(ylin) kuvaajat yhdessa

Todistus. Olkoon f, sarjaa > -, f(n) vastaava porrasfunktio, ts. f,(z) = f([z]). Funktion f monotonisuu-

desta seuraa, ettd aina, kun x > 2, niin

f(@) < fplx) < fz=1).

Tétéd havainnollistetaan Kuvassa [£.2]

Jos téssé integraali f;o flea—=1)dzx = floo f suppenee, niin majoranttiperiaatteen nojalla myos integraali
f;o fp suppenee, ja sarja suppenee tilloin Lemman L8 nojalla. Jos taas f;o fp suppenee, niin majorant-
tiperiaatteen nojalla f;o f suppenee. Koska liséksi f monotonisuuden nojalla on integroituva vililld [1, 2],
integraali floo f suppenee silloin ja vain silloin, kun f;o f suppenee. Integraalien supetessa niiden valilld on

voimassa epayhtilot

/;Ofé/:ofp= (if(?ﬂ) —f(l)S/:of(:c—l)d:F/loof-

Viitetyt arviot seuraavat néistd epayhtiloists lisadmalld niihin puolittain luku f(1) ja ottamalla huomioon

monotonisuuden seurauksena saatava arvio ff fF<f@. O

Esimerkki 4.13. Koska integraali [;~(1/z)dz hajaantuu (Esimerkki B:22), niin ns. harmoninen sarja

)
n=1

S|
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hajaantuu integraalitarkastimen nojalla. Yleisemmin Esimerkin B.22] seurauksena ndhdéén, ettd kun s > 0,
niin ns. zeeta-sarja

)=

n=1

suppenee, kun s > 1, ja hajaantuu, kun 0 < s < 1.

Huomautus 4.14. Esimerkissi T3] esiintyviit suppenevat sarjat méaarittelevit (osin) ns. Riemannin zeeta-
funktion ((s). Riemann péityi tutkimaan tdtd funktiota pohtiessaan alkulukujen jakautumista. Kyseinen
funktio on keskeisessa roolissa analyyttiseksi lukuteoriaksi kutsutulla matematiikan osa-alueella. Aiheesta
jarjestetdin Turun yliopistolla kursseja sddnnollisesti.

Suppenevia sarjoja ((s),s > 1 kutsutaan my0s yliharmonisiksi sarjoiksi.

Myo6hemmilld kursseilla johdetaan menetelmi, joiden avulla voidaan laskea funktion ((s) arvo, kun s on

parillinen positiivinen kokonaisluku. Naistd useimmin esiintyy

Esimerkki 4.15. Todista valilld s > 1 voimassa olevat arviot

1 S

571§C(S)§571'

Ratkaisu. Kun s > 1, niin ep#oleellinen integraali [°(1/2*)dz = 1/(s—1). Koska sarjan ((s) ensimméinen

termi =1, ja 1+ (1/(s — 1)) = s/(s — 1), niin viitteet seuraavat Lauseen [£12] arvioista.

Tamin kappaleen lopuksi yksi hieman mutkikkaampi vastaesimerkki. Siiné esitettivid tekniikkaa kiyt-
tdmalla saadaan tuotettua vastaesimerkkifunktioita eri tarkoituksiin. Analyysin sovellusten kannalta nama
eivit ole erityisen keskeisid, mutta ne palvelevat sité tarkoitusta, ettd ne osoittavat pelkkiin alkeisfunktioesi-
merkkeihin perustuvan ajattelun vaarat.

Edellisen luvun perusteella sinulle saattoi syntyé sellainen mielikuva, etti jos epéoleellinen integraali fooo f
suppenee, niin talléin valttdmattd lim, o f(z) = 0, koska kaikissa niissé tarkastelemissamme tapauksissa,
joissa integraali suppeni, tdmé havainto piti paikkansa! Tédmén luvun hajaantumistarkastin vield vahvistaa
tata kisitystd. Se kisitys on kuitenkin virheellinen. Kuten nfiemme, funktio voi olla ddrettoméan pitkilla

vililld jopa rajoittamaton, mutta epéoleellinen integraali silti suppenee!

Esimerkki 4.16. Anna esimerkki vililld [1, co0) méadritellystd jatkuvasta, ei-negatiivisesta funktiosta f(z),

/100 f(z)dx

suppenee, mutta joka ei ole rajoitettu, ja jolle raja-arvoa lim,_, f(z) ei ole olemassa.

jolle epéoleellinen integraali

Ratkaisu. Ideana on koota funktion kuvaaja darettémén monesta kolmiomaisesta piikisté, jolloin piikkien

ulkopuolella funktio saa arvon nolla. Piikkejd on numeroituvasti ddreton méaré, joten ne voidaan kitevisti
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indeksoida positiivisilla kokonaisluvuilla. Oletetaan, ettd piikin numero k pinta-ala on ag, ja ettd ko. piikki

esiintyy osana funktion kuvaajaa vélin [k, k + 1] (pienelld) osavililla. T&llsin [/ = S(n) = > p_, ak,

o0

joten jos sarja ) ", a, suppenee, niin vastaava epéoleellinen integraalikin suppenee. Suppenevalle sarjalle
tietenkin a,, — 0, mutta piikkien korkeuden voidaan silti antaa kasvaa rajatta, kun k& — oo, kunhan niita

vastaavasti kavennetaan.

1 2 3 4

Kuva 4.3: Rajoittamaton jatkuva funktio f, jolle [~ f = n?/12

Valitaan siis suppenevaa sarjaa ((2)/2 seuraten ar = 1/(2k?). Kolmiolla, jonka korkeus on h = k ja
kanta a = 1/(k3) on pinta-alana ay. Jatkuvuuden takaamiseksi asetetaan piikin huippu puolivliin (jolloin
kolmiosta tulee tasakylkinen). Kyseisen kolmion nouseva reuna nousee h:n verran matkalla a/2, joten sen
kulmakerroin on 2k*. Vastaavasti laskevan reunan kulmakerroin on —2k*. Funktio méiritelldin siten vililli

[n,n + 1) paloittain seuraavasti

2n(x —n), jos z € [n,n+ 5),
f(@)=142n—2n*(x—n), josz€n+53n+5),
0, josz € (n+ 5, n+1).

Koska piikit eivit leikkaa toisiaan, piikkien reunat ovat lineaarisen polynomin kuvaajan osia, ja piikkien
vililld funktio saa arvon nolla, niin tidmén funktion kuvaaja on yhtendinen murtoviiva. Integraali floo f

laskee piikkien pinta-alojen summan, joka on ((2)/2 = 72/12. Téméin funktion kuvaaja on Kuvassa E3|

4.2 Suppenemistarkastimia

Tassd kappaleessa johdamme muutaman kiyttokelpoisen kriteerin, joiden avulla kysymys annetun sarjan
suppenemisesta tai hajaantumisesta voidaan jatkossa usein (mutta ei ainal) helposti ratkaista. Seuraavissa
kahdessa tuloksessa on kyse siité, ettd meilld on kiytossimme positiiviterminen sarja, jonka suppeneminen
tai hajaantuminen on jo tiedossa, ja sitten pystymme sen avulla tekemiin vastaavan pddtelmén (suppe-
nee/hajaantuu?) jostakin toisesta sarjasta, kunhan pystymme vertailemaan kyseisten sarjojen vastintermeji

toisiinsa sopivalla tavalla. Téastd syystd niita tuloksia kutsutaan myo6s vertailutarkastimiksi.

80



Lause 4.17. (Majoranttiperiaate) Olkoot K > 0 jokin vakio. Oletetaan, etti sarjojen > o | an ja > oo by
termit toteuttavat jostakin rajasta ny alkaen epdiyhtilon 0 < a,, < Kb, (erityisesti siis b, > 0, kun n > nq ).
Talloin

oo oo

Z by | = Z an | (itseisesti).

n=1

n=1

Todistus. Viite seuraa suoraan epioleellisten integraalien majoranttiperiaatteesta ja Lemmasta A8 O

Esimerkki 4.18. Kun a,, = (2" +4™)/(3™ + 5™), niin sarja > - | a,, suppenee, koska kaikille n € Z,n > 0

on voimassa arvio

Qnp

n n n n n
:2 +4 <4 +4 _ é 7
3n 457 = hn 5

ja majoroiva sarja > -, ¢", ¢ = 4/5 < 1 suppenee.

Seuraus 4.19. (Minoranttiperiaate) Olkoon K > 0 jokin vakio. Oletetaan, ettd sarjojend ~ | an jad oo by
termit toteuttavat jostakin rajasta nq alkaen epayhtilén |a,| < Kb, (erityisesti siis b, > 0, kun n > nq).

Télloin

Slanlt = Dlbat.
n=1 n=1

Todistus. Jos majoroiva sarja Y .- b, vastaoletuksen mukaisesti suppenisikin, niin tilldin majoranttiperi-

oo

aatteen nojalla myos sarja >~ | a, suppenisi. Tdmé on ristiriita. O

Esimerkki 4.20. Sarja

hajaantuu, koska aina, kun n > 5 on voimassa epayhtilo

2n—5 n 1

YT —3n2 — ni/A T p3/A’

ja sarja o0 , 1/n3/4 hajaantuu.

Huomautus 4.21. Vertailutarkastimia kiytettdessd on huomattava, ettd jos halutaan perustella positiivi-
termisen sarjan hajoaminen, sarjan termeji on arvioitava alaspdin. Jos taas halutaan todistaa positiivitermi-
nen sarja suppenevaksi, on termeja arvioitava ylospdin. Edelleen, jos majoroiva sarja (ylla 3 b,,) hajaantuu,
tai minoroiva sarja (ylld Y a,) suppenee, mitddn johtopditoksid ei voida tehd&, vaan on keksittivé jokin

toinen ldhestymistapa.

00
n=1

Esimerkki 4.22. Oletetaan, etti termit a, ovat kaikki > 0, ja ettd sarja > an suppenee. Osoita, etti

talloin sarja
Z In(1+ ay)
n=1

suppenee mydskin. Kééntien, jos sarja > | a, hajaantuu, niin myds sarja Y., In(1 + a,) hajaantuu.
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Ratkaisu. Logaritmifunktion jatkuvuuden nojalla lim, . In(1 + a,,) = In(1 + lim, o ay,). Néin ollen,
jos hajaantumistarkastin (Lause 6] kertoo toisen sarjoista hajaantuvan, niin samoin kéy toisenkin sarjan.
Rajoituksetta voidaan siis olettaa, ettd lim, oo a, = 0 = lim,, o0 In(1 + a,,). Palautamme mieleen raja-

arvotuloksen kurssilta Analyysi I:
|
lim 711(1 +2)
x—0 x€X

=1.
Tamén seurauksena saamme raja-arvotuloksen

lim In(1+ ay,)

n—00 Qn,

=1.

On siis olemassa sellainen rajaluku ny; € N, ettd aina kun n > n;, suhde In(1 + a,)/a, poikkeaa luvusta 1

vihemmén kuin 1/2, eli

1 In(1 1
n>n = 17_§M§1+_
2 an 2
1 3
& iangln(lJran)gian.
Jos nyt sarja Y., a, suppenee, niin saadaan arviot (kun n > ny)

3
0 <In(l+an) < S ap,

joten majoranttiperiaatteen nojalla sarja > -, In(1 + a,) suppenee niin ikdén.

o

Jos taas sarja ) -,

ay, hajaantuu, niin epéayhtalét (kun n > n;)

yhdess& minoranttiperiaatteen kanssa takaavat, ettd sarja y - In(1 + a,) hajaantuu sekin.

Vertailutarkastinta kiiytettdessd tunnettuna vertailusarjana esiintyy ylivoimaisesti useimmin geometrinen
sarja (sekd suppeneva ettd hajaantuva). Seuraavaksi yleisimpid ovat harmoninen ja yliharmoninen sarja.
Seuraavaksi johdamme geometrisia sarjoja vertailusarjoina kiyttden suppenemis/hajoamistarkastimen, joka
perustuu ainoastaan tutkittavan sarjan termien ominaisuuksiin. Siind tutkitaan kahden perédkkiisen termin

osamairin a,y1/a, kiyttaytymistd, kun n — co.
Lause 4.23. (Osamddrdtarkastin)

(i) Oletetaan, etti on olemassa sellaiset vakio L,0 < L < 1 ja luku ny € N, etti sarjan Y, a, termit

toteuttavat epdyhtailin
Ap41
Qn

<L aina, kun n > ny.

Tallgin ZZOZI Gy 4 . Suppeneminen on vieldpd itseistd.

(ii) Oletetaan, ettd on olemassa sellaiset vakio L > 1 ja luku ny € N, ettd sarjan Zzozl an termit toteut-

tavat epdayhtdlon
An+41
[£2%

> L aina, kun n > ny.

Tdllsin > 07, an 1.
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Todistus. Merkitdin kummassakin tapauksessa A = |a,,|. Télloin on oltava A > 0, koska muutoin kahden
perakkiisen termin osam#irid ei voitaisi muodostaa.
Tapauksessa (i) saadaan suoraviivaisella induktiolla, ettd |a,, x| < AL* aina, kun k& > 0. Niin ollen

k

suppeneva geometrinen sarja Z;OZO ALF majoroi alkuperéisen sarjan jadnnostermid y | Gn. Viite seuraa

n>n
majoranttiperiaatteesta.
Tapauksessa (i7) nihddin induktiolla, ettd |a,, x| > AL*. Niin ollen lim, ,., a, # 0 ja viiite seuraa

hajaantumistarkastimesta. O

Osamaiaratarkastimesta kiytetdan usein muotoa, jossa tutkitaan raja-arvoa limy, oo (an+1/a,). Talloin
on oltava tarkkana, silli tapauksessa, missi kyseinen raja-arvo on yksi, EI VOIDA PAATELLA YHTAAN
MITAAN!

Lause 4.24. (Osamidritarkastin) Oletetaan, etti sarjan Y .-, a, termien suhteen itseisarvolla on raja-arvo

anJrl
Qnp

=K.

lim
n— o0

Jos K < 1, niin sarja suppenee itseisesti. Jos K > 1 (tai K = o0), niin sarja hajaantuu.

Todistus. Olkoon L = (K+1)/2lukujen K ja 1 keskiarvo. Jos K < 1, niin talléin K < L < 1, joten oletuksen
perusteella jostakin luvusta ny = n(e = L — K) alkaen |a,41/an| < L. Sarjan > 7 | a, suppeneminen seuraa
siten osamé&iritarkastimen ensimmaéisestd versiosta.

Jos K > 1, niin tilléin K > L > 1, joten oletuksen perusteella jostakin luvusta ny = n(e = L — K)
alkaen |a,41/an| > L. Sarjan Zzozl a, hajaantuminen seuraa siten osaméiratarkastimen ensimmaisesté

versiosta. 0
Koska téssd tehddan usein virheitéd, ensimméinen esimerkki on varoittava.

Esimerkki 4.25. Anna esimerkit kahdesta sellaisesta sarjasta, joista toinen suppenee, toinen hajaantuu, ja

kummallekin lim, o0 Gpt1/an = 1.

Ratkaisu. Harmonisella sarjalla Y~ | (1/n) on a,, = 1/n, joten

Gny1 _ 1/(n+1) __n 1,
an, 1/n n+1

kun n — oco. Harmoninen sarja kelpaa siten hajaantuvaksi esimerkiksi.
Suppeneva esimerkki saadaan yliharmonisesta sarjasta, jolle a,, = 1/n?. Téssikin

Gny1 _ 1/(n+1)2 _ n? Y
an 1/n? (n+1)2

kun n — oo, ja sarja Y-, (1/n?) suppenee kohti summaansa ¢(2).

Esimerkki 4.26. Osoita, etti sarja

Slornsleli Ly
nzon!_ 2 6 24 120

suppenee.
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Ratkaisu. Téssd a,, = 1/n!, joten

any1  L/(n+1)! nl 1

0

= = —
an 1/n! (n+1)! n+1
kun n — oo. Sarjan suppeneminen seuraa siten Lauseesta [4.24l Seuraavassa luvussa nidytimme, ettd tAméan

sarjan summa on Neperin luku e.

Esimerkki 4.27. Olkoon z € R jokin reaalinen parametri. Osoita Esimerkkia .26 yleistien, ettd sarja
>
2o

suppenee itseisesti.

Ratkaisu. Nyt sarjan yleinen termin on a,, = ™ /n!. Talloin

anJrl
Qnp

2" Tinl ‘

x?(n+1)!

x
n+1|"

Koska tdmi — 0, kun n — oo, niin viite seuraa.

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd Lausetta [4.23 voidaan kiyttda silloinkin, kun perdkkiisten termien

suhteella ei ole raja-arvoa.

Esimerkki 4.28. Tutki sarjan
L,2,2. 2 2.2,
3 32 3 3+ 3P 3
suppenemista. Tassd sarjan yleisen termin lauseke on

9ln/2]
3n

Qp =
kaikillen =1,2,3....

Ratkaisu. Téssd kahden perédkkiisen termin suhde a,11/a, on

A2k1 - 2k/32k+1 1

az o Qk/?)Qk _g,

kun n = 2k on parillinen. Kun n = 2k + 1 on pariton, suhteeksi tulee

Akio 7 2k+1/32k‘+2 7 )

a2k+17 2k/32k+1 3

Néin ollen raja-arvoa lim,,_,~ @n41/ay €l ole olemassa. Sarja kuitenkin suppenee Lauseen .23 nojalla, koska

siiné voidaan kohdassa (i) valita L = 2/3 < 1.
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4.3 Vuorottelevat sarjat ja termien jirjestyksen vaihto

Jos sarjan termeisté kaikki darellisté poikkeusjoukkoa lukuun ottamatta ovat saman merkkisia (4 tai —), niin
sarjan mahdollinen suppeneminen on aina itseisté, koska &irellisen monen termin jattdminen pois sarjasta
ei muuta sen suppenemista. Niin ollen ehdollista suppenemista voi esiintyd vain silloin, kun sarjassa on
ddrettOman monta positiivista ja ddrettémin monta negatiivista termid. Yksinkertaisin tilanne, jossa néin
kity on ns. vuorotteleva (alternoiva) sarja.

o0
a —ar+az—az+as—as+---+ (1) an + = (=1)"an,

n=0

missd a, > 0V n € N. Niiden suppenemista kéisittelee seuraava erittiin yksinkertainen kriteeri.
Lause 4.29. (Leibnizin lause) Jos

(i) positiivisten lukujen jono (a,),n € N on vihenevd, eli

ja
(1) lim, o0 an = 0,

o

neo(=1)"a,, suppenee. Lisiksi jidnnostermi R, = S—S,, on samanmerkkinen kuin

niin vuorotteleva sarja y
ensimmdinen poisjatetty termi sekd

|Rn| < Ap41-

Todistus. Tutkitaan erikseen parillisten ja parittomien osasummien jonoja. Jos k € N, niin oletuksen (7)

nojalla
Sokt2 = Sk — Gok1 + a2k = Sop — (@241 — a2r) < Sox,
joten parillisten osasummien jono on vdheneva: Sy > So > Sy > ---. Vastaavasti niemme, etti
Sokt3 = Sokt1 + Qopt2 — A2pt3 = Soky1 + (2k+2 — G2k+3) > S2k41,
joten parittomien osasummien jono on kasvava: S7 < S3 < S5 < ---. Kaikille £ € N on lisiksi voimassa
epiyhtilo

Sopt1 = Sok — a2ky1 < Sog. (*)

Jokainen parillinen osasumma on siis > kuin sitd edeltévé pariton osasumma, joka on puolestaan > S;. Néin
ollen parillisten osasummien jono (Sa),k € N on vdhenevi ja alhaalta rajoitettu. Monotonisten jonojen

peruslauseen nojalla talld jonolla on raja-arvo

Sparillinen = lim Sag.
k—o0
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Edelleen epédyhtilon (x) nojalla jokainen pariton osasumma on < kuin sitd edeltdnyt parillinen osasumma,
joka on puolestaan < Sy. Néin ollen jono (Sax+1),k € N on kasvava ja ylhdiltd rajoitettu, joten silld on
raja-arvo

Spariton = klglgo Soky1-
Oletuksen (i7) nojalla

0= lim agry1 = lm (Saox — Sa2k+1) = Sparillinen — Spariton -
k—o0 k—o0

Nain ollen Sparillinen = Spariton = 5, eli parillisten osasummien ja parittomien osasummien jonoilla on

yhteinen raja-arvo S, miki on tilloin my6s sarjan summa. Osajonojen monotonisuuden perusteella sitten
Sog>85>8,>...>28>...55> 53> 5.

Jaannostermid koskeva viite seuraa tédsté, koska sarjan osasummia muodostettaessa seuraavan termin otta-

minen mukaan ‘siirtdd osasumman raja-arvon S toiselle puolelle’. O

Huomautus 4.30. Leibnizin lausetta sovellettaessa riittaé tietenkin, etté sen ehdot (termien etumerkkien
vuorottelu ja itseisarvojen monotoninen viheneminen kohti nollaa) toteutuvat jostakin indeksin arvosta

ny1 € N alkaen. Télloin tietenkin jadnnostermi koskeva viite on voimassa vain, kun n > n;.

Esimerkki 4.31. Koska jono (ay,),an = 1/n,n € Z toteuttaa Leibnizin lauseen ehdot, niin sarja

> (—1)7—1
_...:Zl%

suppenee. Suppeneminen on ehdollista, koska termien itseisarvoista muodostuva harmoninen sarja hajaantuu.

+ +

wl| =
] =
o] =

==
|
N —

Olkoon témén sarjan summa S. Leibnizin lauseen arvioista Sy < § < S35 (huomaa, ettd nyt kun parillisen
indeksin omaavat termit ovatkin negatiivisia, niin parilliset osasummat ovatkin < S, ja parittomat > S5)
ndemme, etta

<S<

N =
(=2 Rt

Seuraavassa luvussa osoitamme, ettd S = In 2. Téssd suppeneminen on sangen hidasta. Jotta sarjan osasum-
ma S, olisi oikein 3 desimaalin tarkkuudella, tulee jainnostermin R,, olla itseisarvoltaan < 1/1000. Leibnizin

lauseen nojalla tdhan padstdan vasta, kun n > 1000, jolloin osasummassa on mukana jo tuhat termié.

Esimerkin 37| ehdollisesti suppenevalla sarjalla on yhteisid piirteitd Esimerkin B.42] epéoleellisen inte-

o -
sin x
/ dx
. T

kanssa. Ndimme, ettd tdmi integraali suppenee, mutta ei suppene itseisesti, koska muutoin integraalin

graalin

[°(1/z) dz tulisi myds supeta. Téssé integraalissa sddnnollisesti merkkifiéin vaihtava sinifunktio tuottaa

vuorottelua vastaavan positiivisten ja negatiivisten termien osittaisen kumoutumisen.
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Suppenevassa sarjassa voidaan perdttaisia termeja yhdistelld lisdamélla sarjaan sulkuja, ja néin saatu uusi
sarja suppenee, ja silli on sama summa alkuperidisen sarjan kanssa. Tdmé johtuu siitd, ettd suluttamalla
saadun sarjan osasummien jono on alkuperiisen sarjan osasummien jonon osajono, joten se suppenee kohti

samaa raja-arvoa. Niin ollen Esimerkin [£31] sarjasta voidaan muodostaa uusi sarja

GGG E )

jonka termit on saatu laskemalla yhteen kaksi alkuperiisen sarjan perdttiistd termid. TAdméan sarjan osasum-
mat ovat tarkalleen ne alkuperiisen sarjan osasummat, joissa on parillinen mé&ara yhteenlaskettavia. Tdman

sarjan yleinen termi on

1L 1N 2k—(2k-1) 1
2k—1 2k)  2k(2k—1)  2k(2k—1)’

joten se suppenee itseisesti, koska sitd majoroi suppeneva yliharmoninen sarja Y - ,(1/k%). Sen suppene-
minen on kuitenkin melkein yhtd hidasta kuin alkuperiisen sarjankin — joka toinen osasumma esiintyy,
joten siihen tarkkuuteen, mihin aikaisemmin vaadittiin tuhat termié riittd& nyt 500, mité ei ole syytd pitda
merkittdvanid parannuksena tilanteeseen.

Sulkujen poistaminen suppenevasta sarjasta sen sijaan ei ole luvallista, ellei niin syntynyt uusi sarja
sekin suppene (jolloin dsken esitettyjen perustelujen nojalla sulkujen lisddminen takaisin ei muuta sarjan

suppenemista eikd summaa). Varoittavana esimerkkind toimii suppeneva sarja
140+0+---=14(1-D)4+1-1)+1-1)+1=-1)+---,
jonka summa on selvisti 1. Jos téstd poistamme sulut saamme sarjan
1—14+1—-1+1—-14+1—-1+1—1+---,

joka hajaantuu, koska sen osasummina esiintyvét vuorotellen luvut 1 ja 0.
Ehdollisesti suppenevan sarjan termien jirjestyksen vaihtaminenkaan ei ole luvallista (tilanne on siis

hyvin erilainen kuin &érellisen monen luvun summan tapauksessa), kuten seuraavaksi niemme.

Esimerkki 4.32. Osoita, ettd kun Esimerkin @31 sarjan S = Y > (—1)""!/n termit lasketaankin yhteen

jarjestyksessa

niin syntyvi sarja suppenee, mutta sen summan arvo onkin S/2 # S.

Ratkaisu. Naimme jo sulkuja lisdamalla, etté

1 1 1 1 1 1 > 1 1
S:(I_ﬁ)+(§_Z)+(5_6)+”':;(ﬁ_%)’

joten



Kayttamalld Seurausta 9] saadaan sitten, etté

s i 2lmsw) (5= w)]

Merkitddn sarjaa, joka saadaan poistamalla tastd sulut

> 1 1 1 1 1
bp=1—-—-4+-—-2=_-=
Z 2 4Jr + ’
n=1

ja olkoot S,, = >")_, by vastaavat osasummat. Y114 tarkastellun sarjan osasummina esiintyvét luvut Ss,,,n €

Z ., joten jo ndhdyn perusteella
S

lim S3n = —.
n— 00 2

Toisaalta muut, muotoja Ss,+1 ja S3,42 olevat osasummat eivit poikkea osasummista Ss, merkittavisti.

Nimittain

lim 53n+1 = lim (S3n + b3n+1) =
n—oo n—oo
ja
: . S .1 S
g, Sner = 100 (Sonrs = bonia) = 5+ )i 4 = 5

Koska kaikilla néilld kolmella osajonolla on yhteinen raja-arvo S/2, se on myos sarjan Zzozl b, summa.

Esimerkissd 3T ndimme, ettd S > 1/2, joten S # S/2.

Kohta tormaimme tilanteisiin, joissa emme halua spesifioida termien jérjestysté. Sitd varten todistamme,
ettei Esimerkin [4.32] tapainen anomalia voi esiinty#, jos sarja suppenee itseisesti. Eli itseisesti suppenevan
sarjan kohdalla termien jirjestyksen vaihtaminen on luvallista.

oo

Lause 4.33. Olkoon S = Y77 | a, itseisesti suppeneva sarja, ja > .. b, siiti termien jirjestysti vaihta-

malla saatu sarja. Talldin tdmdkin sarja suppenee itseisesti, ja sen summa on S.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd sarjan kaikki termit ovat ei-negatiivisia: ap > 0,k = 1,2,.... Merkitdin
osasummia S, = Y p_, ax ja T,, = Y__, br. Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen. Koska osasummien jono (S,) on
kasvava ja suppenee kohti raja-arvoa S, on olemassa sellainen rajaluku N (e), ettd S —e < Sy < S aina, kun
¢ > N(e). Termit ay, k = 1,2,..., N(e) esiintyvit kukin myds toisessa sarjassa: ar = bg(y), missd f: Z; —
Z, on termien jirjestyksen vaihtoa kuvaava bijektio. Oletetaan sitten, ettd m on suurempi kuin mikiin
luvuista N(g),f(1),f(2),..., f(N(g)). Tutkitaan osasummaa 7). Koska kyseessd on &irellisen monen termin
summa, sen summa ei riipu yhteenlaskettavien jarjestyksestd. Olkoon k < N(g) on mielivaltainen indeksi.
Luvun n valinnan nojalla f(k) < n. Néin ollen termi ap = bg(x) on mukana osasummassa 75,. Osasumma T,

on siten saatu lisdédmélld osasummaan Sy (. joitakin ei-negatiivisia termejé, eli voimme péatelld, etté

Tn > SN(E) > S—e.
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Olkoon toisaalta ¢ suurin luvuista f~1(j),7 = 1,2,...,n. Tilloin vastaavasti jokainen termeisté b; = ag-1(j)

on mukana osasummassa Sy, ja saamme vastaavasti epayhtilot

Néin ollen S —e < T, < S. Koska tdma pitad paikkansa kaikille esitetyn rajan ylitténeille indekseille n, on
todistettu, ettd lim, -, T;,, = S. Véite pitda siis paikkansa siind tapauksessa, ettd miki&n sarjan termeista
ei ole negatiivinen.

Kasitellddn sitten yleinen tapaus, jossa sarjassa on dareton madra seké positiivisia ettd negatiivisia ter-
meji. Jos z € R, merkitdén sen positiivista osaa (vrt. Lause 2I5) #7 = (z+|z])/2 ja vastaavasti negatiivista

osaa x~ = (|z| — x)/2. Téll6in on voimassa epdyhtalot

0<azt <, 0<z™ <|z
seké yhtalot
-z, |z| =2t + 2~

Sarjat )., af ja > a, suppenevat itseisesti, koska suppeneva sarja Y., |a,| majoroi niitd. Jo todistetun

perusteella
[ee] [e.e] oo oo
SCED SR S
n=1 n=1 n=1 n=1

Nain ollen

missi kiiytimme Seurausta [0, yhtilod 27 — 2~ = z seki edeltivid yhtaloita.
Soveltamalla jo todistettua tulosta sarjaan Y~ |a,| nihdéén, etté sarja >~ | |b,| suppenee, joten myds

sarjan > °° . b,, suppeneminen on itseisti. O
J n=1

Tutkitaan luvun lopuksi kahden sarjan kertolaskua. Kurssilla Analyysi I esitettiin tulos, jonka mukaan
rationaalilukujen joukko on numeroituva. Tutkimalla sen todistusta néet, ettd joukko N x N on sekin nu-
meroituva. Niin ollen parit (¢,j) voidaan asettaa jonoon. Esimerkkejd tdllaisista jonoista ndemme kohta.

Olkoot siis Y77 a; ja Y-~ b; kaksi sarjaa. Kutsumme (numeroituvasti darettdmén monen termin) summaa

Z aibj
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niiden sarjojen tulosarjaksi, jos tissd summassa esiintyvit kaikki indeksiparit (i, j) jossakin jarjestyksessa.

Lause 4.34. Oletetaan, ettd sarjat Z _,a; =S ja Zj’;l bj = T suppenevat itseisesti. Tdlldin jokainen
tulosarja > a;b; suppenee itseisesti kohti tuloa ST .

Todistus. Olkoon Z;’;O Ck, Missél cx = a;(k)bj(k), jokin tulosarja. Tutkitaan osasummaa

n

=D lexl.

k=0
Olkoon N suurin indekseistd i(k),k = 0,1,...,n ja M suurin indekseistid j(k),k = 0,1,...,n. Téll6in jokai-
nen osasumman U, termi |cx| = |a;x)| - |b;x)| esiintyy termind osasummien tulossa (vazo |ai|> (ij\io |b]-|>.

Téamé tulo < (Z;’io |ai|) (Z;io |bj|) , joten myds

Un < (im) S I

i=0 j=0

Kasvava jono U, on siis ylhdaltd rajoitettu. Niin ollen se suppenee, eli tulosarja Z/iio ¢k suppenee itseisesti.
Lauseen[£.33Inojalla sitten kaikki tulosarjat suppenevat, ja niilld on sama summa. Olkoot sitten S, = Z?:O a;
jaT, = Z?:o b;. Sellaisessa tulosarjassa, jossa ryhmittelemme tulot a;b; sen mukaan, miten suuri suurempi

indekseistd ¢ ja j on (alla sulut osoittavat ryhmittelyn)
aobo + (agbr + a1bo + a1b1) + (apbz + a1ba + agby + azbi + azbs) +

osasummina esiintyvit tulot SoTp, S171, SoTs,. .. (aina sulkulausekkeen pédttyessi). Kahden suppenevan
jonon tulona jono (S, T},) suppenee kohti raja-arvoa ST. Koska namé esiintyivit tissi suppenevan tulosarjan

osasummina, myo6s tulosarjan osasummien jono suppenee kohti samaa raja-arvoa ST'. O
Laskennallisesti (etenkin seuraavassa luvussa) kitevin tulosarja on sellainen, jossa tulot a;b; ryhmitelldén
indeksien summan ¢ + j mukaan:

apbo + (aobi + a1bo) + (azbo + ai1br + aob2) + - -+ + (anbo + an—1b1 + an—2ba + - - + agbs,) +

Kun kiinnitetddn summan arvoksi ¢ + j = k, niin indeksilld ¢ on mahdollisia arvoja ¢ = 0,1,2,...,k — 1, k,
ja toinen indeksi j médrdytyy yhtélostd ¢ + j = k < j = k — i. Néin saadaan itseisesti suppenevien sarjojen

dicgai ja > 72 bj ns. Cauchyn tulo.

() (50) -2 )

k=0

Esimerkki 4.35. Kun |z| < 1, niin geometrinen sarja y -, 2" suppenee itseisesti, ja sen summa = 1/(1—z).

Tamaén sarjan Cauchyn tulona sen itsensé kanssa saadaan siten tulos

k=0

90



Siis aina, kun |z| < 1, on voimassa kaava

1
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Luku 5

Potenssisarjoista

5.1 Funktiojonojen ja -sarjojen tasainen suppeneminen

Téssé luvussa tarkastelemme sellaisia jonoja (vast. sarjoja), joiden jasenet (vast. termit) ovat lukujen ase-
mesta jollakin vililla I madriteltyji funktioita. Sanomme, ettd funktioiden f, : I — R,n € N muo-
dostama jono (f,) suppenee pisteittdin joukossa I, jos jokaisessa pisteessd x € I lasketuista funktioi-
den arvoista muodostettu lukujono (f,(x)),n € N suppenee. Talldin raja-arvot méirittelevit funktion
f:I =Rz lim, e fr(z).

Kvanttorikielelld pisteittdinen suppeneminen ilmaistaan seuraavasti
Mz eI)(Ve >0)(3N = N(z,e) e N)(n >N =|f(z) — fu(z)] < ).

Kvanttorien kirjoittamisjarjestys jo kertoo, ettd rajaluku N riippuu paitsi toleranssin € arvosta, niin myos
luvusta x. T&ta on selvyyden vuoksi korostettu kirjoittamalla ndmé riippuvuudet nikyviin muodossa N =
N(z,e).

Vastaavasti sanomme, ettéd funktioista w, : I — R,n € N muodostettu sarja
oo
S(x) = Z wp ()
n=0

suppenee pisteittdin joukossa I, jos jokaisessa pisteessd x € I lasketuista funktioiden arvoista muodostettu
numeerinen sarja »._,wy,(z) suppenee. Télloin sarjojen summat mééritteleviit funktion S : I — R,z —

S(z). Kdytetddn osasummafunktiosta merkintdi
n
Salx) =) wi(z),
k=0

jolloin sarjan ) wy(x) pisteittdinen suppeneminen on siten jo mééritelmén mukaisesti ekvivalenttia osa-
summafunktioiden jonon (S,) pisteittiisen suppenemisen kanssa. Pisteittdin suppenevan sarjan S(z) =
> nwn(x) yhteydessd kiytetddn sen jadnnostermistd S(x) — Sy, (x) merkintdd R,(x) = S(z) — Sp(x) =
> kon Wk(z). Kun Sy, (x) — S(x) pisteittdin valilla I, niin R, (x) — 0 kaikille 2 € I.

Haluaisimme, ettd rajafunktio f(x) ‘perisi’ jonon jisenten f,(z) hyvit ominaisuudet kuten integroitu-

vuuden, jatkuvuuden ja derivoituvuuden. Seuraava esimerkki osoittaa, ettd tdma ei ole automaattista.
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Esimerkki 5.1. Funktiot fo(z) = 1, fn(z) = 2™,n = 1,2,... on méiiritelty vililli I = [0,1]. Jokainen
funktioista f,(x) on jatkuva ja derivoituva valilla I. Funktiojono (f,) suppenee vililld I pisteittdin kohti
saantéjen f(1) =1 ja f(x) = 0,z € [0,1) antamaa rajafunktiota f. Rajafunktio ei kuitenkaan ole jatkuva

eikd ndin ollen my6skiin derivoituva pisteessi x = 1.

Téamén ongelman alkusyyksi osoittautuu se, etti pisteittiisessd suppenemisessa rajaluku N = N(z,¢)
voi hyvin voimakkaasti riippua pisteen x valinnasta. Vaikka kutakin pistettd € I kohti jokin rajaluku
16ytyy, niin kiintedlld muuttujan € arvolla rajaluku voidaan joutua valitsemaan mielivaltaisen suureksi, kun

x litkkkuu vélin [ sisalla.

Esimerkki 5.2. Tutki rajaluvun N = N(z,¢) riippuvuutta pisteestd x valilla I = (—1,1) pisteittdin sup-

penevan geometrisen sarjan

1 (o)
S(x) = e :Zxk
k=0

tapauksessa.

T

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Kuva 5.1: Sarjan S(z) = 1/(1 —z) = Y -, 2" summafunktio (musta) seki osasummafunktiot S»(z) (vaalein
harmaa), S4(x) ja S7(z) (tummin harmaa). Sarja ei suppene tasaisesti vililld [0,1) (Maaritelma [54).

Ratkaisu. Osasumma on tilli kertaa S, () = 1+ + 22 + - - + 2, ja sitéi vastaava jidnnostermi

o0
k xn+1

Valitaan testid varten ¢ = 1/100. Jos ¢ = 1/2 € I, niin |R,(x)| = 1/2", mikd on < ¢, kun n > 6, joten
N(1/2,1/100) = 6. Jos = = 99/100 € I, niin z'% = [1 — (1/100)]'°° ~ 1/e. Koska nimittiiji on tilloin
1 — 2 = 1/100, saamme likim#iridisen arvion Rjgox(99/100) ~ 100e~*. Jotta timi olisi itseisarvoltaan
< g, on valittava k > 10, joten saamme arvion N(99/100,1/100) = 1000 (tarkempi lasku osoittaisi, etta
N(99/100,1/100) = 917 riittéi).
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Tekemilld lisdtarkasteluja nakisimme, ettd N(z,1/100) — oo kun & — 1—. Toisin sanoen suppenemi-
nen on sitd hitaampaa, mitd ldhempénd lukua 1 olemme. Samaan johtopédatokseen viittaa myos se, ettei
katkaisuvirhe R, (z) ole rajoitettu valilla I, silld R, (1 — 1/n) =~ ne.

Myo6s pistettd @ = —1 oikealta ldhestyttdessi rajaluku N (z,e) kasvaa rajatta. Tilanne ei sielld ole aivan

yvhta paha, koska nimittdja 1 — x ei sielld samalla 1dhesty nollaa.

Ns. tasaisessa suppenemisessa haluamme valttya siltd, ettd rajaluku N riippuisi nédin voimakkaasti muut-

tujan x arvosta. Madrittelemme tasaisen suppenemisen erikseen jonoille ja sarjoille.

Maiéritelma 5.3. Funktiojono (f,,) suppenee kohti rajafunktiota f(z) tasaisesti vililli I, jos kutakin lukua
¢ > 0 kohti voidaan valita sellainen rajaluku N = N(e) € N, ettd virhe |f(x) — fn(z)| < € vilin I jokaisessa

pisteessd x aina, kun n > N. Kvanttorikielell& tdma ilmaistaan ehtona
(Ve>0)BN=N()eN)Vzel)n>N=|f(z) — fulx)] <e).

Mééritelmé 5.4. Sarja Y. -, wy(z) suppenee kohti summafunktiota S(z) tasaisesti vililli I, jos kutakin
lukua € > 0 kohti voidaan valita sellainen rajaluku N = N(e) € N, ettd katkaisuvirhe |R,(x)| < ¢ vilin T

jokaisessa pisteessd x aina, kun n > . Kvanttorikielelld tdma ilmaistaan ehtona
Ve>0) 3N =N(E) eN)Vzel)(n>N=|S(x)— S,(z)] <e).
Tasaisesta suppenemisesta kiytetédén (etenkin liitutaululla) merkintdd > 2wy, (z) | (tasaisesti I).

Huomautus 5.5. Eksistenssi- tai universaalikvanttorin yhteydessd esiintyminen aina sitoo muuttujan,
ja esiintymisjirjestys mairad sitomisjarjestyksen. Niinpd pisteittdisessd suppenemisessa ensin kiinnitetdin
muuttujan x € I arvo, sitten muuttujan € > 0, ja sen jilkeen kysytdin loytyyko sopivaa rajalukua, joka
toteuttaa tavallisen implikaation néilld kiinteilld arvoilla. T&ll6in rajaluku saa riippua aikaisemmin kiinni-
tetyistd muuttujien arvoista. Tasaisessa suppenemisessa taas kiinnitetddn ensin €, ja sen jilkeen kysytdin
16ytyyko sopivaa rajalukua, jolle vaadittu implikaatio toteutuisi kaikilla muuttujan x arvoilla. Ennen ek-
sistenssikysymyksen ilmaantumista on t&lldin kiinnitetty e, joten rajaluku saa tietenkin edelleen riippua

muuttujan € arvosta.
Seuraavat esimerkit valottavat pisteittdisen ja tasaisen suppenemisen vilisti eroa.
Esimerkki 5.6. Osoita, etti Esimerkin 5.1 jono f,,(z) = 2™ ei suppene tasaisesti vililld J = [0, 1).

Ratkaisu. Totesimme jo aikaisemmin, ettd kaikilla z € J on voimassa lim,,_,~ f,(x) = 0. Viitdmme, ettei
tasaisen suppenemisen ehto toteudu, kun valitsemme ¢ = 1/2. Tdm& ndhddin seuraavasti. Kiinnitetdin
luonnollinen luku n. T&ll6in

lim |f,(z) — f(z)] = lim 2" = 1.

r—1— r—1—

Joukosta J 16ytyy siis ldheltd ykkosté sellainen luku x, ettd f,(x) > 1/2 = €. Néin ollen epdyhtilo
[fo(@) = f(2)| = [fn(2)] <e
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ei ole voimassa kaikissa vélin J pisteissa olipa n miten suuri luku tahansa.

Esimerkki 5.7. Valitaan luku a € (0, 1). Rajoitetaan Esimerkin [1.2] tarkastelu suljetulle vélille I, = [—a, a].
Osoita, etté vililla I, sarjan
1 oo
S = = n
() = T— ;} z

suppeneminen on tasaista.

Ratkaisu. Jadnnostermi R, (z) laskettiin jo Esimerkin yhteydessi, joten sen itseisarvo on |R,(z)| =
|z /(1 — ). Vililld 1, osoittaja saa suurimman arvonsa pisteissi # = +a ja nimitt#ji pienimmén arvonsa
pisteessd x = a, joten on voimassa arvio

an

|R,(2)| < aina, kun z € I,.

1—a
Koska nimittdjd 1 —a > 0, niin o”/(1 — a) < € silloin ja vain silloin, kun a” < (1 — a)e. Koska téssi
kantaluku a € (0,1), funktio f(z) = a” on kaikkialla vihenevi. Siis epdyht&lo f(x) < (1 —a)e toteutuu aina,
kun n > log,((1 — a)e). Néin ollen myds |R,,(z)| < ¢ kaikille z € I,, kunhan n > N(¢) = log,((1 — a)e).

Lause 5.8. Jos funktiot f,(z) ovat jatkuvia vdlilla I ja jono

lim f,(z) = f(x) tasaisesti valilld I,

n—oo

niin tdlloin rajafunktio f(x) on jatkuva vdlilla I.
Vastaavasti jos funktiot wy, (z) ovat jatkuvia vililli I, ja jos sarja S(z) = > o~ wy,(z) suppenee tasaisesti

valilld I, niin sarjan summafunktio S(x) on jatkuva vdlilld I.

Todistus. Kiinnitetdin piste ¢ € I ja muuttujan € > 0 arvo. Tasaisen suppenemisen nojalla on olemassa

sellainen luku N(g), ettd kaikille z € I on voimassa arvio
|fn(z) — fz)| < % aina, kun n > N(e).

Olkoon sitten n jokin lukua N(e) suurempi kokonaisluku. Oletuksen mukaan funktio f,(x) on jatkuva pis-

teessd xg. Nain ollen on olemassa sellainen luku & > 0, ettéd
€
|I - x0| <d= |fn(x) - fn(x0)| < g

Oletetaan nyt, ettd | — 20| < . Kolmioepayhtilon nojalla ndhdaan, ettd talloin

[f (@) = fzo)l = [(f (2) = fu(2)) + (fn(z) = fn(20)) + (fn(x0) — f(20))]

< 1f(@) = fal@)| + |fal@) = fuleo) + |fulzo) = flao)| < S+ 2+ ==

Koska ¢ oli mielivaltainen, funktion f(z) jatkuvuus pisteessé zy on todistettu. Koska xq oli vélin I mielival-

tainen piste, on tasaisesti suppenevaa jonoa koskeva viite todistettu.
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Kurssin Analyysi I tulosten perusteella osasummafunktiot Sy, (z) = Y _, wk(z) ovat vililld I jatkuvia
aarellisen monen jatkuvan funktion summina. Oletimme, ett osasummien jono S, (x) 1dhestyy raja-arvonaan
summafunktiota S(z) vililla I tasaisesti. Néin ollen tasaisesti suppenevan sarjan jatkuvuutta koskeva viite

seuraa jo todistetusta tasaisesti suppenevaa jonoa koskevasta tuloksesta. O

Talla kurssilla kidytdmme edellisestd Lauseesta ldhes yksinomaan sen sarjoja koskevaa tulosta. Jotta
voimme hyodyntda tétd tulosta tarvitsemme helposti tarkistettavan kriteerin sarjan tasaisen suppenemisen
toteamiseksi. Esimerkissi [B.7] esittimidmme péaattelyn yleistys antaa tarvittavan tyokalun. Siella oleellista
oli, ettd 16ysimme sarjan termeille sellaiset koko tarkasteluvililld voimassa olevat yldrajat, ettd yldrajojen

muodostama (numeerinen) sarja suppeni.

Lause 5.9. (Weierstrassin M-testi) Oletetaan, ettd positiiviterminen sarja Ziozo M, suppenee. Jos aina,

kun n > ny € N, on kaikilla vilin I pisteilld © on voimassa arvio
lwn (2)| < Mp,
nin sarja
o0
> wn(@)
n=0
suppenee tasaisesti valilld 1. Suppeneminen on myds itseistd jokaisessa pisteessi x € I.

Todistus. Majoranttiperiaatetta soveltamalla nihdéén heti, ettd sarja Y .-, wy(z) suppenee pisteittiin
itseisesti.

Oletetaan, etti n > ni, ja kiinnitetddn e > 0. Oletuksen mukaan positiiviterminen sarja Ziozo M,
suppenee. Olkoon sen summa M . Koska kyseisen sarjan osasummien jono on kasvava, 16ydetaén sellainen luku
na, etté kaikille n > ny on voimassa epéyhtdlo M —e < Y| M), < M. Majoroivan sarjan jidnnostermeille
saadaan siten arvio R,, = Z;’;nﬂ Mj, < e, joka sekin on voimassa aina, kun n > ns.

Oletetaan sitten, ettd n > max{ny, na}. Talloin jokaiselle x € T

o0 o0
Ba(@)l = | 3 wi@)| < Y lunlo)
k=n+1 k=n+1
(o)
< E: My, =R, <ce¢
k=n-+1
Suppeneminen on siis my0s tasaista. O

Esimerkki 5.10. Saamme Esimerkin [5.7]tuloksen perusteltua uudelleen kiyttadméilld Weierstrassin M-testia.
Kun a € (0,1), niin itseisesti suppeneva sarja Y -, a™ majoroi geometrista sarjaa y o z" vililld I, =

[—a, a], joten geometrisen sarjan suppeneminen on tilld vililla tasaista.

Esimerkki 5.11. Osoita, etta sarja
=\ coskx
L2
k=1
suppenee tasaisesti koko reaalisuoralla I = (—o0, 00), ja ettd summafunktio S(x) on kaikkialla jatkuva.

S(z) =
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Kuva 5.2: Sarjan S(x) = Y 7o, k=2 cos kz osasummafunktiot S (z) (vaalein harmaa), S2(z) ja Se(z) (tummin
harmaa). Sarja suppenee tasaisesti. Mustalla paraabeli, joka yhtyy summafunktioon S(x) valilla [0, 27]

Ratkaisu. Funktiot wy(z) = k=2 cos kx, k = 1,2, ... ovat kaikki jatkuvia. Koska selviisti epiyhtild |wy (z)] <
1/k? on voimassa kaikille x € R, ja sarja Y, (1/k?) suppenee, niin Weierstrassin M-testin nojalla sarja

S(x) suppenee tasaisesti vililld I = R. Summafunktio S(x) on siten jatkuva kaikkialla Lauseen 5.8 nojalla.

Huomautus 5.12. Edellisen esimerkin sarjan kaikilla termeilld wy (z), k = 1,2, ... on yhteiseni jaksona 27.
Siksi my6s summafunktiolla on oltava jaksona 2x. Jaksollisten funktioiden analyysiin keskittyvin Fourier-

sarjojen teorian avulla (mychemmilld kursseilla) voidaan todistaa, ettd vélilld « € [0, 2] on voimassa yhtalo

S(a) = W (+)

Tama yhtalo ei selvistikiién voi olla voimassa tdmén vilin ulkopuolella, koska oikealla puolella oleva polynomi
ei ole jaksollinen. Kuvassa on esitetty sarjan S(x) erditd osasummafunktioita sekd yhtdlon (x) oikean

puolen polynomin kuvaaja.

Lause 5.13. Oletetaan, etti funktiot w,(z) ovat jatkuvia suljetulla valilld I = [a,b], ja ettd sarja S(x) =

Yoo o wn(z) suppenee tasaisesti tilld vililli. Talldin sarja voidaan integroida termeittdin, eli

/ab S() dx = g/b wp (z) dz. (%)

Erityisesti siis yhtdlon (x) oikealla puolella oleva sarja suppenee.

Todistus. Summafunktio S(x) on jatkuva vililld I Lauseen 5.8 nojalla. Niin ollen se on myos integroituva
vililla . Sama koskee myds osasummafunktioita S, (z) = Y ;_, wi(z). Kiinnitetddn luku e > 0. Suppene-

misen tasaisuuden nojalla on olemassa sellainen luku nq, ettd aina, kun n > nq, niin

€
b—a

[S(x) — Sn(z)| < kaikille z € I.
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Lauseen perusteella
b b b c
Sul < / 1S(2) — Sn(2)] da < / o dr=c,

b b
lim Sp(x)de = / S(z) de.

n—oo a

aina, kun n > ny. Néin ollen

Integraalin lineaarisuuden vuoksi téssa

/:S( dacf/ (Zwk >dm§/@bwk(x)daz,

joten osasummafunktion S, () maaritty integraali on yht&lon (x) oikean puolen sarjan n:s osasumma. Viite

seuraa. 0

Lauseen todistus menee lipi ilmeisin muutoksin myd6s siind tapauksessa, ettd b < a ja suppeneminen on

tasaista vélilla [b, a].

Huomautus 5.14. Lauseessa [5.13] on tasainen suppeneminen vilttimitontd. Monomin 2,k € N inte-
graali vilin [0,1] yli on 1/(k + 1). Sarjan Y .-, 2" integroiminen termeittiin siis epfonnistuu, koska sarja
> re o 1/(k+1) hajaantuu. Toisaalta helposti niemme (harjoitustehtivi), ettd summafunktion ep#oleellinen

integraali fol 1/(1 — z) dz hajaantuu sekin.

Esimerkki 5.15. (Logaritmifunktion sarjakehitelmé) Osoita, ettd aina kun x € (—1, 1], niin

klk

Mz

1+x
k=1

Ratkaisu. Oletetaan ensin, ettd z € (—1,1). Valitaan a € (0, 1) siten, ettd || < a. Tall6in Esimerkin [5.71]
perusteella (sijoitetaan sielld z:mn paikalle —z) sarja 1/(1+ z) = Y .- (—1)"z™ suppenee tasaisesti vililld

I =10,z (tai valilld I = [z,0], jos z < 0). Lauseen [5.13] nojalla voimme siis integroida identiteetin
1 o0
Ty 2
puolittain yli vilin I, ja oikean puolen sarja voidaan integroida termeittéin:

oo
(_1)nxn+1
In(1 = —dt = ”t"dt: —_—
n(l+z) /01+t Z:/ Z n+1

n=0
mistd tulee viiteyhtdlon oikean puolen sarja sijoittamalla k& = n + 1. Niin ollen viite on todistettu, kun

€ (-1,1).

Tutkitaan sitten sarjaa



valilla Iy = [0, 1]. T4lla valilla sarjan on selvésti vuorotteleva. Sen kahden perékkiisen termin itseisarvojen

suhde on
o/ (k 4+ 1) kaktt kx

= <1
ok Ik G+Dak k1 o050

joten aina xF*t1/(k + 1) < 2F/k. Lisdiksi 0 < ¥ /k < 1/k, joten z¥/k — 0, kun k — oco. Sarja tiyttii siis

Leibnizin lauseen (Lause £:29) ehdot koko valilla. N&in ollen sen jadnnostermid voidaan arvioida

X (_)k-1k
3 ( )k

k=n-+1

ks 1
|Rp(2)] =

< < .
“n+1"n+1

Tami on < € aina, kun n on tarpeeksi suuri, joten sarja L(z) suppenee tasaisesti vililld 7. N&in ollen L(x)

on Lausen [0.8 nojalla jatkuva vélilld Io. Toisaalta my0s funktio In(1 + ) on jatkuva vélilla Io. Niin ollen

) ) 0 (_1)k—1
In2=In(1+1)= lim In(l4+2)= lim L(z)=L(1) = Z —

rz—1— r—1—
k=1

Olemme todistaneet, ettd sarjan L(z) summa on In(1 4+ x) myds pisteessd x = 1, eli olemme todistaneet

Esimerkissi [.3T] esitetyn viitteen

Tyo6ladmmin ilmaistavissa on tasaisen suppenemisen ja derivoituvuuden vélistd suhdetta kisitteleva tulos.
Se on itse asiassa Lauseelle B.I3] kidnteinen tulos, joten talla kertaa tullaan vaatimaan, ettd termeittdin

derivoitu sarja suppenee tasaisesti.

Lause 5.16. Oletetaan, ettd
(i) termit wy,(x) ovat derivoituvia vililli I, ja derivaatat w) (x) ovat jatkuwvia kaikille n =0,1,2,...,
(i) sarja Y > wy(z0) suppenee ainakin yhdessi pisteessi xo € I, ja

(iii) sarja Y .o, w, (x) suppenee tasaisesti vililli I.

Tillsin sarja S(z) = > o7, wn(x) suppenee koko vililli I. Lisiksi summafunktio on derivoituva vililli I, ja

derivaatta saadaan derivoimalla sarja termeittdin:

Todistus. Lauseiden 5.8 ja 513 mukaan funktio f(t) = Y~ ,w/,(¢) on vililli I jatkuva ja integroituva, ja
kaikille x € T

Fa) = [ f0a=3 [t =Y (o) - walan).
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missé viimeisend esiintyvi sarja suppenee. Oletuksen (ii) mukaan sarja > - w,(2o) suppenee, joten Seu-
rauksen nojalla myds sarja Y., wy,(z) suppenee, ja edelleen F(x) = S(z) — S(zo). Analyysin perus-

lauseen perusteella lopulta

(@) = F'(z) = f(z) = Y w)(x).
n=0

Esimerkki 5.17. Selit#, miksi sarjan > . 2™ derivoiminen termeittéin on luvallista vililli 7 = (—1,1).

Ratkaisu. Lauseen [5.16] ehdoista ainoastaan kolmatta ei ole selvitetty aikaisemmin. Kiinnitetdén = € I ja
valitaan a € (0, 1) siten, ettd a > |z|. Tutkitaan termeittdin derivoimalla saatua sarjaa

oo

D(z) = Z ka1

k=1

pisteessi a. Téassa kahden perdttiisen termin suhde

k
(k4 1)a _ (k+1)a%a’

kak—1 k

kun k — oo, joten osaméadritarkastimen nojalla sarja D(a) suppenee itseisesti. Selvisti sarja D(a) majoroi
sarjaa D(x) vélilla « € I, = [—a, a], joten Weierstrassin M-testin perusteella sarja D(x) suppenee tasaisesti

vililla I,. Lauseen [5.16] nojalla sitten

Dla) = 3 ma™t = ) o+ bt = (%) =

-1 _
k=0

kaikissa valin I, pisteissd z. Kun varioimme lukua a, ndemme, ettd sama tulos pitdad paikkansa kaikilla
xz € (—1,1).
Piaiddyimme aikaisemmassa Esimerkissi [4.35] samaan tulokseen toista menetelm#é (Cauchyn tuloa) kiyt-

taen.

5.2 Eksponenttifunktion sarja, mairitelma ja perusominaisuuksia

Tassa pykilassa tutkimme intensiivisesti sarjaa
2 3 4

>z T T T
E(x):zmzl+x+§+§+z+---.
n=0

Esimerkissi .27 jo ndimme osaméiritarkastimen avulla, ettd E(z) suppenee itseisesti kaikilla z € R.
Merkitdén yleistd termid wy,(z) = 2™ /nl,n € N. Jos a > 0, niin w,(a) > |wy,(z)| kaikilla © € I, = [—a,al.
Koska sarja E(a) suppenee, niin Weierstrassin M-testin nojalla sarja E(z) suppenee tasaisesti valilla I,. Ndin

ollen summafunktio E(x) on Lauseen 5.8 mukaan jatkuva koko R:ssi.
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Derivoimalla huomaamme, ettid w)(x) = 0 ja w!,(z) = n(a""1/n!) = w,_1(x). Niin ollen termeittiin

derivoimalla saatu sarja
S ul(a) = Y wa (@) = E)
n=0 n=1

suppenee aiemmin ndhdyn perusteella tasaisesti vélilla I,,. Néin ollen Lauseen [5.16] perusteella funktio F(x)

on my6s derivoituva jokaisella vélilld I, (toisin sanoen kaikkialla), ja se on itsensi derivaatta:
E'(z) = E(x) kaikilla z € R.

Koska liséksi selvisti £(0) = 1, alkaa ndyttda vahvasti silté, ettd funktio F(x) jakaa useita ominaisuuksia
funktion e® kanssa. Kurssilla Analyysi I emme aikanamme mééritelleet funktiota e® tyydyttivésti. Téassa
pykéldssa korjaamme tdmén puutteen osoittamalla, ettd funktiolla E'(x) on kaikki ne ominaisuudet, joita

silloin oletimme funktiolla e* olevan. Sen jélkeen voimmekin mddritelld
e’ = E(x).

Tieddmme jo jatkuvuuden ja derivoituvuuden seki sen, ettd kyseinen funktio on oma derivaattansa. Muita

ominaisuuksia varten johdetaan ensin seuraava tulos.
Lemma 5.18. (Eksponenttifunktion identiteetti) Kaikilla reaaliluvuilla x,y on voimassa
E(z)E(y) = E(x +y).

Todistus. Sarjat E(x) ja E(y) suppenevat itseisesti, joten binomikaavaa kriittisessd kohdassa kiyttien niiden

Cauchyn tuloksi tulee

E(x)E(y)

I
AR
WE
=8,
N——
hE
=[S

Néin ollen jokaiselle z € R on voimassa E(x) # 0, silld muutoin olisikin E(z)E(—x) =0- E(—x) =0 # 1.

Edelleen voimme péételld, ettd Vo € R : E(x) > 0. Jos nimittdin jossakin pisteessi ¢ olisikin E(zp) < 0,
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niin funktion E(z) jatkuvuuden, havainnon F(0) = 1 ja Bolzanon lauseen nojalla lukujen 0 ja zq vilissi olisi
funktion E(z) nollakohta. Ndimme juuri, ettei nollakohtia voi olla, joten pdddyimme ristiriitaan.
Jos x > 0, niin jokainen termeistd w, () on positiivinen. Niin ollen sarjan E(z) osasummien jono on

talloin kasvava. Erityisesti siis
z>0= E(x) >wy(z) +wi(r) =1+z.

Téastd ndemme, etti

lim E(x) = oo,

r—00
eli jatkuvan funktion viliarvolauseen perusteella funktio F(z) saa kaikki arvot y € [1,00), kun = > 0.
Toisaalta E(—z) = 1/E(x), joten

Jm E) = lim o5 =0

Néin ollen funktio F(x) saa kaikki arvot y € (0, 1], kun = < 0. Koska E'(z) = E(z) > 0, funktio E(x) on
kaikkialla aidosti kasvava. N&in ollen se on bijektio E : R — R,z — E(z). Erityisesti silld on bijektiivinen

kidnteiskuvaus L : Ry — R. Esitimme yhteenvedon havainnoistamme seuraavassa.
Lause 5.19. Sarja
o0 xn
B(z)=>_ —
n=0
mdadrittelee bijektiivisen, aidosti kasvavan funktion E : R — R, jolle E(0) = 1. Funktio E(x) on kaikkialla

derivoituva, ja Yz € R : E'(x) = E(z). Funktiolla E(x) on kadanteisfunktio L : Ry — R. Kaikilla ©,y €

R,u,v € Ry on voimassa identiteetit
E(@)E(y) = E(x+y),  L(uww) = L(u)+ L(v).
Lisiksi myds funktio L(x) on derivoituva, jaVa >0:L'(x) =1/x.

Todistus. Ainoastaan funktiota L(z) koskevia viitteitd ei vield todistettu. Sen derivoituvuus ja derivaatan
lauseke seuraavat yleisestd kddnteisfunktioiden derivoituvuutta koskevista tuloksista (Analyysi I). Olkoon
siis u > 0. Valitaan x € R siten, ettd E(z) = w. Télloin E'(x) = E(z) # 0, joten kddnteisfunktio L(x) on

derivoituva pisteessa u, ja derivaatta on
L'(u) =L (E(x)) =1/E'(z) = 1/E(x) = 1/u.

Jos luvut u ja v ovat positiivisia, niin v = E(z) ja v = E(y) joillakin (yksikésitteisilli) muuttujien

z,y € R valinnoilla. Téll6in uv = E(z)E(y) = E(z + y), joten kianteisfunktio-ominaisuuden nojalla

L(uv) = L(E(z +y)) = x +y = L(u) + L(v).
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Lause 5.20. Lauseessa luetellut ominaisuudet madradvat funktion E(x) yksikdsitteisesti.

Todistus. Oletetaan, ettd F(x) olisi jokin toinen funktio, joka toteuttaa ehdot F(0) = 1 ja F(z) = F'(x)

kaikilla z € R. Talloin osaméaran derivoimissddnnon mukaan kaikilla x € R

d (F@)\ _ F(2)E@) - F(2)E'(z) _ F(x)BE() - F(z)E(@) _
de \E(z)) E(z)? B E(z)? -
Integraalilaskennan peruslauseen mukaan tallsin funktio F'(z)/E(x) on vakio C. Koska F(0)/E(0) = 1, niin

C = 1. Siis F(z) = E(z) kaikilla x € R. O

Masritelma 5.21. Maaritellddn eksponenttifunktio e” ja sen kddnteisfunktio Iny kaikille z,y € R,y > 0
asettamalla

e’ = E(x) ja Iny = L(y).
Jos a > 0,a # 1 méaritelldan

Lly) Iy
L(a) Ina’

a® = E(zL(a)) = "™ ja log,(y) =

Kuorrutuksena todistamme varmuuden vuoksi vield seuraavan yksityiskohdan.

Lause 5.22.
Y = =E(1)=e= lim (1+—) :
— n! n—00 n

Todistus. Binomikaavan avulla ndemme, ettd kun n > k£ > 0

(+3) =2 (1)

|

=0
- n!
B ; il(n — i)Int
7in(n71)(n72)~~(n72‘+1)
N — in?
_zn:ln(n—l)(n—Z)---(n—i—i—l)
- L) n’
=0
N “lan-1)(n-2)--(n—i+1)
= Lyl nt ’
=0
Kiinnitetd&n hetkeksi k£ ja annetaan luvun n kasvaa rajatta. Télloin kaikilla ¢ =0,1,2,...,k

nn—1)Mn-2)---(n—i+1)

n—1 n—1+1
n n

— 1,

n
nt n
kun n — oo. Siirtymélla raja-arvoihin saadaan sitten epayhtalo
' 1 n k 1 k
e=lim (14— > =5 = w; (1).
" i=0 i=0

n—00 1.
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Tama epayhtdlé on voimassa olipa parametrilla k& miké positiivinen kokonaislukuarvo tahansa. Antamalla

sitten k — oo saadaan raja-arvona tulos

Toisaalta katkaisemalla positiivitermisen sarjan E(1/n) kahden termin jilkeen ndemme, ettd kaikille
n € Z4 on voimassa

E(l/n)ZlJr%.

Korottamalla tdmé epdyhtdlo puolittain m:nteen potenssiin ja soveltamalla identiteettid E(z)™ = E(nx)

(todistus harjoitustehtévini) saadaan

<1 + %) < E(1/n)" = E(n - (1/n)) = E(1).

Ottamalla tassd puolittain raja-arvo n — oo saadaan kiddnteinen epayhtilo

1 n
e= lim (1+—) < E(1).
n

n—oo

Molemmat epéyhtalot voivat olla samanaikaisesti voimassa vain, jos E(1) = e. O

5.3 Potenssisarjojen perusominaisuuksia

Oletetaan, etti ag,aq, ... ovat reaalisia vakioita, ja kiinnitetdin xy € R. Muotoa
o0
Z an(x —20)" = ap + a1 (z — o) + az(z — x0)% + az(x — 20)3 + - --
n=0

olevaa sarjaa sanotaan xg-keskiseksi potenssisarjaksi. Tekemalld tdssd muunnos t = x—xg saadaan 0-keskinen
potenssisarja ) . ant". Teoreettisissa tarkasteluissa voimme siis halutessamme palauttaa tarkastelun tilan-
teeseen zg = 0.

Potenssisarja ag + a1 + asz? + - -+ selviisti suppenee vakioiden a,,n € N arvoista riippumatta, kun
2 = 0. Jos se suppenee jollakin vililla I, ja sen summa on S(z), kun « € I, niin sanomme, ettd potenssisarja
esittdd funktiota S(x) wvdlilli I. Alemmin ndkem&mme perusteella siis esimerkiksi potenssisarja ZZO:O x”

esittéd funktiota 1/(1 — z) vililld (—1, 1), potenssisarja > -

o L (=1)"" g™ /n esittdd funktiota In(1+ x) vililla

(—1,1] ja potenssisarja Y .., z"/n! esittid funktiota e” vililld (—oo, o0).
Téssé suppenemisvili on (mahdollisesti paftepisteitd lukuun ottamatta) symmetrinen potenssisarjan kes-

kipisteen suhteen. Seuraavaksi ndytdmme, ettd néin kily aina.

Lemma 5.23. Oletetaan, ettd potenssisarja
S(z) = ap + a1z + asx® + azzd + - -

suppenee pisteessi x = ¢ # 0. Talldin sarja S(x) suppenee itseisesti pisteessi x aina, kun |x| < |c|. Jos

kiinnitetddn luku a,0 < a < |c|, niin sarjan S(z) suppeneminen on tasaista valilld I, = [—a, a].
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Todistus. Oletimme, ettd S(c) = ZZO:O anc” suppenee. Hajaantumistarkastimen nojalla lim,,_, o, a,c™ = 0.
Suppeneva jono on rajoitettu, joten on olemassa sellainen vakio K > 0, ettid |a,c"| < K kaikilla indeksin
n € N arvoilla.

Kiinnitetdén sitten luku x, joka toteuttaa ehdon |z| < |c|. Merkitd&n ¢ = |x|/|c|, jolloin 0 < ¢ < 1. Té&ll6in

|=["

x
lanx™| = |anc™| - W =

|anc"|q" < Kq".
Suppeneva geometrinen sarja Y., Kq" siis majoroi sarjaa S(z), joten S(z) suppenee itseisesti majorantti-
periaatteen seurauksena.

Jos a € (0, |c|), niin kaikille n € N ja kaikille € I, on voimassa epayhtilo |a,a™| < |a,a™|. Itseisesti

suppeneva sarja S(a) siis majoroi sarjaa S(x) valilld = € I,, joten Weierstrassin M-testin perusteella sarja

S(x) suppenee tasaisesti valilla I,. O

Lause 5.24. Sarjan S(z) = ZZO:O an,x™ suppenemiseen ndhden on seuraavat kolme toisensa poissulkevaa

mahdollisuutta.
(i) Sarja S(x) hajeantuu aina, kun x # 0.
(i) Sarja S(x) suppenee kaikilla © € R.
(iii) On olemassa yksikdsitteinen sellainen luku R > 0, ettd

|z] < R= S(x) ] ja || > R = S(z) 1.

Todistus. Tutkitaan joukkoa S = {]z| # 0 | S(z) {}. Jos vaihtoehto (i) ei toteudu, niin joukko S on
epatyhja. Jos joukko S ei ole ylha#ltd rajoitettu, niin kutakin lukua = € R kohti on olemassa sellainen
le| € S, ettéd |x| < |c¢|. Joukon S médritelmén perusteella tdssd S(c) |, joten Lemman [5.23] mukaan my6s
S(x) suppenee. Téllin vaihtoehto (i7) toteutuu.

Jiljelle ja4 tapaus, jossa joukko S on epétyhja ja ylhaaltd rajoitettu. Merkitadn R = sup S. Jos |z| < R,
niin |z| ei ole joukon S yldraja. On siis olemassa sellainen luku ¢, ettid |c| > |z| ja S(c¢) |. Lemman (.23
perusteella sitten S(x) |. Jos taas |x| > R, niin sarja S(z) hajaantuu, silli muutoin |z| € S, eikd R olisikaan

joukon S ylaraja. O

Miéritelmé 5.25. Lauseessa [5.24] tapauksessa (ii7) esiintyvdd lukua R kutsutaan potenssisarjan S(z) =
oo o anx™ suppenemissiteeksi. Tapauksessa (i) sanotaan, etti R = 0 ja tapauksessa (ii) vastaavasti R = oo.
Valid (—R, R) sanotaan sarjan S(x) suppenemisvdliksi. Jos sarjan S(x) suppenemisvili on (—R, R), niin

vastaavan xo-keskisen sarjan 7 an(x — 20)™ suppenemisvéli on (zg — R, zo + R).

Jos siis 2 on potenssisarjan suppenemisvélilld, niin sarja S(z) suppenee itseisesti. Lisiksi potenssisarja
voi supeta molemmissa, toisessa tai ei kummassakaan suppenemisvilin paitepisteistd. Esimerkkeind naista

tilanteista kilyviit sarjat > oo, z™, > oo 2™ /nja Y o ™ /n?, joiden kaikkien suppenemisvili on (—1,1).
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Koska milld tahansa suppenemisviliin sisdltyvalld suljetulla valilld potenssisarjan suppeneminen on tasais-
ta, on potenssisarjan integroiminen termeittain yli tallaisen vilin aina luvallista (Lause [5.13). Termeittaisté

derivointia varten tarvitsemme vield yhden aputuloksen.

Lemma 5.26. Potenssisarjoilla
oo oo
A(z) = Z anx"” ja B(x) = Z napz™ "
n=0 n=1

on sama suppenemisside.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd sarjan A(x) suppenemisside R = R4 > 0. Olkoon sitten z € R luku, joka

toteuttaa ehdon 0 < |z| < R. Valitaan luku c siten, ettd |z| < ¢ < R, ja merkitdin ¢ = |x|/c. Télloin

n—1 1 n |l‘| "
[nanz™ | = — |apc"In [ — | .
c

B
Téssé jonossa tekija |1/x| - |anc™| on rajoitettu (muuttujan n funktiona), koska soveltamalla hajaantumistar-
kastinta suppenevaan sarjaan A(c) saadaan lim,, a,c¢™ = 0. On siis olemassa sellainen luku K > 0, etté
kaikille n € N

n—1 n
n < :
[nanz™ ™| < Kng

Koska 0 < ¢ < 1, sarja > oo ng" = q o, ng" "' suppenee itseisesti Esimerkin [5.I7 perusteella. Majorant-
tiperiaatteen nojalla sarja B(x) suppenee. Néiin ollen sarjan B(z) suppenemisside Rp > |x|. TAma paitelmi
voidaan tehdé aina, kun |z| < R, joten Rp > R.

Jos taas Rp > 0, niin Lemman [5.23 nojalla B(x) suppenee tasaisesti kaikilla véleilli [—a, a],a < Rp.
Olkoon z mielivaltainen ehdon |z| < Rp toteuttava luku. Valitsemalla a vililtd |x| < a < Rp ndhdidén
Lauseen [5.I3] nojalla, ettd sarja A(xz) suppenee (koska se saatiin integroimalla tasaisesti suppeneva sarja
termeittdin). Ndin ollen R4 > |z|. Koska tdmé péittely voitiin tehdi aina, kun |z| < Rp, saamme epayht&lon
Ra > Rp.

Olemme todistaneet, ettd R > R4 aina, kun R4 > 0, ja ettd R4 > Rp aina, kun R > 0. On siis
mahdotonta, etti vain toinen suppenemissiteista olisi nolla, tai ettd vain toinen niisté olisi ddreton. Lisdksi
néistd epayhtiloistd seuraa, etti molempien suppenemissiteiden ollessa dérellisid ja positiivisia niiden on

pakko yhtya. O
Yhdistamalla kaikki ylla olevat tulokset saamme potenssisarjojen teorian paituloksen.

Lause 5.27. Oletetaan, ettd potenssisarjan ZZO:O anx™ suppenemisside R > 0. Sen summafunktio S(x) on

vililli x € (—R, R)
(i) jatkuva,

(ii) integroituva, ja aina, kun [a,b] C (—R, R) niin

/abS(x)dx:i (/abanx”dx>,

n=0
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(#3) derivoituva ja
o0
"(z) = Z nanpx™”
n=1

Erityisesti siis termeittdin integroimalla tai derivoimalla saadut potenssisarjat suppenevat itseisesti kaikilla

€ (—R, R). Lisiksi suppeneminen on tasaista jokaisella vililla [—a,a],a < R.

Huomautus 5.28. Huomaa, ettd mikdan néistd tuloksista ei kerro mitdan siitd, mitd tapahtuu suppene-
misvilin paatepisteissi (r = £R).

n

Seuraus 5.29. Potenssisarjan S(z) = Y., a,a™ summafunktiolle on sarjan suppenemisvililli (—R, R)

jokaisella n € N n:nnen kertaluvun derivaatta S™ () ja

iS(”)(O).

Ay — |
n:

Todistus. Sovelletaan Lauseen kohtaa (iii) n kertaa, ja sijoitetaan sen jalkeen x = 0. O

Lause 5.30. (Potenssisarjojen identtisyyslause) Jos jossakin origon ymparistissi (—0,9) on

o0 o0

g anx” = g bnx™,

n=0 n=0
niinVvn €N :a, = b,.

Todistus. Jos nididen kahden potenssisarjan yhteinen summafunktio vélilld = € (—4,4) on S(x), niin Seu-

rauksen [5.29 mukaan kaikille n € N
S(”)(O)
ap, = — = bn.
n!

O

Suppenevien potenssisarjojen kesken voidaan tehda peruslaskutoimituksia. Huomaa, ettd kahden (saman-
keskisen) potenssisarjan Cauchyn tulo on edelleen potenssisarja, koska siiné termejé ryhmiteltdessi ryhméan

sisélld i + j = k on vakio, joten termit a;x'bjz? = a;b;z"™ ovat kaikki keskendiéin samaa astetta.

Lause 5.31. Oletetaan, etti potenssisarjojen S(x) = > 00 ayz™ ja T(xz) = >~ baa™ suppenemissiteet

ovat Rs ja Rp. Tdlloin potenssisarjat

ja Cauchyn tulo

Z Zakbn k>
0 \k=0

n=
kaikki suppenevat (ainakin) vililli x € (—R, R), missé R = min{Rr, Rs}, ja esittivit funktioita S(z) £
T(x),S(z)T () talli valilld.

Todistus. Summan ja erotuksen tapauksessa vaite seuraa Lauseestad.9 Tulon tapauksessa vedotaan Lausee-

seen [£.34] O
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Esimerkki 5.32. Méirdd sarjojen 1/(1 —z) = > 2 (2" ja E(z) = > .2 2" /n! Cauchyn tulon P(z) =

>0 o cna™ kertoimet ¢y, k = 0,1,2,3. Mitd voit sanoa potenssisarjan P(z) suppenemissiteesti?

Ratkaisu. Télla kertaa a, = 1 ja b, = 1/n! kaikilla n € N. Cauchyn tulon kertoimiksi saadaan siten

Co Zaobo :17
c1 = agbi + ai1by =14+1=2,
1 5
c2 = apby + a1by + azbg =§+1+1=§,
1 1
c3 = apbs + ai1bs + azb1 + asbo :6+§+1+1:§’

SllS
P 5 2 8 3
(11?)—1+21'+—21' +—311? —+ e

Koska tekijdsarjat molemmat suppenevat vililla @ € I = (—1,1) my6s sarja P(z) suppenee télla vililla.

Kahden samankeskisen potenssisarjan osam#ird sen sijaan on pulmallisempi kisite. Tdma johtuu sii-
té, ettei ole lainkaan selvdd voidaanko vélilla (— R, R) suppenevan potenssisarjan esittdmén funktion S(z) =
oo o ana™ kifinteislukujen antamaa funktiota 1/5(x) lainkaan esittié suppenevana 0-keskiseni potenssisar-
jana. Joissakin tilanteissa on ilmeistd, ettd niin ei voi olla. Jos nimittédin S(0) = 0, niin funktio 1/5(z) ei ole
méidritelty eikd jatkuva pisteessd z = 0 kun taas potenssisarjan esittdmélla funktiolla on suppenemisvililla
kaikkien kertalukujen derivaatat.

Joskus kuitenkin tieddimme tai arvaamme, ettd on olemassa sellainen potenssisarja Q(z) = Y .- c 2",
joka suppenee jollakin vililld, ja sen summa on kahden suppenevan potenssisarjan suhde S(z)/T(x), missi
S(x) = >0 g anz™ ja T(z) = Y07 bpa™ ovat tunnettuja sarjoja, ja by # 0. Tillsin tuntemattomat ker-
toimet c¢,,n € N méaidriytyvit yksikiisitteisesti siitd, ettd sarjojen Q(z) ja T'(z) Cauchyn tulona saatavan
sarjan on potenssisarjojen identtisyyslauseen perustella oltava juuri sarja S(x). Pystymme nimittdin muo-
dostamaan riittdvin midrin tuntemattomia kertoimia c,,n € N sitovia lineaarisia yht&l6ita, ja ratkaisemaan
ne niitd kiyttden. Tdhin perustuu ns. tuntemattomien kertoimien menetelmi potenssisarjojen osaméiirin

laskemiseksi. Joskus pystymme jélkeenpdin selvittimé&in saadun sarjan suppenemisvélin.

Esimerkki 5.33. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen origokeskinen potenssisarja Q(z) = >~ ¢, 2", ettd
jollakin valilla (—R, R)

- 1+z

© 1427+ 322 4423 + - -

Q(x)

Méaéraa sarjan Q(x) kertoimet.

Ratkaisu. Nimittdjini esiintyvin sarjan T'(z) = > 2 (n + 1)z™ ja tuntemattoman sarjan Q(z) Cauchyn

tulona on télld kertaa ddrellinen sarja (=polynomi) P(z) = 1+ z = > o7 p,2". Kirjoittamalla Cauchyn
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tulo auki ja soveltamalla potenssisarjojen identtisyyslausetta tulosarjaan Q(z)T(x) ja ‘sarjaan’ P(x) saadaan

yhtaloryhma
l=po = oo
l=p1 = c1+2c
0=ps = co+2c1+ 3¢
0=p3 = c3+2co+ 3c1 +4co
O=pp, = cnt+--+Mm—2)cs+(n—1eca+nc+ (n+1)co

Tassd ensimmaéisesti yhtdlosté ratkeaa ¢g = 1. Sijoittamalla se toiseen yhtdlo6n saadaan 1 = ¢1+2¢y = ¢1+2,
mistd ratkeaa ¢; = —1. Sijoittamalla ¢y ja ¢; kolmanteen yhtdloon seuraa 0 = co + 2¢1 + 3¢ = c2 + 2(—1) +
3-1=co+1, joten co = —1. Neljinnestd yhtilostd 0 = c3 + 2(—1) + 3(—1) + 4 - 1 ratkeaa c3 = 1.

Yleisessé tilanteessa titd ‘ketjureaktiota’ voidaan jatkaa niin pitkéille kuin laskijan kirsivéllisyys riittaa.
Jos nimittdjin vakiotermi # 0, niin seuraavasta yhtdlostd ratkeaa aina yksi uusi kerroin. Késilli olevassa
erikoistapauksessa jakolasku on kuitenkin jo paattynyt, ja ratkaisuksi tulee ¢, = 0 aina, kun n > 3. Ratkaisu
on nimittain ketjureaktion vuoksi yksikisitteinen, ja sijoittamalla l6ydetyt cg,c1, co, c3 ja postuloidut ¢, =
0,n > 3 yhtiloon

O=pn=ch+-+Mn—2)cs+(n—1)ca+nc1+ (n+1)cy

nahdéiin, ettd se toteutuu.

Vastaukseksi saadaan, etti
Qr)=1-r—-2*+2°=1-2)(1-2*) =(1-2)*1+2).

Tamé ei ollut yllatys silld Esimerkin B.17 mukaan jakajana oleva sarja suppenee vililla z € (—1,1) kohti
summafunktiota T'(z) = 1/(1 — x)?, joten (1 + x)/T(x) = (1 + z)(1 — x)%. Tilli kertaa osam#irini saatu

ddrellinen potenssisarja tietenkin suppenee kaikkialla. Niin siitd huolimatta, ettd jakaja suppeni vain valilla

(—1,1).

5.4 Taylorin ja Maclaurinin sarjakehitelmista ja niiden sovelluksista

Kun tdhén asti olemme 13hinné yrittineet laskea potenssisarjan summafunktion, niin nyt pohdimme kian-
teistd tehtavad: etsi potenssisarja, jolla on haluttu summafunktio! T&ll6in Seuraus sitoo kiatemme aika
taydellisesti, mutta viitoittaa samalla tien ainoaan mahdolliseen ratkaisuun. Jotta funktiota f(x) esittéisi
jokin vililld (zo — R, zo + R) suppeneva potenssisarja » . an (2 — )", on ensinnikin funktiolla f(z) oltava

talla valilla kaikkien kertalukujen derivaatat. Liséksi potenssisarjan kertoimet a,, maardytyvit yhtaloisté

f(n) (z0)

, kaikille n € N.
n!

Ay —

Jéljelle jadvit kysymykset:
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(i) Milld muuttujan z arvoilla timéi sarja
o0
) (20)
S L) (e “
n=0 ’

suppenee?
(ii) Milld muuttujan z arvoilla sen summa on f(z)?

Sarjaa (x) kutsutaan funktion f(x) Taylorin sarjaksi pisteessd x. Erikoistapauksessa zp = 0 puhutaan
yleensd Maclaurinin sarjasta.

Kurssilla Funktioteoria ndhdain, ettd niissd tapauksissa, jolloin funktio f(x) voidaan laajentaa siin-
nolliseksi (ns. holomorfiseksi) kompleksimuuttujan funktioksi, niihin kysymyksiin saadaan yllattavan yksin-
kertainen vastaus. Talld kurssilla joudumme tyytymain hiukan mutkikkaampiin menetelmiin, emmek3 saa
ldheskdin aina tdydellistd kuvaa. Siksi joidenkin funktioiden kohdalla tyydymme vain kertomaan esimerkiksi

suppenemissiteen kykenemétté perustelemaan sitd lainkaan.

Lause 5.34. (Taylorin Lause) Oletetaan, ettd funktio f(x) on vdlilld I = (xo — r,xo + 1) derivaattoineen

jatkuva kertalukuun n + 1 saakka. Tdlloin valilld I on
(x —Z f x—xo)k—i—Rn(x) =To(z) + Ru(x),

missa osasumma Ty, (x) on astetta n oleva Taylorin polynomi. Jadnndstermi on muotoa

§(g)
(n+1)!

missi £ on tuntematon, lukujen x ja xo valissd oleva luku.

Rn(IL') _ n+1,

(x — x9)

Todistus. Kiinnitetddn = € I. Jos x = o, niin T, (xo) = f(xo), ja vite on tosi. Muussa tapauksessa

x — x9 # 0, joten voidaan valita luku K siten, ettéd
f(x) = Tn(x) + K(z — z0)" .
Muodostetaan muuttujan ¢ apufunktio

o) = 1) - |10+ TP -0+

f)
2

()

(x—t)* 4+ o

(x—t)" + K(z—t)"*!

T#lloin selvésti ¢(z) = 0 ja K:n valinnan perusteella myds ¢(xg) = 0. Kdyttamélla tulon derivoimiskaavaa

ja oletustamme, ndemme, ettd funktio ¢(¢) on derivoituva lukujen z ja x vililld, ja sen derivaatta on

n ) (¢ Y

K+ (1) (2 — £)F — FO) (1) k(2 — £)F—1
— —fl(t) _Z (f (t)( t) f (t)k( t) )—l—K(n—l—l)(m—t)"

k!
k=1
~ @) (=) S SE ) (@ — ) n
:_kz_:o (k!( +I; ((11( 1)!) +E(n+1)(z—t)
f(n+1)(t)

== @) K+ (@ -1,
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koska muut termit kumoutuvat pareittain. Rollen lauseen ehdot ovat voimassa, joten lukujen z ja xg vililla

on sellainen kohta ¢t = ¢, ettd ¢'(§) = 0. Yhtalostd

(n+1)
L gt K+ )@ e =0

seuraa, etta

A3
 (n+ 1)

Rollen lauseen lupaama piste £ ei ole kumpikaan vilin paitepisteistd, joten z — & # 0. Viite seuraa tdstd. 0O

Lause [5.34] avaa nyt yhden mahdollisen tavan vastata kysymyksiin (i), (¢¢). Jos funktion f(z) kaikkien
kertalukujen derivaatat hallitaan riittdvin hyvin, niin voidaan (ehki?) osoittaa, ettd R, (z) — 0, kun n — oc.

Talléinhén saamme varmuuden paitsi sarjan suppenemisesta niin myos siité, etti se esittdd ko. funktiota.

Esimerkki 5.35. Osoita, ettd sinifunktion f(z) = sinz Maclaurinin sarja on

o k2k+1
X X
m_§+5__+ Z 2k+1

Osoita edelleen, ettd tdmé sarja suppenee kaikkialla, ja myos ettd sen summa = sinx aina, kun = € R.

Ratkaisu. Induktiolla nihdin helposti, ettdi D" sinx = sin(x + nr/2) kaikille n € Z,.. Siten £ (0) = 0,
kun n on parillinen, ja f*+1)(0) = (—1)*. Niin ollen sinin Maclaurinin sarja on viitetty.
Kiinnitetsin z # 0 jan > 0. Koska aina | f("*1) ()| < 1, saadaan Lauseen [5.34] perusteella jiinnostermille

arvio
|I|n+1

R, (x) < m
Kun téssi n — oo, niin R, (x) — 0 (vrt. Esimerkki £27), joten timéi potenssisarja suppenee ja sen summa
=sinzx.

Sinin Taylorin sarja suppenee tasaisesti milld tahansa vililld [—a,a],a > 0. Kuvasta (.3 ndemme, ettd
katkaisuvirhe R7(z) on melko pieni koko vililli [0, 7]. Osasummassa S7(x) = z — 23/6 + 2° /120 — 27 /5040
on mukana 4 termif, ja Taylorin lauseen avulla nihdiin, ettd |Ry(x)| < 7%/9! ~ 0,082 kaikille vilin [0, 7]

luvuille z. Jos rajaamme muuttujan x pienemmélle vilillid, on katkaisuvirhe vastaavasti paljon pienempi.

Esimerkiksi vilills [0, 1] saadaan |R7(z)| < 3-107°.

Esimerkki 5.36. Potenssisarjojen teorian pdituloksen nojalla suppeneva sarja voidaan derivoida termeit-
tdin, ja niin saatu sarja esittdd summafunktion derivaattaa. Néin ollen (potenssisarjojen identtisyyslause!)
kosinin Maclaurinin sarja on

x? ot =
coszczleJrEf Z
=0

ja tdmikin sarja suppenee Vz € R ja esittdé kosinifunktiota kaikkialla.

k2k
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-0.2

Kuva 5.3: Funktion sinz (musta) ja sen Taylorin sarjan kahden (vaalea), kolmen (keskiharmaa) ja neljin
(tummanharmaa) ensimmaéisen termin miirdimien polynomien kuvaajat valilla [0, 7].

Kuten eksponenttifunktionkin tapauksessa, my0s sini- ja kosinifunktiot voitaisiin mddritelld Esimerkkien
ja sarjojen summina. Puritaaninen ldhestymistapa analyysiin toimisikin tdlla tavalla. Kurssilla
Analyysi I esitetty sinin ja kosinin méaaritelmahén perustui pitkilti visuaaliseen havaintoon, ja sivuutimme
muun muassa ympyran kaaren pituuden méairittelyyn ja vaaditun kehépisteen olemassaoloon liittyvit ongel-
mat. Kaikki trigonometrisia funktioita koskevat identiteetit (kahden kulman summaa koskevat kaavat, ‘sum-
mat tuloiksi’-kaavat jne.) voidaan todistaa myos potenssisarjojen Cauchyn tulojen avulla. Emme tutki tété
vaihtoehtoa tilla kurssilla, mutta kompleksianalyysin kursseilla menetelliin juuri néin, koska kompleksisen
muuttujan x sinid tai kosinia ei voida mééritelld kuvan avulla samoin kuin tapauksessa x € R.

Niisté sarjoista voidaan johtaa uusia esimerkiksi algebrallisilla manipulaatioilla.
Esimerkki 5.37. Etsi funktion f(z) = sin? z Maclaurinin sarjan 3 ensimmiisti nollasta eroavaa termis.

Ratkaisu. Yksi tapa tuottaa Maclaurinin sarja funktiolle f on muodostaa sinin Maclaurinin sarjan Cauchyn

tulo itsensa kanssa:

Tassa 4 6
- 2 T T
o) = g
a3 () xt N a0 N
Y ) = _r .t
3! 6 36
xd 26
Jra f(:E) = +1—20+
4 6
2 _ o2 227
fl)* = =z 3 + 15 +

Toinen ratkaisu saadaan kiyttamélla trigonometristen funktioiden identiteettii

. . 1 —cos2x
cos2x =1 —2sin’z = s1n2x=#
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Sijoitetaan siis kosinin Maclaurinin sarjaan z:n paikalle 2z, ja jaetaan niin saatu sarja kahdella:

1 2L (—1)k(2x)2F
-3 (- £ )

k=0
1 2r)2  (22)*  (22)8
B N ) N ) S ) L
2 2 24 720
fQ,x_4+g+
a 3 45

Vield kolmas tapa olisi tietenkin laskea funktion derivaattoja riittdvin monta, jotta haluttu maira termeja
selvidd. Tamé johtaa kuitenkin mutkikkaampiin laskuihin, joissa virheen riski kasvaa. Tall6in my0s saatavan

sarjan suppeneminen tulisi selvittié erikseen esimerkiksi Lausetta [5.34] kiiyttaen.

Esimerkki 5.38. M&irdd funktion f(z) = tanx Maclaurinin sarjan 4 ensimmaéistd nollasta eroavaa termis

potenssisarjojen jakolaskua kiyttien.

Ratkaisu. Funktio f on pariton. Niin ollen sen derivaatta f’ on parillinen (harjoitustehtivé), toinen de-
rivaatta f” pariton jne. Koska pariton funktio havidé nollassa, niin sen Maclaurinin sarjassa esiintyy vain
muuttujan z parittomia potensseja. Tamén perusteella tieddmmekin jo, ettd (edellyttden, ettd tangentin

Maclaurinin sarja ylipddtadn suppenee ja esittad sitd jollakin valilld)
tanz = T(x) = c12 + c3x® + cs2® + cra’ + - - -

Ratkaistaan alkup&in kertoimia cq, c3, ... muodostaen tarvittavat yhtdlot kiyttden hyviksi potenssisarjojen
identtisyyslausetta seki sitd tietoa, ettd sarjan T'(x) ja kosinin sarjan C(z) Cauchyn tulon on oltava sinin

sarja S(z). Cauchyn tulo on

IQ I4 1‘6
IW”W:“”Q‘?+ﬂ‘ﬁﬁ“)
3 1 5 1 1
=r-ctz 03—01'5 +x C5—C3'§+Cl'—24 +

+2" (er—c lJrc ifc L +
T TS ol ’

joten vertailemalla vastinkertoimia sinin Maclaurinin sarjan kanssa saadaan yhtaléryhméa

C1 = 1

1 1
cg—cC1- = = —=
3 1 9 6

L1 1
cs—c3-—+c1-— = —
P Ig Ty 120

L, 1 1
TGO T 0 T T 5040

Tastéd ketjureaktiona ratkeaa tangentin sarjaksi

tanx =z + lxs + 3305 + 1—7x7 +
N 3 15 315
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Kompleksianalyysin kurssilla osoitetaan, ettd sarja suppenee ja esittdid tangenttia valilla x € (—7/2,7/2).
Koska tangenttia ei ole edes madritelty pisteissd @ = +m/2, niin ei ole yllattavdd, ettd suppenemisside

R < 7/2. Téall4 hetkelld kiytossimme olevilla metodeilla olisi vaikeaa n&hd&, miksi R = 7/2.

Edellisen esimerkin alussa tehdyt havainnot yleistyvit:

e Parittoman funktion Maclaurinin sarjassa esiintyy vain muuttujan x parittomia potensseja.
fl@)=az+ asz® + asx® + arx’ + -

e Parillisen funktion Maclaurinin sarjassa esiintyy vain muuttujan = parillisia potensseja.
f(x)=ao+ asz® + agz* + agz® + - - -

Huomautus 5.39. On olemassa funktioita, joiden Maclaurinin sarja suppenee kaikkialla, mutta ei esité

kyseistd funktiota muualla kuin pisteessd x = 0. Esimerkki téllaisesta funktiosta on

0, kun z = 0,

J) = {61/12, kun z # 0.
Voidaan osoittaa, ettd tédlla funktiolla on kaikkien kertalukujen derivaatat, ja ettd f(")(O) = (0 olipa n €
N mikii tahansa. Todistus perustuu seuraavaan faktaan (nihdiin induktiolla). Kun = # 0, niin f(")(x)
on muotoa P, (1/x)e" !/ 1'2, missid P, on jokin polynomi. T#llgin funktion f(") pisteessé nolla muodostettu
erotusosaméird on samanlaista muotoa. Vaihtamalla muuttujaksi t = 1/2 (jolloin ¢ — +o0, kun z — 0) ja
kdyttamalla tulosta “eksponenttifunktio voittaa potenssifunktion” ndhdédn, ettd kyseisen erotusosamairin

raja-arvoksi tulee nolla, joten f("*+1(0) = 0. Tamin jilkeen viite seuraa induktiolla.

Kun kerran kaikkien kertalukujen derivaatat origossa hévidvit, Maclaurinin sarjan kertoimet ovat kaikki

nollia. Néin ollen sarjan summa on identtisesti nolla. Toisaalta f(xz) = 0 ainoastaan silloin, kun « = 0.

Esimerkki 5.40. (Binomisarja) Oletetetaan, ettd o € R\ N. Osoita, etté

—1 —1 -2

aina, kun |z| < 1.

Ratkaisu. Funktiolle f(z) = (14 z)® on f((0) = a(a —1)--- (a — n + 1), joten viiteyhtilon oikea puoli

on funktion f(z) Maclaurinin sarja

Sy =1+ 3 e Dlant D),
n=1 ’

Koska oletimme, ettd « ei ole kokonaisluku, tdmén sarjan kaikki kertoimet ovat nollasta eroavia. Maaratdan

ensin sarjan S(x) suppenemisside osaméadritarkastimen raja-arvomuotoa kiyttien. Koska

2 9= g
= |r|————— i
n+1 ’

Gnt1 xn—i— 1
Apx™
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kun n — oo, niin suppenemisside R = 1. Sarjan S(x) derivoiminen termeittdin on siis luvallista vililld

€ (—1,1). Suoraviivainen lasku osoittaa, etta
aS(x) = (1+xz)S'(x).

Témén avulla ndhddén, ettd funktion g(x) = (1 + 2)*/S(x) derivaatta hivids vililla (—1,1), joten g(z) on
vakiofunktio g(z) = ¢(0) = 1. Néin ollen S(z) = f(z) aina, kun |z| < 1.

Tunnetuista Maclaurinin ja Taylorin sarjoista saadaan potenssisarjojen teorian padtulosten (Lause [5.27])
avulla uusia sarjoja derivoimalla ja integroimalla. Derivointia jo kiytimme ylla johtaessamme kosinin sarjan

sinin sarjasta. Seuraavaksi johdamme sarjat arkustangentille ja arkussinille termeittéin integroimalla.

Esimerkki 5.41. Osoita, ettd kun = € [—1, 1], niin

x3 2P

27 o0 k2k+1
arctanr = — — + — — —
s ts 7 F ;0 2k+1

Ratkaisu. Koska arkustangentti on funktion f(z) = 1/(1+?) miérdimiton integraali, lihdemme liikkeelle

suppenevasta geometrisesta sarjasta (|t| < 1)

1

— =1ttt = (1)
2
1+t —

Viitetty sarja saadaan téastd Lauseen[[.27lmukaisesti laskemalla puolittain madratyt integraalit yli vélin [0, z].
Kuten Esimerkissa [B.15] ndemme vuorottelevia sarjoja koskeva Leibnizin lauseen nojalla, ettd suppeneminen
on itse asiassa tasaista koko vélilld [—1, 1]. Jatkuvuuuspédittelyn avulla (vrt. Esimerkki[5.T5) ndhddin sitten,

ettd sarja esittdd arkustangenttia myo6s pisteissd x = +1. Erityisesti, kun z = 1 saamme tuloksen

T 1 n 1 1 n 1 1 4.
4 7 3 5 7 9 11
Periaatteessa taté sarjaa voitaisiin kiyttdd luvun 7 arvon miardfimiseen, mutta sen suppeneminen on siihen

lilan hidasta. Jotta summassa olisi edes 3 oikeaa desimaalia, on osasummaan otettava mukaan noin 500

termid.
Esimerkki 5.42. Kun sijoitetaan binomisarjaan z = —t2 ja a = —1/2 saadaan vililli |t| < 1 voimassa oleva
sarjaesitys
1 1 1-3 1-3-5---(2n—1)
e (1= oy o2 oA 2o
iz 4t H R L B R SV By ;) +
Integroimalla timi termeittiin yli vélin ¢ € [0, z] saadaan
: Jr1:E3Jr1~3ac5Jr Jr1~3~5~~~(2nfl) :c2"+1+
arcsinz =x + - — + — — + -
23 245 2-4-6---(2n) 2n+1
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Kun luku z on hyvin ldhell4 sarjan keskipistetta xg, potenssit (x—xo)™ ovat sitd pienempié, mita suurempi
eksponentti n on. Niin ollen Taylorin sarja matala-asteiset termit ovat m#ardavia tallaisessa tilanteessa.
Katsomme seuraavaksi, miten tdtd voidaan hyddyntdd mahdollisen diriarvokohdan luonteen selvittidmiseksi

seki raja-arvojen tutkimiseen.
Esimerkki 5.43. Selvité, onko funktiolla f(z) = sinz — xv/1 + 23 dédriarvokohta origossa.

Ratkaisu. Nyt f/(x) = cosz — /1 + 23 —z-32%(1 + 2)71/2/2, joten f'(0) = 1—1—0 = 0, ja déiriarvokohta

on mahdollinen. Toinen derivaatta ei tuo selvyytté asiaan, silla
925 62>

41+ x3)3/2 T4 a3

joten f”(0) = 0. Yhdistdmall& binomisarjaa (o« = 1/2) ja sinifunktion sarjaa koskevat tietomme niemme,

f(w) =

ettd funktiota f(z) esittdd vililld = € (—1,1) suppeneva Maclaurinin sarja

3 z° 1 1

—(r— (1SS = 2
flx) = (x e +120 ) — a( +2x SZ +-)

ol 1,1 5 629
=57 T2t T 0" Tha0”

11 1 629
_ 3 - = -2 kT S
-7 ( 6 2" 120" Toa0” >

Merkitéédn g(x):114 viimeisen muodon sulkulauseketta g(z) = —1/6 — x/2 + 22/120 + - - - . Koska tiedimme,
ettd f(z):n Maclaurinin sarja suppeni, kun |z| < 1, niin sarja g(z) suppenee niin ikdan talla valilla, ja sen
summafunktio on néin ollen t&ll4 valilld jatkuva. Koska g(0) = —1/6 < 0, niin tieddmme, etta jossakin luvun
0 ympéristossi g(x) saa vain negatiiivisia arvoja. Tekiji o3 sen sijaan vaihtaa merkkiifin tissi samassa ym-
péristossi. Niin ollen niiden tulo f(z) = 22g(z) saa nollan mielivaltaisen pienessé ympiristdssi kummankin

merkkisid arvoja. Voimme paatelld, ettd = 0 ei ole funktion f ddriarvokohta.

Esimerkki 5.44. Selvitd, onko z = 0 funktion f(z) = cosz + (1/2)x sinx &iriarvokohta?

Ratkaisu. Jélleen f/(0) = f”(0) = 0, joten kurssin Analyysi I metodeista ei ole apua. Kombinoimalla sinin

ja kosinin sarjat ndhdaén, ettd funktiota f(z) esittdi kaikkialla suppeneva Maclaurinin sarja

1 1 1
f(ﬂf):1—§x2+ﬂm4+~~+§m(x—ECESJr---)

=1+2*(=1/12 4 ce2? + cgz* +--+),
missi cg, cg, ... ovat parillisen funktion f(x) Maclaurinin sarjan korkeampiasteisten termien kertoimia. Sul-
kulausekkeen sarjan méirdiama funktio g(x) = —1/12+4cgz?+- - - on kaikkialla jatkuva, ja g(0) = —1/12 < 0,
joten jossakin nollan ympiristdssd Y (0;9) funktion g saamat arvot ovat kaikki negatiivisia. Koska z* > 0
kaikkialla, ja = 0 vain, kun x = 0, niin puhkaistussa ympiristdssi Y’(0;6) on aina z*g(z) < 0. Niin ollen

f(0) =1 on lokaali maksimi.

Kahden edellisen esimerkin tulokset on helppo yleistda seuraavaksi yleiseksi sddnnoksi.
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Lause 5.45. Oletetaan, etti funktiota f(x) esittidi pisteen x = g jossakin ymparistossa Taylorin sarja
[e.e]
f(@) = f(z0) + ) an(a — )"

Olkoon ng > 0 pienin sellainen indeksin n arvo, jolle a, # 0. Jos ng on pariton, niin funktiolla f ei ole
ddriarvokohtaa pisteessd xg. Jos ng on parillinen, niin funktiolla f on lokaali ddriarvokohta pisteessd xq, ja
sen luonne selvidd seuraavalla tavalla: mikdli an, > 0 on kyseinen ddriarvokohta lokaali minimi, ja jos taas

an, <0, niin kyseessi on lokaali maksima.

Todistus. Harjoitustehtiva. O

Huomautus 5.46. Edellisen lauseen tulos voidaan yleistdi koskemaan my6s sellaista tilannetta, jossa emme
vield tiedi jonkin Taylorin sarjan esittévin ko. funktiota. Erityisesti jos tiedimme vain derivaattojen f(*),1 <
k < ng olemassaolon ja sen, etti f*)(2¢) = 0 aina, kun k = 1,2, ...,n9—1, voimme kiiyttii Taylorin lausetta
(Lause[5.34). Jos siini pystymme p#itteleméin kertoimen f(70)(¢) etumerkin, niin johtopéitds on sama kuin
yll&.

Téssé(kin) mielessd Taylorin lause on n#dhtévissd differentiaalilaskennan véliarvolauseen (DVAL) kor-

keampia derivaattoja koskevana yleistykseni.

Seuraavana esimerkkind sarjojen kiytostd kisittelemme madrittyjen integraalien likiarvojen laskemista.
Jos emme kykene 16ytdméin jollekin funktiolle madraamatonté integraalia, mutta tunnemme sité esittdvin
Taylorin sarjan, niin voimme kiyttia potenssisarjojen termeittéistad integrointia. Haluttuun tarkkuteen p&i-
semiseksi on arvioitava termeittdin integroimalla saadun sarjan jidnnostermid. Emme esitd mitdan yleistd

teoriaa, vaan valaisemme yleisimpié tekniikoita seuraavan kahden esimerkin avulla.

Esimerkki 5.47. Etsi mairitylle integraalille

1 2
/e” dx
0

sellainen likiarvo, joka poikkeaa tarkasta arvosta enintddan 1/1000.

Ratkaisu. Funktiolla f(z) = e*” ei ole alkeisfunktioiden avulla lausuttavaa primitiiviéi (emme todista tét).
Sille kuitenkin saadaan Maclaurinin sarjakehitelm sijoittamalla kaikkialla suppenevan eksponenttifunktion
sarjaan E(z) muuttujan paikalle 22. Siis Vo € R

xt af

PR

| 8

e =142+

o0
Z x_
k!
Integroimalla tdma vélilld [0, 1] tasaisesti suppeneva sarja termeittdin tdmén vilin yli saadaan

v, 1y, 1 1
Pr =Y = dr =Y —. .
/Oe * kz_ok'/()x * kzzok! 2% + 1

=
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Merkitdén tulokseksi saadun sarjan yleistd termid ay = 1/(2k + 1)k!. Talloin kahden perdkkiisen termin

suhteelle saadaan arvio

ary1  k(2k+1) 2k +1 1
ar  (k+D!2k+3) (E+1D(2k+3) ~ k+1°

Merkitdén ¢ = 1/(n + 1). Télloin kaikille & > n on voimassa ag+1/ar < ¢, joten induktiolla saamme arvion
an+p < ¢Pay, aina, kun p > 0. Néin ollen jiddnnostermille saadaan sitd majoroivan geometrisen sarjan avulla

arvio

> > 1 n+1 (n+1)
0<R,< . =
- mn = ;a ; 1—q n!(2n+1) n n!(2n+ 1)n

Kunn=5,0on R, <6/(120-11-5) = 1/1100 < 1/1000, joten vastaukseksi saadaan

1
/ e”2dx%a0+a1+a2+a3+a4%1,462.
0

Esimerkki 5.48. Etsi miiritylle integraalille

1 .
sin
/ dx
0 xz
sellainen likiarvo, joka poikkeaa tarkasta arvosta enintddn 1/1000.

Ratkaisu. Télla kertaa Maclaurinin sarja on

2 4 6

S x x x > k Qk
e R Dy e
T 6 120 5040 k=0 2k + 1)!

Termeittéin integroimalla saadaan

sm:c )k 2’“ O (—1)*
/ Z/ 2k:+1 *;)(2k+1)(2k+1)!'

Tamé sarja on alternoiva ja vihenevd heti ensimméisestd termisti alkaen. Niin ollen jidnnostermis on

talla kertaa yksinkertaisinta arvioida Leibnizin lauseen avulla. Ensimméinen termi, joka on itseisarvoltaan
< 1/1000 on termi k = 3. Halutulla tarkkuudella vastaukseksi saadaan siten

1 . 2 k
sin (-1) 1 1
dr ~ =1—-—+ —— = 0,946.
/0 z ;0(2k+1)(2k+1)! 3.3 5.5

Raja-arvojen miarddmisessd Taylorin sarjojen kiytto on joskus houkutteleva vaihtoehto useampikertai-

selle I’Hospitalin sddnnon soveltamiselle.

Esimerkki 5.49. M&iraa raja-arvo
tanx —sinx — 2%/2

lim .
z—0 arctanx — x + x3/3
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Ratkaisu. Osoittajan Maclaurinin sarja on

1 1 1 2 1 1
=t —sinz—23/2 =2(1—-1 Y G R S( 2 Y Ferr” Y. =20 T
flx) =tanz —sinz —z°/2 = z( )+ (3+6 2)+:c (15 120) crx’ + cgx” + g% +erx' +
joillekin kertoimille c7, ¢y, . ... Aikaisemmin mainittujen faktojen perusteella timé sarja suppenee ja esittié

osoittajan funktiota, kun |z| < 7/2. Néin ollen kyseinen sarja soveltuu kiytettaviksi, kun x — 0. Vastaavasti

nimittdjad esittivi sarja saadaan arkustangentin sarjasta

3
T 1, 1 5
zr)=arctanr —orx+ —=-2"— ==z
g(x) +t5 =z Zxt

T&ma sarja suppenee ja esittdd funktiota g(z), kun |z| < 1. Niin ollen tutkittavaa funktiota esittai sarjojen
0samaara

flx) (3 +era® +eor +---) olet. z#£0 §+cqa® +cort +- -

TR TE RS TR

Tissé selvisti osoittaja ja nimittdja ovat jatkuvia valilla |z| < 1, joten kun = — 0, ne lahestyvit ilmeisid
raja-arvojaan, ja tulokseksi saadaan

flz) _1/8 5

i = =—.
z—=0g(x) 1/5 8
Vaihtoehtoinen ratkaisutapa olisi soveltaa I’Hospitalin sdant6a viisi kertaa. Tall4 kertaa vaadittavat kor-

kean kertaluvun derivaatat olisivat kohtuullisen mutkikkaita lausekkeita (kokeile, jos et usko!)
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Luku 6

Usean muuttujan funktion
differentiaalilaskentaa ja geometrisia
sovelluksia

Kertaa téssd vaiheessa kurssilla Analyysi I esitetyt asiat kahden muuttujan funktioiden jatkuvuudesta ja
osittaisderivaatoista. Ne yleistyvéit luonnollisella tavalla kolmen tai useamman muuttujan funktion tapauk-
seen. Alla esitimme muutamille tuloksille todistuksen, joka on ndhtéva vain erikoistapauksena myShemmén
kurssin yleisempéd tapausta koskevan tuloksen todistuksesta. Namé todistukset on otettu mukaan vaativim-
pien lukijoiden tarpeita ajatellen, mutta niiden yksityiskohtien hallintaa ei talld kurssilla edellytetd. Talla
kurssilla tavoitteena on téssé (ja seuraavassa) luvussa esitelld Analyysin tarjoamia tyokaluja kahden muuttu-
jan funktioiden kuvaajien ja 3-ulotteisen maailman ‘sileiden’ pintojen ja kdyrien hallitsemiseksi. Padpaino on
siis geometrisen mielikuvan ja analyysin tyokalun vilisen yhteyden omaksumisessa. Yksityiskohtien tarkka
kisittely tapahtuu myShemmilld kursseilla. Suosittelenkin, ettd kertaat tdmén luvun materiaalin valmistau-

tuessasi kurssille Usean muuttujan funktiot.

6.1 Avaruuden R? vektoreista, suorista ja tasoista

Luvun aluksi kertaamme 3-ulotteisen avaruuden R? vektorien, suorien ja tasojen peruskisitteiston. Todis-
tukset esitetyille tuloksille ovat koulukursseissa tai kurssin Lineaarialgebra alussa, joten emme kisittele niita
tassd yhteydessé. Lineaarialgebran kurssilla mukana olleet voivat siirtyd suoraan seuraavaan kappaleeseen.

Kolmiulotteisista vektoreista kiytetdin matematiikassa yleisimmin merkintia
u = (a,b,c)

kuvaamaan pisteitd O = (0,0,0) ja P = (a, b, ¢) yhdistavin suuntajanan ﬁ madradmaia vektoria u. Etenkin

fysiikassa esitetédn kyseinen vektori usein koordinaattiakselien suuntaisten yksikkdvektorien

i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1)
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avulla muodossa

u = ai+ bj + ck.

Pythagoraan lauseen avulla saadaan vektorin u pituudelle helposti lauseke
[u] = vVa? +b% + 2.

Vektori u = (u1,uz, us) ja sen skalaarimonikerta au = (auq, aus, aus) (a # 0 on vakio) ovat yhdensuuntaisia.
Sanotaan, ettd ne ovat samansuuntaisia, jos a > 0 ja vastakkaissuuntaisia, jos a < 0.
Vektoreille voidaan madritelld kaksi usein esiintyvdd operaatiota. Kahden vektorin u = (ug,u9,us) ja

v = (v1,v2,v3) sisdtulo (eli pistetulo eli skalaaritulo) m&&ritellain kaavalla
(u,v) = uv1 + ugve + ugvs.

Sisdtulosta kiytetdan monissa yhteyksissd myos pistetulomerkintdé (u,v) = u - v. Kahden vektorin sisdtulo

on siis paljas luku. Erityisesti muistettavia sisdtulon ominaisuuksia ovat

uf?,
(w,v) = |u||v|cosa,

el
£
I

missé « on vektorien u ja v villinen kulma. Erityisesti siis kaksi nollavektorista 0 = (0,0, 0) eroavaa vektoria

u ja v ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa silloin ja vain silloin, kun niiden siséitulo on nolla:
ulve(uv)=0, kunu#0jav#D0.
Kahden vektorin u = (u1, us, ug) ja v = (v1,v2,v3) ristitulo u x v sen sijaan on vektori
u X v = (ugv3 — usgvs, usvy — UU3, U1V — UgV1).

Ristitulon u x v suunta méirdytyy melkein kokonaan siitd, etti suoraviivainen lasku osoittaa sisidtulojen
(u,uxv) = (v,uxv) =0, joten ristitulo on kohtisuorassa kumpaakin vektoria u ja v vastaan. Vastakkais-
suuntaisen vaihtoehdon poissulkemiseksi kiytetdan yleensa ns. oikeakitistd sdantod: jos oikean kiiden sormet
voidaan kiantii sellaisiin asentoihin, ettd peukalo on samansuuntainen vektorin u ja etusormi vektorin v
kanssa, niin tdlloin keskisormi voidaan kdantda ristitulovektorin u X v suuntaiseksi nivelii murskaamatta.
Erityisesti 3-ulotteisia koordinaatistoja hahmoteltaessa on usein syyté olla tarkkana sen kanssa, ettd koor-
dinaattiakselien suunnat vastaava oikeakéitistd sddntod ristitulon i x j = k mukaisesti.

Ristitulovektorin pituudelle voidaan todistaa lauseke
|lu x v| = |u||v|sin«,

missd « jilleen on vektorien u ja v vilinen kulma.
Kolmiulotteisen avaruuden suora L méirdytyy, kun tunnetaan suoralta yksi piste Py = (zo, %0, 20) ja

suoran suuntavektori v .= (a,b,c). Oletetaan siis, ettd ainakin yksi luvuista a,b,c eroaa nollasta. Suora
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L on sitten niiden pisteiden P = (x,y,z) joukko, joille suuntajana PO?’ on yhdensuuntainen vektorin v
kanssa. Talloin on oltava PO?’ = t(a, b, c) jollekin reaaliluvulle ¢ (valinta ¢ = 0 vastaa pistettd Pp). Koska
OP = OPy + PyP = (zo + ta,yo + tb, zo + tc) saadaan L:lle parametriesitys

r = x9+ta,
Yy = Yo+ tba
z = zp-+tc

elimoinamalla tésté parametri ¢ saadaan L:n standardimuotoinen yhtdlo(pari)

rT—To Y—Yo 22— %0
a b c

Téssé on eroteltava erikoistapauksina ne tilanteet, joissa jokin (tai jotkin kaksi) suuntavektorin komponenttia
haviaa. Talloin vastaava koordinaatin arvo suoralla on vakio. Huomaa, ettei suora L m&&drda mitdin naista
yvhtaloisté yksikésitteisesti, silla Py voidaan korvata mill3 tahansa suoran L toisella pisteelld, ja suuntavektori
v voidaan korvata milld tahansa sen kanssa yhdensuuntaisella vektorilla.

Kolmiulotteisen avaruuden taso T midraytyy, kun tunnetaan tasolta yksi piste Py = (o, Yo, 20) ja tason
normaali(vektori) n = (a,b,c). Talloin piste P = (z,y, z) on tasolla T silloin ja vain silloin, kun suuntajana
]Baﬁ = (z—x0,Y—Yo, 2— 20) on kohtisuorassa normaalia n vastaan. Tdmé& on helpointa ilmaista tarkistamalla

kohtisuoruus sisdtulon avulla:
(ﬁaﬁ,n) =0< alx — ) +b(y — yo) + ¢z — 2z0) = 0.
Tama esitetddn usein standardimuodossa
T:ax+by+cz=d,

missé vakio d = axy + byg + czg. Standardimuotoisesta tason yhtélostd on helppo lukea erds normaalivektori
(a, b, c). Huomaa, ettei tasonkaan standardimuotoinen yhtilo ole yksikésitteinen, vaan se voidaan kertoa mill&
tahansa nollasta eroavalla vakiolla. Joissakin tilanteissa halutaan taso esittd kahden muuttujan funktion
kuvaajana z = f(x,y). Tam& on mahdollista silloin, kun ¢ # 0, koska silloin voidaan standardimuotoisesta
yhtdlostd ratkaista z:

a b d

Z=——x—-y+ —.
c c c

Esimerkki 6.1. Selviti, missi pisteessé suora L

leikkaa tason
T:x+y+2z=4.

Ratkaisu. Suoran L parametriesitys on (z,y,2) = (3,1,2) + ¢(2,4,3) = (3 + 2t,1 + 4¢,2 + 3t). Sijoitetaan

niamé tason 1" yhtdl6on, jolloin saadaan yhtilo

d=x+y+22z=(34+2t)+ (1 +4t)+2(2+3t) =8+ 12¢.
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Kuva 6.1: Taso, suora ja niiden leikkauspiste

Tésta ratkeaa t = —1/3. Leikkauspiste on siten
(@,9.2) = (3,1,2) +£(2,4,3) = (3+26, 1+46,231) = (3+2(—1/3), 1+4(—1/3),2+3(—1/3)) = (g _%, 1) .
Kuvassa on kuva tésté tilanteesta. Kdytetty piirto-ohjelma piirtda koordinaattiakselit kuvattua 3-
ulotteista aluetta ymparoivin suorakulmaisen sdrmion reunoille. Néin ollen namé eivit kulje yleensi origon
kautta, ja koordinaattien lukeminen vaatii hieman mielikuvitusta. Kuvassa on mukana tasosta T se osa, jolla
0 <z<3ja—-1<y < 1. Suorasta L on mukana se osa, jossa —1 < z < 3. Pinta esitetdin mustaval-
kokuvassa ruudukkona, joka yleensd ei ole lapindkyvi. Yleensd kiytadn tasavilistd jakoa z- ja y-suunnissa,
joten ‘laskemalla ruutuja’ huomaa, etti tasoa T kuvaavassa ruudukossa z- ja y-koordinaatit muuttuvat 1/6
verran siirryttéessé viereiseen ruutuun. Joissakin myShemmissé kuvissa on tarkoituksenmukaisempaa kéyt-
taé tasavilistd jakoa muille parametreille kuin zy-koordinaateille (esimerkiksi napakoordinaateille tai muille

kulmasuureille).

6.2 Kahden muuttujan funktion differentioituvuus ja tangenttitaso

Esimerkki 6.2. Miiritellddn funktio f(x,y) asettamalla f(0,0) =0 ja

fzyy) = aina, kun (z,y) # (0,0).

2 + y2
Totea, ettd funktiolla f on origossa osittaisderivaatat f5(0,0) ja f,(0,0), mutta ettd se ei ole jatkuva origossa.

Ratkaisu. Koska kaikille z € R, f(z,0) = 0 ja kaikille y € R, f(0,y) = 0, niin koordinaattiakseleilla

kyseessd on vakiofunktio nolla. Niin ollen osittaisderivaatat origossa ovat olemassa, ja f(0,0) = £,(0,0) = 0.
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Toisaalta suoralla y = = on

72

2 ra? 2

fla,y) = fz,2) =

aina, kun x # 0.

Kyseinen suora kulkee origon kautta, joten funktio f saa arvon 1/2 # f(0,0) mielivaltaisen lahelld origoa.

Néin ollen f ei ole origossa jatkuva.

Luvun alun esimerkin perusteella emme méérittele kahden muuttujan funktion differentioituvuutta pel-
kistdan osittaisderivaattojen olemassaolon perusteella, koska ehdottomasti vaadimme, ettd differentioituvuu-
desta seuraa jatkuvuus.

Yhden muuttujan funktion f(z) tapauksessa differentioituvuus (=derivoituvuus) pisteessi x = a méai-
riteltiin siten, ettéd edellytettiin funktion kuvaajan seuraavan tangenttisuoraa seuraavassa mielessi: Olkoon

b= f(a)ja k= f'(a) tangenttisuoran T : y = k(x — a) + b kulmakerroin. T&lloin yhtalo
fla+h)=f(a)+k-h+n(h)-|hl
méadrittelee funktion 7n(h), ja differentioituvuudessa vaaditaan, etta

li =0.
Lim n(h) =0

Otamme tdman malliksi, kun méérittelemme kahden muuttujan funktion f(z,y) differentioituvuuden
pisteessi P = (a,b). Oletetaan ensinnékin, ettd f on méaritelty jossakin pisteen P ympéristossa Y (P;r),r >
0. Olkoon ¢ = f(a,b). Télldin funktion kuvaajana oleva avaruuden R? pinta z = f(z,y) tietenkin kulkee
pisteen Q@ = (a,b,c) kautta. Tdmén pisteen kautta kulkee useita tasoja. Jos ki ja ko ovat mielivaltaisia
vakioita, niin

T:z=c+ki(x—a)+ke(y—0>)
on tallainen taso. Itse asiassa kaikki sellaiset pisteen @ kautta kulkevat tasot, joiden normaali ei ole z-akselia
vastaan kohtisuorassa, ovat tétd muotoa (vrt. Lineaarialgebra).

Kun (z,y) on ldhelld pistettd P = (a,b), merkitsemme x = a + h, y = b+ k, missi vektorin (h, k)
molemmat komponentit ovat pienis. Tamén vektorin pituus |(h, k)| = VA2 + k2 toteuttaa epiyhtilst

0 < max{|hl, |[k[} < [(h, k)| < [h] + [K],
ja [(h, k)| > 0, jos ainakin toinen komponenteista h, k # 0. Talloin
(a+hb+k)eY(P;r) & |(h k) <r

Vaadimme siten differentioituvalta kahden muuttujan funktiolta, ettd sen kuvaaja “seuraa ldheisesti erdsti

tasoa” seuraavan méiritelmén mukaisesti.

Maiéritelméa 6.3. Oletetaan, ettd funktio f(x,y) on méiritelty pisteen P = (a,b) ympéristossd Y (P;r).
Olkoot k; ja ko reaalisia vakioita. Kun (a + h,b+ k) € Y'(P;r), niin yhtilo

fla+h,b+k)= f(a,b) + kih + kok + n(h, k)|(h, k)|
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médrittelee funktion n(h, k). Jos

li —
o n(h,k) =0, (%)

niin sanomme, etti taso

T:z=f(a,b)+ki(x—a)+k(y—0)

on pinnan z = f(x,y) pisteeseen Q = (a,b, f(a,b)) piirretty tangenttitaso. Sanomme, etta funktio f(x,y) on
differentioituva pisteessd P, jos sen kuvaajalla on pisteessd @ jokin téllainen tangenttitaso, eli jos ehto ()

toteutuu joillakin vakioiden k1, ks € R arvoilla.

Huomautus 6.4. Aivan kuten yhden muuttujan funktion tapauksessa emme sallineet derivoituvuuden
yhteydessi kuvaajalle pystysuoraa tangenttia (vaikka sallimmekin sen esimerkiksi parametrimuotoiselle tai
implisiittisesti annetulle kdyralle), niin emme tissikiddn yhteydessa salli sellaista tangenttitasoa, jonka nor-
maali olisi kohtisuorassa z-akselia vastaan. Parametrimuodossa tai implisiittisesti annetulle pinnalle tillainen
tangenttitaso on kuitenkin luonnollista sallia (esimerkiksi pallopinnan péivintasaajalla olevassa pisteessi).

Tangenttitaso on silloin vain méiriteltiva hieman toisin.

On kuitenkin odotettavissa, ettd funktion differentioituvuus ldheisesti liittyy osittaisderivaattoihin. Osoit-
tautuu, ettd osittaisderivaattojen jatkuvuus (kahden muuttujan funktioina) on riittavi (mutta ei valttdmé-

ton) ehto differentioituvuudelle.

Lause 6.5. Oletetaan, ettd funktiolla f(x,y) on pisteen P = (a,b) ympdristossé Y =Y (P;r),r > 0 olemassa
jatkuvat osittaisderivaatat f, ja f,. Tdlloin funktio f on differentioituva pisteessi P, ja differentioituvuuden

mdaaritelmdssd esiintyvdt vakiot k1 ja ko saadaan osittaisderivaatoista

_of _of
kl - ox (aa b)a k2 - ay (av b)
Erityisesti siis tangenttitason T yhtdloksi tulee talléin
af af
T . — = — _ _7 _ .
= ) = F@b) @ —a)+ Fab) =)

Todistus. Kiinnitetdén ensin hetkeksi erotusvektori (h, k). Oletetaan, ettd |(h, k)| < r. Kirjoitetaan erotus

fla+ h,b+ k) — f(a,b) muodossa
fla+hb+k)— fla,b) = [f(a+h,b+k) — fla+hb)] + [fla+hb)— f(a,b)].

Arvioimme téssd kumpaakin hakasulkulauseketta erikseen kiiyttden hyviksi yhden muuttujan funktion dif-
ferentiaalilaskennan viliarvolausetta (=DVAL). Ensimmaisessé hakasulkulausekkeessa on muuttujan z pai-
kalla koko ajan x = a + h. Tutkimme siis apufunktiota g(y) = f(a + h,y), joka on oletustemme nojalla
jatkuvasti derivoituva valilld y € [b, b+ k| (tai valilla [b+ k, b], jos k < 0). Néin ollen DVALin nojalla lukujen

nolla ja k vélilla on sellainen luku &, etté
flat+hb+ k)= flathb)=gb+k)—gb)=k-g'(b+ &) =kfyla+hb+&).
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Vastaavasti jalkimmaéisessd hakasulkulausekkeessa on y = b, joten kiytdmme apufunktiota s(z) = f(x,b),
joka sekin on oletustemme nojalla jatkuvasti derivoituva valilld € [a, a + k] (tai valilla [a + h, a], jos h < 0).

Niin ollen DVALin mukaan lukujen nolla ja h vililld on sellainen luku &, etté
f(a+ hvb) - f(avb) = S(a + h) - S(a) =h- Sl(a + 52) = hfa:(a +§2;b)'
Yhdistdmalld ndmé tulokset saamme, etti

|f(a+h,b+k)— f(a,b) — fu(a,b)h — fy(a,b)k| = R(h, k),

missa
R(h7 k) = |(fl(a + §27 b) - fﬂc(aa b))h + (fy(a + h7 b+ 51) - fy(a7 b))kl

< [fala +&,0) = fo(a, 0)] [B] + [ fy(a+h,b+ &) — fy(a,b)] |K|

< (fz(a 4 &2,0) = fala,b)| + [fy(a +h, b+ &) = fy(a, b)]) [(R, K)].
Valitaan ki = fr(a,b), k2 = fy(a,b), jolloin R(h, k) = n(h, k)|(h,k)|. Kun (h,k) — (0,0), niin &,£2 — 0 ja

funktioiden f, ja f, jatkuvuuden nojalla f;(a + &2,0) — fz(a,b) = k1 ja fy(a + h,b+ &) — fy(a,b), joten

esitetyn yldrajan pakottamana
R(h, k)

)

n(ha k) -

Huomautus 6.6. Pisteeseen (a,b, f(a,b)) piirretyn tangenttitason normaalivektoriksi saadaan siten

n= (_fx(av b), _fy(aa b)? 1).

Mielivaltainen vektori (71,2, 73) € R? on yhdensuuntainen vektorin (x1/z3,22/x3,1) kanssa, jos z = x3 #
0. Taso méirdytyy, kun tunnetaan sen yksi piste sekdi sen normaalivektorin suunta (eli vektori skalaari-
kerrointa vaille). Néin ollen tangenttitason méafdrddmisen kannalta ei ole valttdmé&tontd, ettd normaalin z-

komponentti on yksi. Hyddynndmme téatd vapautta myShemmin tutkiessamme implisiittistd derivointia.

Lauseen [6.5] tilanne on mukavin tapa todeta tutkittavan funktion differentioituvuus. Jos funktio on diffe-
rentioituva jossakin alueessa (kisite joka maaritelladn tdsméllisesti kurssilla UMF'), niin funktion kuvaajana
saatava pinta on siled, ts. siiné ei ole reikié, laskoksia eiki repedmié. Differentioituvuus yksittdisessé pisteessé

sallii seuraavan esimerkin kaltaisia tilanteita.

Esimerkki 6.7. Osoita, ettd funktio f(z,y) = x+/|y| ei ole differentioituva pisteissi (z,0), x # 0, mutta on

differentioituva muualla, erityisesti pisteessi (0, 0).

Ratkaisu. Nyt f, = /|y| ja fy = xsgny/2+/|y|, kun y # 0. Ndm& ovat jatkuvia pisteessd (x,y) kunhan
y # 0, joten differentioituvuus naissi pisteissd seuraa Lauseesta [6.5]

Kasitellddn seuraavaksi origo, joten (a,b) = (0,0). Koska |(h, k)| > |h|, niin |h|/|(h, k)| < 1, ja

Sk | 1RITR]
0§‘|<h k>|' o) | < VI
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Kuva 6.2: Funktio f(z,y) = z+/|y| kuvaaja.

Kun (h,k) — (0,0), niin ndemme, ettd differentioituvuusehto toteutuu, kun k1 = ko = 0 jolloin n(h, k) =
f(hk)/| (R, K.

Kiinnitetdén sitten « # 0 ja asetetaan (a,b) = (z,0). Tehdddn vastaoletus, ettid olisi olemassa diffe-
rentioituvuuden maaritelman edellyttdmait vakiot ki ja ko. Asetetaan h = 0,k # 0, jolloin |(h, k)| = |k|.

Nyt
flx+h k)= f(z,k) = 2/]k| = f(2,0) + k1 - h+ ko - k+7(h, k)| (h, k)| = 0+ ko - k 4+ (0, k) |k,

misté ratkeaa
v/ k| — kok
SAVAL BT — kasgn (k).

Talla ei selvéstikidn ole raja-arvona nollaa, kun & — 0 riippumatta vakion ky arvon valinnasta, koska

x/+/]k| — foo z-koordinaatin merkisté riippuen.

Kuvassal6.2lon kyseisen funktion kuvaaja. Siina ‘koordinaattiakselit’ on piirretty pinnan osaa ympéaroivin
3-ulotteisen laatikon sdrmille, joten ne eivit leikkaa origossa. Sekd z- ettid y-koordinaatin vaihteluvili on
[—1, 1]. Huomaamme, etti pinnassa on selkeé laskos suoran y = 0 yldpuolella, mutta pinta ‘silida hetkellisesti’

origon l&histolla.

Esimerkki 6.8. Piste Q = (2,3,6) on funktion f(z,y) = /49 — 22 — y2 kuvaajalla (=ylempi puolikas
origokeskisesta 7-sdteisestd pallosta, ks. Kuva[6.3). Maérda kyseisen pallopinnan pisteeseen ) piirretyn tan-

genttitason yhtald.
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Kuva 6.3: Funktio f(z,y) = 1/49 — 22 — y? kuvaajan pisteeseen Q = (2,3, 6) piirretty tangenttitaso.

Ratkaisu. Koska pisteen P = (2,3) lahella nelidjuuren alla oleva lauseke on positiivinen, on funktiolla f
jossakin pisteen P ymparistdssa jatkuvat osittaisderivaatat, ja voimme kiyttda Lauseen tulosta. Nyt

of T . of Y

= ja =,
Ox V49 — 2?2 — g2 ! oy V49 — 2?2 — g2
joten f;(2,3) =—-2/6 =—1/3 ja f,(2,3) = —3/6 = —1/2. Tangenttitason yhtaloksi saadaan siten

1 1
T:z76:f§(x72)f§(y73)¢>2x+3y+62:49.

Kuvassa 6.3l on tangenttitaso piirretty ldpikuultavana ristikkona. Pallopintaa on siind hahmoteltu ‘leveyspii-

rien’ ja ‘pituuspiirien’ avulla.

Yhden muuttujan funktion tapauksessa arvioimme differentiaalien avulla funktion arvon muutosta, kun
muuttujan arvo muuttui vihén (tai virheanalyysissa kun muuttujan arvoa ei tunnettu tarkasti). Ideana oli,
ettd funktion kuvaaja, ja tangenttisuora pysyivit ldhelld toisiaan, kunhan muutos oli pieni. Kahden muut-
tujan funktion tapauksessa luonnollinen analogia on perustaa likiarvo siihen, ettd funktion kuvaaja pysytte-
lee tangenttitason ldheisyydessi. Oletamme, etté funktio f osittaisderivaattoineen on jatkuva. M&aritellian

funktion f(z,y) ns. kokonaisdifferentiaali df pisteessé (x,y) seuraavasti

Jos tésséd vertailupisteestd (z,y) siirrytddn 15helld olevaan pisteeseen (z + Ax,y + Ay), niin funktion

arvon muutosta
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voidaan approksimoida kokonaisdifferentiaalin avulla

Af =df = fo(x,y) Az + fy(z,y) Ay,

silld t&lloin tehtéva virhe on Af — df = n(Az, Ay)|(Az, Ay)|. Jos tissi ainakin toinen osittaisderivaatoista
# 0, niin differentioituvuusoletuksen (n(Az, Ay) — 0) seurauksena |Af — df|/|Af| — 0, kun (Az, Ay) —
(0,0). Kuten yhden muuttujan tapauksessa Az = dx, Ay = dy.

Kokonaisdifferentiaali yleistyy suoraviivaisella tavalla kolmen tai useamman muuttujan funktiolle. Jos

f = f(z,y, z) on osittaisderivaattoineen jatkuva, mééritelldin

df = fo(z,y,2)dz + fy(2,y,2) dy + f.(z,y,2) dz.
Kokonaisdifferentiaalia voidaan tdlloin kiyttda funktion arvon muutoksen arviointiin vastaavalla tavalla.

Esimerkki 6.9. Jos suorakulmaisen kolmion kateetit ovat pituuksiltaan z ja y, niin sen hypotenuusan
pituus on Pythagoraan lauseen mukaisesti f(z,y) = y/z2 + y2. Kun (z,y) = (8,6) saadaan hypotenuusan
pituudeksi f(8,6) = 10. Arvioi kokonaisdifferentiaalin df avulla hypotenuusan pituuden muutosta, jos toinen
kateetti kasvaa 8 — 8,1 ja toinen kateetti lyhenee 6 — 5,8. Vertaa taté todelliseen hypotenuusan pituuden
muutokseen Af.

Ratkaisu. Nyt
of _ x of Yy

0r /22t y? oy 2 r2
Pisteessd (z,y) = (8,6) néilld on arvot f,(8,6) = 8/10 = 4/5 ja f,(8,6) = 6/10 = 3/5. Kokonaisdifferenti-
aalin avulla saadaan

4 3
df = 2 0.1+ 2 (-02) =008 0,12 = ~0,04.

Talla kertaa
Af=f(8,1,58)— f(8,6)= 996423 — 10 = —0,03577.

Funktion arvon muutos arvioitiin siis noin 10% liian suureksi. Muutoksen arvion suhteellista tarkkuutta talla

kertaa heikensi se, ettd samaa suuruusluokkaa olevia termeji vihennettiin toisistaan.

Suhteelliselle virheelle A f/f saadaan vastaavat arviot logaritmista derivointia kiyttden:

ﬁ%ﬁ:d(lnf):&dx—i-&dy.

7 f f

N&itd menetelmid mittaustuloksista riippuvien suureiden tarkkuutta analysoitaessa on muistettava, etté
yleensé mahdollisen virheen etumerkkié ei tiedetd, ainoastaan yliraja sen suuruudelle. Tall6in on kiytettiava

itseisarvoja ja kolmioepayhtéloa kokonaisdifferentiaalin eri termejé yhdistettdessa.

Esimerkki 6.10. Kun sihkévastuksen (resistanssi R) lipi kulkee virta I, kulutetaan tehoa P = I*R.
Milla tarkkuudella tehonkulutus saadaan laskettua, jos virta voidaan mitata 2% tarkkuudella, ja vastuksen

valmistaja on taannut resistanssille tarkkuuden 5%?7
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Ratkaisu. Logaritmisella derivoinnilla saadaan

P I
d? =d(InP)=d2InI+InR)=2d(Inl)+d(InR) = QdT + %

Nyt dR/R = £5% ja dI/I = £2%. Pahimmassa tapauksessa (johon meidén on varauduttava) néilld suhteel-

lisilla virheilld on sama etumerkki, joten

—l<2|=+ =] = 9%.
P‘Q'I 'R 9%

6.3 Yhdistetyn funktion derivointi, kahden muuttujan funktion ket-
jusaanto

Yhden muuttujan funktiota y = y(z), missd muuttuja © = x(t), derivaatta muuttujan ¢ suhteen saadaan
ketjusdannon (Analyysi I) mukaan
dy dy dz

dt — dx dt’

Kahden (tai useamman) muuttujan funktion tapauksessa tilanne on hiukan monimutkaisempi, sillé yleisem-
méssd tilanteessa funktion z = z(z,y) kumpikin muuttuja riippuu uudesta muuttujasta t, eli z = z(t),y =
y(t).
Lause 6.11. (Ketjusdiints) Oletetaan, etti funktio z(x,y) on tarkastelualueella osittaisderivaattoinen jat-
kuva, ja ettd x = x(t) ja y = y(t) ovat muuttujan t vaihteluvdlilli derivoituvia funktioita. Tdlloin yhdistetty
funktio z = z(z(t),y(t)) = z(t) on derivoituva, ja sen derivaatta on

d: 0z do 0z dy

dt 0Ox dt Oy dt’
Todistus. Tasmaéllinen todistus esitetdiin yleisessd tilanteessa kurssilla Usean muuttujan funktiot, joten
tyydymme hieman epédtdsmailliseen, kuvailevaan perusteluun.

Annetaan muuttujalle ¢ muutos At ja merkitddn vastaavia muuttujien x ja y muutoksia Ax ja Ay.

Lauseen mukaan talléin

0z 0z
Az = e Az + oy Ay + n(Az, Ay)|(Azx, Ay)|.
Jakamalla timi puolittain muutoksella At saadaan
Az 0z Ax 0z Ay |(Ax, Ay)]
At 9 At oy A T MATAYT—

Kun sitten annamme At — 0, niin Az/At — da/dt ja Ay/At — dy/dt. Erityisesti siis |(Az, Ay)| — 0, ja
|(Ax, Ay)|/|At| pysyy rajoitettuna, joten funktiota n koskevan oletuksen nojalla yht&lon oikea puoli lahestyy
raja-arvonaan lukua (0z/0x)(dx/dt) + (0z/0y)(dy/dt). Viite seuraa. O

Taméin seurauksena saamme seuraavan tuloksen, joka kisittelee sitd tilannetta, jossa sekd = ettd y riip-

puvatkin kahdesta uudesta muuttujasta u ja v.
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Seuraus 6.12. (Ketjusiintd) Oletetaan, ettd funktio z = z(x,y) on tarkastelualueella osittaisderivaaatoinen
jatkuva, ja samoin funktiot x = x(u,v), y = y(u,v). Talldin yhdistetty funktio z = z(x(u,v), y(u,v)) = z(u,v)

on differentioituva, ja sen osittaisderivaatat saadaan lausekkeista

0: _ 02 on 02 iy
ou  Odr Ou Oy Ou’
o _ O br o by
v Ox Ov Oy v

Todistus. Yhdistetyn funktion z(u,v) osittaisderivaatta w:n suhteen saadaan pitdmaélla toista muuttujaa v
vakiona. Tdma4 tilanne kisiteltiin ketjusdinnon edellisessi versiossa. Osittaisderivaattojen lausekkeet saavat
siten edellisen Lauseen seurauksena viitetyn muodon. Koska ne ovat oletusten mukaan jatkuvia funktioita,

yhdistetyn funktion differentioituvuus seuraa Lauseesta [6.5 O

Huomautus 6.13. Edellisen Seurauksen esittdmat kaavat yhdistetyn funktion osittaisderivaatoille voidaan

esittdd myG6s matriisitulona

Ox Ox
0z 0z\ [0z 0z ou v
<%5><%0_y) 9y Oy
Ou Ov

Téassd muodossa ketjusdanto yleistyy kaikkein mukavimmin tutkittaessa useamman kuin kahden funktion

yhdistettya funktiota.
Esimerkki 6.14. Laske funktion z(¢) = t* derivaatta dz/dt ketjusdéinnon avulla.

Ratkaisu. Havaitsemme, ettd z(¢) voidaan kisitelld yhdistettyné funktiona z(xz(t), y(t)), missé z(x,y) = ¥,

x=uz(t) =tjay=y(t) =t Talldin
— =qyx¥", — =Inz-aY, ja dx/dt =dy/dt = 1.

Ketjusdannon mukaan sitten

dz dx dy _
% w0, y(0) - S ), y(0) - L=t gt = (14 o)

Kurssilla Analyysi I miaritimme tdmén derivaatan toisin kiiyttien logaritmista derivointia.

Esimerkki 6.15. Tunturin (huippu origossa) korkeus (kilometreind) pisteessé (x,y) on

1
1+ +ay+y?

h(x,y)

Tunturia kiertdd vaellusreitti v(t) = (x(¢),y(¢)), missd x = z(t) = cost, y = y(t) = sint ja t € [0, 27]. Etsi
reitin korkein ja matalin kohta.
Ratkaisu. Haluamme selvittad yhdistetyn funktion h(y(t)) = h(z(t),y(t)) derivaatan nollakohdat. Nyt

Oh 2+ vy Oh x4+ 2y
or (1422 +zy+y2)?’ oy  (1+22+ay+y2)?
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Nimittéijissé esiintyvi lauseke ¢(z,y) = 1 + 2% + 2y + y? saa pisteessi y(t) arvon
: 2 . .92 ]. .
q(t) = g(cost,sint) = 14 cos“t + costsint + sin“t = 2 + 5 sin 2t.

Derivaataksi tulee siten

(2cost +sint)sint — (cost + 2sint) cost cos 2t

ha ((t))(—sint) + hy (y(t)) cost = q(t)? - (2+ % sin 2t)2 '

dh _
dt

N&hd&én, ettd dh/dt = 0 < cos2t = 0 eli kun ¢t = 7/4,37/4,57/4 tai 7w/4. Sijoittamalla ndméi arvot
saadaan h(y(w/4)) = h(y(57/4)) = 1/(2+ 3) = 2/5 ja h(v(37/4)) = h(y(Tn/4)) = 1/(2 — 3) = 2/3. Koska
h(v(0)) = h(y(27)) = 1/2 ndhdaian, etta reitin korkeimmat kohdat ovat korkeudella 2/3 vastaten parametrin
t arvoja t1 = 3w /4 ja to = 7w /4, ja reitin matalimmat kohdat ovat korkeudella 2/5 vastaten parametrin
arvoja t3 = /4 ja ty = 5n /4.

Taméa tehtdva voitaisiin ratkaista myds suoremmin etsimélld parametrin ¢ funktion h(y(t)) suurin ja

pienin arvo vélilla ¢ € [0, 27] kurssin Analyysi I menetelmin.

Huomautus 6.16. Ketjusdintd yleistyy luonnollisella tavalla kolmen tai useamman muuttujan funktion
tapaukseen. Jos esimerkiksi F'(z,y,z) on muuttujien zyz funktio, ja kukin ndistd muuttujista on uuden
muuttujan v funktio: © = z(u), y = y(u), z = z(u), niin yhdistettyna funktiona saadun funktion G(u) =

F(z(u),y(u), z(u)) derivaatalle saadaan lauseke

dG _OF dz OF dy OF dz

du  Or du Oy du 0z du’
Tilla ketjusddnnolld on seuraava tulkinta. Funktion G(u) arvo muuttuu muuttujan w arvon muuttuessa

kolmesta eri syysté: funktion F(z,y, z) arvo muuttuu, koska sen jokaisen muuttujan z, y, z arvot muuttuvat

u:n muutoksen seurauksena. Esitetty ketjusdinto yksinkertaisesti laskee ndiden muutosten yhteisvaikutuksen.

e ee o

6.4 Implisiittisesti miiritelty pinta avaruudessa R?

Kurssilla Analyysi I tutkimme implisiittisesti maarattyd tasokiyrdd eli kdyrdd, joka madrdytyi yhtalon
F(z,y) = 0 ratkaisujoukkona. Silloin implisiittifunktiolause tarjosi tyokalun méarata téllaisen kiyrédn an-
nettuun pisteeseen piirretyn tangentin kulmakerroin (eli laskea implisiittisesti mééritellyn funktion deri-
vaatta). Sama tyokalu on tarjolla 3-ulotteisessa avaruudessa. Tulemme nikeméin implisiittifunktiolauseesta
kaksi versiota. Tassd pykélissi kisittelemme yhden yhtdlon madrdaméan pistejoukon pinnan tapausta, ja

myShemmaéssé pykilidssd yhtiloparin madrdaman kdyrdn tapausta.

Lause 6.17. (Implisiittifunktiolause) Oletetaan, ettd funktio F(x,y,z) on osittaisderivaattoineen jatkuva
tarkastelualueella, ja oletetaan, ettd funktio F' havidd pisteessa P = (o, Yo, 20). Jos lisiksi OF/0z(P) # 0,
niin on olemassa sellaiset positiiviset luvut 65,0y,6, jo sellainen joukossa S = (xg — 0z, 0 + 0z) X (Yo —

8y, Yo + 0y) mddritelty funktio f = f(x,y) : S — (20 — 62,20 + ), ettd
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e joukossa S X (2o — 8,20+ 0,) on voimassa
Fz,y,2) =0 <= 2= f(z,y),

eli kutakin joukon S pistettd (x,y) kohti yhtdlélld F(x,y,z) = 0 on yksi ja vain yksi ratkaisu z = f(x,y)
valilla z € (z0 — 02,20 + 02),

e funktiolla f(x,y) on joukossa S jatkuvat osittaisderivaatat, ja niiden arvot pisteessd (xq,yo) saadaan

lausekkeista
of F.(P) of Fy(P)

%(fco’yo):*FZ(P)a a—y(fﬂo,yo):*Fz(P)-

Todistus. Esitetain myShemmilld kursseilla. Huomataan kuitenkin, etté jos funktio f(z,y) toteuttaa kaikille
(x,y) € S yhtalon

F(z,y, f(z,y)) =0,
niin osittaisderivoimalla tdm& yhtdlo puolittain muuttujan x suhteen saadaan ketjusdinnén seurauksena

pisteessa (2o, o)

Fy (20,90, f(x0,90)) - 1 + Fy(x0, %0, f(x0,50)) - 0+ F. (20, Y0, f(x0,y0)) - f2(x0,y0) = 0,

misté osittaisderivaatalle f,(zo,yo) saadaan viitetty lauseke. Osittaisderivoimalla muuttujan y suhteen saa-

daan vastaavasti osittaisderivaatta f,(zo,yo) ratkaistua esitetyssd muodossa. O

Esimerkki 6.18. Piste P = (1,0, 1) on yhtilon
F(x,y,2) =2xy +yz+2z2 —1=0

midrddmalld pinnalla. Nyt F, = y + 22z, joten F,(P) =0+2-1-1 = 2 # 0, ja implisiittifunktiolauseen
nojalla tdm# pinta on pisteen P sopivassa ympéristossi eréfin funktion f(z,y) kuvaaja. Koska F, = 2y + 22
ja Fy = 2z + z, funktion f osittaisderivaatoiksi saadaan

TP 1 N ), F(P) _ 3

7 ):_FZ(P) T ay(’ ):_FZ(P) T

Huomautus 6.19. Jos meille on annettu osittaisderivaattoineen jatkuva funktio f(x,y), niin soveltamalla
implisiittifunktiolausetta pisteessia P = (xq, Yo, f (20, yo)) funktioon F(z,y, z) = z— f(x,y) saadaan tietenkin

ratkaisuksi alkuperdinen funktio f(x,y). Derivaatatkin ovat samat, sillé tdlléin F, = —fo, F, = —f,, F, = 1.

Huomautus 6.20. Implisiittisesti mééritellyn pinnan F(z,y,z) = 0 pisteeseen P = (g, 4o, z0) piirretyn
tangenttitason normaalivektoriksi saadaan

F.(P) F,(P)

n= (7fz(1'0ay0)’7fy(m0’y0)71) - (FZ(P)’ FZ(P)’

1).

Koska oletuksenamme oli, ettd F,(P) # 0, ndemme, ettd vektori n on yhdensuuntainen funktion F pisteessi

P lasketun ns. gradientin

grad F(P) = (Fy(P), F,(P), F.(P)) € R?
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kanssa, silld selvisti grad F/(P) = F,(P)n. Itse asiassa gradientti on luontevampi valinta pinnan F(z,y,z) =0
tangenttitason normaaliksi. TAmé& siitd syystd, ettd kunhan grad F(P) # (0,0,0), niin se antaa halutun
normaalin, vaikka olisikin F.(P) = 0. Kunhan jokin osittaisderivaatoista ei hivia pisteessd P, niin impli-
siittifunktiolauseen mukaan kyseinen koordinaatti voidaan sopivassa ympéristossé ratkaista kahden muun
differentioituvana funktiona, jolloin tangenttitaso voidaan muodostaa (muuttujien roolien vaihtaminen ei
tietenkddn vaikuta). Vertaa tilannetta siihen tasokiyrien implisiittisessé derivoinnissa vastaan tulleeseen ti-
lanteeseen, jossa pystysuoran tangenttisuoran tapauksessa vaihdettiin koordinaattien roolit (z olikin y:n

funktio, eikd pain vastoin kuten yleensd). Gradientille kiytetdin usein myos merkintdd VF(P).

Huomautus 6.21. Implisiittifunktiolauseen eri muodoille on yhteistd se, ettd ne yleistivit lineaarialgebran
kurssilla esitettyd lineaaris(t)en yhtalé(ryhmie)n ratkaisujen teoriaa. Jos F(z,y, z) onkin lineaarinen funktio,

niin yhtalo F(z,y,z) = 0 on muotoa
F(z,y,z) =ax+by+cz—d=0.

Jos tissid ¢ = F, # 0, niin yhtélostd voidaan (télla kertaa jopa rajoittumatta pieneen laatikkoon) ratkaista

muuttuja z muiden funktiona:

d a b

Z:f(ﬂ%y):E*EfE*EZL

Tassd Fy = a, F, = b ja selvésti f, = —a/c= —F,/F,, f, = —b/c=—F,/F..
Esimerkki 6.22. Ratkaistaan uudestaan Esimerkin tehtéva gradienttia kayttaen.
Ratkaisu. Kyseinen pallopinta voidaan implisiittisesti esittdd yhtalon

F(x,y,2) =2 +9y°>+2°—49=0

ratkaisujen joukkona. Nyt
grad F' = (2x, 2y, 2z),

joten pisteessd P = (2,3, 6) laskettu gradientti grad F'(P) on yhdensuuntainen vektorin (2, 3, 6) kanssa. Néin

ollen tangenttitason yhtéloksi tulee

2(r—2)+3(y—3)+6(z—6) =0« 2z + 3y + 62 = 49.

6.5 Kaiyristi avaruudessa R?

Kisittelemme ensin parametrimuodossa annettua kiyrda. Talloin jokainen kolmesta koordinaatista annetaan

parametrin ¢ funktiona: P = (z,y,2),z = x(t),y = y(t),z = z(t). Usein parametrin ¢ arvojoukko rajataan
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Kuva 6.4: Kéyrédn pisteeseen P, piirretyn tangentin t suunta saadaan vektorin Py P /At raja-arvona.

sopivaksi véliksi. Kiinnitetdan parametrille arvo ¢t = ¢, ja sitd vastaava piste Py = (z(to), y(to), 2(t9)). Olkoon

P sitten mielivaltainen piste, joka saadaan, kun t = ¢ty + At. T&ll6in erotusosamédrivektori

FoP _ (a(to + At),y(to + At), 2(to + A1) — (x(to), y(to), =(tn))
At At

on vektorin ﬁ suuntainen, ja kiintyy kiyrin pisteeseen Py piirretyn tangentin suuntaiseksi, kun At — 0
(vertaa Kuvaan [6.4).

Kun oletamme, ettd funktiot x(t),y(t), z(¢) ovat kaikki derivoituvia, niin erotusosaméirivektorin raja-
arvosta saadaan tangentin suuntavektoriksi

t= lim (z(to + At), y(to + At), ,z(toAJtr At)) — (x(to), y(to), 2(to)) _ (& (to), 3/ (to). 2 (t0))-

Néin ollen kiyrdn tangenttisuoran yhtéloksi saadaan

x—x(to) y—ylto) z—z(t)
' (to) y'(to) 2'(to)

Huomautus 6.23. Kuten aina 3-ulotteisen avaruuden suoran yhtdlon tapauksessa, jos jokin suuntavekto-

rin komponenteista hévidé, niin kyseinen koordinaatti pysyy vakiona. Jos siis esimerkiksi z'(¢g) = 0, niin

T = Yt s = #(t)

Tangentin madradmisen kannalta pulmallinen tilanne syntyy, jos kohdassa t = ¢y kaikkien koordinaattien

tangenttisuoran yhtéloksi tuleekin

derivaatat havidvat: z'(tg) = y'(to) = 2'(to) = 0. Tilanne voi korjautua vaihtamalla toiseen parametriin,

mutta voi olla my6s, ettd kiyrilla on kyseisessa pisteessi kiirki tai jokin muu episddnnollisyys.

Esimerkki 6.24. Niin sanotulle heliz-kdyrdlld eli ruuwvikierteelld (ks. Kuva[6.5) on parametrisointi

x(t) = cost, y(t) = sint, z(t) = z/2m.
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Kuva 6.5: Helix-kiyra

Magras tamén kiyran pisteeseen Py = P(t = 5m/4) piirretyn tangentin suuntavektori.

Ratkaisu. Suoraan derivoimalla saadaan
t = (—sint,cost, 1/27) = (1/V2,—1/v/2,1/2x).

Tama vastaa KuvastalG.5lsaatavaa mielikuvaa, jonka mukaan liikuttaessa ruuvikéiyrid parametrin ¢ kasvavaan
suuntaan pisteessd Py menn#dédn hieman ylospiin z’(57/4) > 0, hieman vasemmalle y'(57/4) < 0 ja kohti

katsojaa 2’ (5m/4) > 0 (kuvan koordinaattiakselien asentoja mukaillen).

Joskus kiyrd annetaan siten, ettid yksi koordinaateista xyz hoitaa parametrin roolin. Esimerkiksi kiyré
madraytyy, kun tiedetddn, ettd y = y(x) ja z = z(x). Oletetaan, ettd ndma funktiot ovat derivoituvia. T&ll6in

arvoa r = x( vastaavaan kiyrin pisteeseen piirretyn tangentin suuntavektoriksi tulee

dy dz
t = (1, - (20), = (20)).
(1, %2 (), < (a0)
Samaan tulokseen paddytdin myos toista kautta. Jos kohdassa t = tg on 2/(t9) # 0, ja z(t) on jatkuvasti

derivoituva, niin ki#nteisfunktiolauseen nojalla pisteen ¢y sopivassa ympéristossd voidaan yhtdlo z = x(¢)
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ratkaista muotoon ¢ = ¢(x). Talloin dt/dx = 1/2'(t) ja ottamalla z-koordinaatti uudeksi parametriksi saa-

daan
dy _dy dt () o dz )

de — dt dz /() dr  2'(t)’

Pisteissd © = g = x(tg), t = to laskettujen tangenttivektorien vililld on yhteys

dy dz 1 / / l
(1, ﬂ(m)’ %(300)) = m(ﬂc (o), ' (t0), 2’ (o)),

eli ne ovat yhdensuuntaisia (miké riittdékin). Muukin (bijektiivinen) parametrin vaihto johtaa samaan tu-
lokseen. Vertaa tité tarkastelua myds sithen, miké tehtiin kurssilla Analyysi I, kun parametrimuodossa an-
netun tasokiyrin derivaatan lauseke perusteltiin samanhenkisesti kiiyttden funktion x(t) kidnteisfunktion
derivaatan kaavaa.

Tarkastelemme seuraavaksi tapausta, missé kiyrd on maaritelty kahden implisiittisesti méaritellyn pin-
nan F(z,y,z) = 0 ja G(x,y,z) = 0 leikkauksena. Jotta muodostuva pistejoukko olisi kiyrd, eivit ndma
kaksi pintaa saa olla toisiinsa ndhden aivan missi asennossa tahansa. Taaskaan emme pysty télla kurssilla
todistamaan sopivaa implisiittifunktiolauseen muotoa, vaan tyydymme tuloksen kuvailuun ja muutamaan
valaisevaan esimerkkiin.

Mielikuvan saamiseksi tarkastelemme ensin kahden tason leikkausta eli yhtiloparin

F(x7yaz) = F1I+F2y+F3Z+FO = O7 (*)
G($,y,2) = G1I+G2Q+G3Z+G0 = 0.

ratkaisujen joukkoa (kerraten Lineaarialgebran kurssin materiaalia tiltd osin). Jos tdssd normaalivektorit
np = (F1, F», F3) ja ng = (G1,G2,G3) ovat yhdensuuntaisia, niin tilanne on poikkeuksellinen: tasot ovat
yvhdensuuntaisia, jolloin ne joko yhtyvit tdysin tai niiden leikkausjoukko on tyhji. Tyypillisemmin normaalit
eivit ole yhdensuuntaisia, ja tilloin tasojen leikkausjoukko on erds suora. Kyseisen suoran suuntavektori t
on talloin kohtisuorassa kummankin leikkaavan tason normaalia vastaan. Niin ollen se on yhdensuuntainen

niiden ristitulon kanssa:
t= ng X ng = (F2G3 — G2F3,F3G1 — F1G3,F1G2 — FQGl).

Lineaaristen yhtiloryhmien teoriaa tunteville lukijoille voidaan selittdd myoOs, miten ristitulon kertoimet

nakyvit yhtiloparin (%) ratkaisussa. Oletetaan, ettd FoGs — G2 F3 # 0. Talloin matriisi

([ F F3
(e a)

on sdannollinen, eli sille 16ytyy ki&nteismatriisi

Al 1 Gs —F3
F,Gs — F3Gy \ —G2 F» )7

Yhtélopari (%) voidaan esittdd matriisiyht&loné
Al V) _ Fix+ Fy
z ) Giz+ Gy )

137



Néin ollen ehdolla F5G5— F5G2 = det A # 0 voidaan yhtéloparista () ratkaista y ja z muuttujan 2 funktiona

seuraavasti:
Y\ _ _y1( Bzt lo
z Gix + Gy ’
eli
_ (F1G3 — F3G1)£E + (F()Gg — FgGo)
Y FLGs — F3Go ’
P (FQGl — FlGQ)I + (F2G0 — FQGQ)
FrGs — F3Go ’

Yleisempien pintojen tapauksessa implisiittifunktiolause sanoo sitten samaa, kunhan tason normaali kor-

vataan leikkauspisteessd lasketulla gradientilla. Todistus sivuutetaan.

Lause 6.25. (Implisiittifunktiolause) Oletetaan, etti funktiot F(x,y,z) jo G(x,y,z) ovat osittaisderivaat-
toineen jatkuvia tarkastelualueella, ja oletetaan, etti funktiot F ja G havidvdt pisteessc P = (xq, Yo, 20).

Merkitaan
grad F'(P) = (Fy, F», F3), grad G(P) = (G1, G2, G3).

Jos ristitulon (F1, Fy, F3) x (G1,G2,G3) ensimmdinen komponentti FoGs — F3Go # 0, niin on olemassa
sellaiset positiiviset luvut 05,0y, 05, ja sellaiset vililld I = (xg — 0z, o + 02) mddritellyt funktiot fo(x) : I —

(Yo — Oy, 40 + 0y), fa(x) : I — (20 — 02,20 +02), ettd

o joukon (zo — 6z, %0 + 0z) X (Yo — 0y, Yo + dy) X (20 — 2,20 + 9,) piste P' = (x,y,z) on yhtdloparin
F(z,y,2) = G(z,y, 2) = 0 ratkaisu silloin ja vain silloin, kun y = fa(x) ja z = f3(z),

o funktiot f2(x) ja fs(x) ovat vdlilld I derivoituvia, ja pisteessi (xo) derivaatoilla on lausekkeet

i) = G - FGy
2400 F,Gs — F3Gy’
Gy - Fi1Gy

/ — - - - =
filw) = ~RaT"RG,

Huomautus 6.26. Kuten implisiittifunktiolauseen aikaisemmissakin versioissa, tdssd voidaan muuttujien
roolia vaihtaa. Jos siis gradienttien ristitulon toinen (vast. kolmas) komponentti # 0, niin muut kaksi koor-
dinaattia voidaan ratkaista toisen (vast. kolmannen) derivoituvina funktioina, kunhan tarkastelu rajataan

annetun ratkaisupisteen P tarpeeksi pieneen ymparistoon.

Esimerkki 6.27. Lieridpinnat 22 + y? = 8 ja 22 + 22 = 5 leikkaavat toisensa pisteessi P = (2,2,1). Totea
implisiittifunktiolauseen avulla, ettd pisteen P lihelld leikkausjoukko on kiyréd (tdmé on ilmeistd Kuvan

perusteella), ja médrii kyseisen kiyrin pisteeseen P piirretyn tangentin suunta.

Ratkaisu. Tilli kertaa F(z,y,2) = 2% + y? — 8 ja G(x,y,2) = 2® + 22 — 5. Piste P on yhtéldparin

?+y* =8 = 0
2 +22-5 = 0
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Kuva 6.6: Lierididen 22 + y? = 8 ja 22 + 22 = 5 leikkauskiiyrs ja sen piste P = (2,2, 1)

ratkaisu, sillii F(2,2,1) =22 +22 -8 =0ja G(2,2,1) = 22 + 12 — 5 = 0, joten se kuuluu leikkausjoukkoon.
Osittaisderivoimalla saadaan, ettd grad F' = (2z,2y,0), grad G = (2z,0, 22), joten pisteessd P

VF(P) x VG(P) = (4,4,0) x (4,0,2) = (8, -8, —16) = —8(—1,1,2).

Koska tdmé ei ollut nollavektori (tai ekvivalentisti pisteessd P lasketut gradientit eivét olleet yhdensuun-
taisia), niin implisiittifunktiolauseen mukaan leikkausjoukko on pisteen P sopivassa ympéristossid Y kiyra.
Talla kertaa gradienttien ristitulon kaikki komponentit ovat nollasta eroavia, joten mitks tahansa kaksi
koordinaateista xyz voidaan esittdi kolmannen derivoituvina funktioina ymparistossa Y.

Pisteeseen P piirretty tangentti on vektorin t = (—1, 1, 2) suuntainen. Tama4 on tulkittavissa Kuvassa [6.6]
siten, ettd liikuttaessa leikkauskiyrad kuvassa ylospéin (kasvavan z-koordinaatin suuntaan) siirrytaén samalla

hieman oikealle (tangentin y-komponentti on > 0) ja hieman poispéin katsojasta (tangentin z-komponentti

on < 0).

Esimerkki 6.28. Pallopinta F(z,y,2) = 22 +y?> + 22 — 1 = 0 ja taso G(z,y,2) = z — 1 = 0 leikkaa-
vat ‘pohjoisnavalla’ P = (0,0,1). Ttse asiassa P on leikkausjoukon ainoa piste. Tdmé ei ole ristiriidassa
implisiittifunktiolauseen kanssa, silld VF(P) = (2z, 2y, 2z)(P) = (0,0,2) ja VG(P) = (0,0, 1). Koska namé
kaksi gradienttia ovat keskendin yhdensuuntaisia, niiden ristitulo hividi, eikd implisiittifunktiolause téiten

lupaakaan meille leikkauskiyraa.
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6.6 Parametrisoitu pinta avaruudessa R?

Kuten kiyrd, myos pinta voidaan antaa parametriesityksen avulla. Koska pinta on 2-ulotteinen rakenne,
tarvitsemme kaksi parametria (esimerkiksi u ja v). Jokainen kolmesta koordinaatista on t&lloin kummankin
parametrin funktio: z = z(u,v), y = y(u,v), 2 = z(u,v). Antamalla kummallekin parametrille jokin arvo,
ja laskemalla nididen kolmen funktion arvot, saadaan pinnan pisteitd. Usein parametripari (u,v) rajataan

sopivan joukon alkioksi.

Esimerkki 6.29. Lieriopinta 22 + y?> = p?, (p jokin vakio) voidaan parametrisoida kiyttimélld yhtens
parametrina xy-tason ympyrin suuntakulmaa ¢ sekii toisena parametrina z-koordinaattia (jota kyseinen

yhtéld ei sido lainkaan). Parametrisoinniksi tulee t#lloin

r = pcosy,
y = psing,
z = Z.

Rajaamalla parametri ¢ vilille [0,27) (tai jollekin muulle puoliavoimelle vilille, jonka pituus on 27), ja

antamalla parametrin z saada kaikki reaaliset arvot, saadaan lieriopinnan jokainen piste tasan yhden kerran.

Esimerkki 6.30. Johda pallopinnan 2?2 + y? + 22 = R? (R > 0 vakio) parametrisointi kahden kulmamuut-

tujan avulla esitettyné.

Kuva 6.7: Pallopinnan parametrisointi: ¢ =4PQX, § =4QOP

Ratkaisu. Olkoon P = (z,y, z) pallopinnan jokin piste, O origo, ja 6 vektorin O—}g ja positiivisen z-akselin
vdlinen kulma. Téllin @ = (0,0, Rcos#) on pisteen P projektio z-akselille, eli = = Rcos6. Valitsemme

kulman 6 € [0, 7] toiseksi parametriksi.
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Piste X = (Rsin#,0, Rcos#) on seki pallopinnalla ettd pisteen P kautta kulkevalla zy-tason suuntaisel-
la tasolla T : z = Rcosf. Pallopinnan ja tason T leikkauskiyrd on ympyra, jonka keskipiste on @ ja side
Rsinf > 0. Pisteet X ja P ovat molemmat tilld ympyrilld. Otamme siten toiseksi parametriksi suunta-
kulman ¢ =4PQX € (—m, 7], jolloin kyseinen suuntakulma yksikésitteisesti maaraé kehdpisteen P. Vektori
Cﬁ = Rsinf(cos @, sin ¢, 0). Kulmien 6 ja ¢ funktiona saadaan lopulta (z,y, z) = O@ + Cﬁ, eli

x = z(p,0) = Rsinfcosp,
y = yle,0) = Rsinfsiny,
z = z(p,0) = Rcosh.

Karttapallon koordinaatteihin verrattuna 6 kertoo paikkakunnan P leveyspiirin. Kuitenkin siten, etta
6 = 0 vastaa pohjoisnapaa (=90° pohjoista leveyttd), § = 7/2 vastaa piivintasaajaa, ja 0 = 7 etelina-
paa. Kulma ¢ puolestaan kertoo pituuspiirin eli meridiaanin kunhan ‘ldntistd pituutta’ olevat pituuspiirit
tulkitaan miinusmerkkisiné. Usein myos rajataan ¢ vélille [0, 27), jolloin lantiset pituuspiirit ovatkin vélilla
[7,2m).

Talla parametrisoinnilla on sellainen pieni heikkous, ettei se ole bijektio pallopinnan pisteiden ja para-
metriparien (p,0) € (—m, 7] x [0, 7] vélilld. Jos nimittdin § = 0 tai 6 = 7, niin sinf = 0 eikd piste (z,y, 2)
lainkaan riipu toisen parametrin ¢ arvosta. Naméi parametrin 6 arvot vastaavat karttapallon napoja. Navoil-

lahan kaikki meridiaanit yhtyvét, ja ndin pituuspiiri menettdd merkityksensa.

Kuva 6.8: Toruspinta: ympyri (z — a)? + 22 = b2, 0 < b < a pyOrihtii z-akselin ympiri

Esimerkki 6.31. Oletetaan, etti a > b > 0, jolloin xz-tason ympyrd Y : (z — a)? + 22 = b? on kokonaisuu-
dessaan z-akselin oikealla puolella. Pyorihtiessidin z-akselin ympéri kyseinen kiyra piirtdi ns. toruspinnan
(Kuva [6.8). Kiyttdmalld parametria u € [0, 27) valitsemaan piste ympyrin Y kehiltd ja toista parametria

v € [0, 27) kertomaan kuinka suuren kulman Y on pyorahtényt z-akselin ympéri pdddymme parametrisointiin

x = (a-+bcosu)cosv,
y = (a+bcosu)sinv,
z = bsinu.
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Parametrimuodossa annetun pinnan S pisteeseen Py = (o, Yo, 20) = (2(uo, o), y(uo, Vo), 2(uo, vo)) piirre-
tyn tangenttitason 16yddmme seuraavalla tavalla. Jos kiinnitdmme toiselle parametrille arvon v = ug, mutta
annamme toisen muuttua, muodostuu parametrisoitu kiyra C, : x = z(ug,v), y = y(uo,v), z = z(ug,v),
joka siséltyy pintaan S. Kuvasta katsoen on télloin ilmeisté, ettd kiyridn C, pisteeseen Py piirretty tangentti,
suunta t,, on koko pinnan tangenttitason 7" suuntainen. N&in ollen t, on kohtisuorassa tason T normaalia
nr vastaan. Vastaavasti asettamalla v = vy saadaan pisteen P, kautta kulkeva pintaan S siséltyvi kiyra
Cy:x=z(u,v), y =yu,vg), 2= z(u,vp). Sen pisteeseen P piirretty tangentti t,, on sekin | ny. Voidaan
osoittaa, ettd tietyin sddnnollisyysoletuksin (poikkeuksina juuri esimerkiksi pallon napojen tapaiset pisteet)
tangentit t, ja t, eivit ole yhdensuuntaisia, ja talloin kdyrien tangentteja koskevien tarkastelujemme ja

lineaarialgebran tietojen perusteella:

. or Oy 0z
v ou’ ou’ ou )’
o (0n 0y 0
v ov’ ov’ v )’
nr ||t Xt
z 5
0
5
2
1
z
0
-1
-2
-5
0
Y 5

Kuva 6.9: Toruspinnan piste P ja sen kautta kulkevat 2 vakioparametrikiyrdd C, ja C,

Esimerkki 6.32. Piste P = (4,3,/3) on toruspinnalla (a = 4,b = 2), jolla on parametrisointi

x = (44 2cosu)cosv,
y = (44 2cosu)sinwv,
z = 2sinu,

kun w = ug = 7/3 ja v = vy on ensimmadisen neljinneksen kulma, jolle cosvy = 4/5,sinvy = 3/5. Etsi jokin

tata toruspintaa pisteessd P sivuavan tangenttitason normaali.

Ratkaisu. Kuvassa 6.9 on kuvattu kyseinen toruspinta, piste P ja sen kautta kulkevat vakioparametrikiyrit

Cy ja Cy. Kéyran C,, parametriesitys on siis

4 3
Cy:x= R (44 2cosu), y= R (44 2cosu), z=2sinu.
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Koska cosug = 1/2,sinug = v/3/2, niin timén kiyrin tangentti, kun u = ug on siten

8sinug  6sinug 43 33
ty=1|(— — ,2cosug | = —,——,1].

5 5 5 7 5’
Vastaavasti

C,:x=5cosv, y=>hsinv, z=+3,
ja tdmén kiyrin tangentti kohdassa v = vy siten
t, = (—3,4,0).
Néiden ristitulo
ty Xty = (4,3,5v/3),

antaa tangenttitason normaalin suunnan.
Tehtdva voidaan ratkaista myos gradientin avulla, silld harjoitustehtévin voit osoittaa, ettd kyseinen

toruspinta on yhtalén

F(z,y,2)= (Va2 +y2 —4)* + 22 -4=0
ratkaisujen joukko. Funktion F' gradientti on

VF — 2e(v/22 + 9% —4) 2y(v/22 +y%—4) 9y

mikii pisteessi P saa arvon grad F(P) = (8/5,6/5,2v/3). Tami vektori on 2/5 kertaa aiemmin laskettu

ristitulo, joten tarkistuksena ndemme, ettd grad F'(P) ja t, X t, todella ovat yhdensuuntaisia vektoreita.

6.7 Kahden muuttujan funktion adariarvoista

Jos funktion f(z,y) arvo pisteessd P = (a,b) on pienempi tai yhtdsuuri kuin tdmén pisteen jossakin ympéris-
tossad Y (P; §), niin sanotaan, ettd piste P on funktion paikallinen eli lokaali minimikohta ja f(a,b) minimiar-
vo. Vastaavasti maéritelldin maksimikohta ja maksimiarvo. Naista kiytetdan yhteisnimitystd dariarvokohdat
ja ddriarvot.

Oletetaan seuraavaksi, ettd funktiolla f on tarkastelualueella osittaisderivaatat. Jos P = (a,b) on lokaali
asriarvokohta, sanokaamme lokaali minimikohta, niin t&lléin £ = a on yhden muuttujan funktion g(z) =
f(x,b) lokaali minimikohta. Kurssin Analyysi I tulosten perusteella tieddmme, etté t#lloin on oltava f,(a,b) =
g'(a) = 0, koska funktio g(x) on derivoituva pisteessid x = a. Vastaavasti y = b on funktion h(y) = f(a,y)
lokaali minimikohta, joten on oltava myos fy(a,b) = h/(b) = 0. Kirjaamme ndmé& havainnot ylos seuraavassa

lauseessa.
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Kuva 6.10: Lokaali minimikohta ja lokaali maksimikohta

Lause 6.33. Funktion f(x,y) lokaalit ddriarvokohdat ovat niiden pisteiden P joukossa, joissa f.(P) =
fy(P) =0 tai joissa jompaskumpaa osittaisderivaattaa ei ole olemassa. Ensimmdisessi tapauksessa sanom-

me, ettd P on funktion f kriittinen piste.

Jos lisdksi osittaisderivaatat f; ja f, ovat tarkastelualueella jatkuvia, niin f on differentioituva kaikkialla,
ja sille voidaan sen kuvaajapinnan pisteeseen (xz(P),y(P), f(P)) piirtdd tangenttitaso, ja tangenttitason
normaalivektori on n = (—f,(P), —fy(P),1). Lokaalissa diriarvokohdassa n on z-akselin suuntainen, eli
tangenttitaso on vaakasuora (eli xy-tason suuntainen). Kuvan funktiolla on yksi lokaali minimikohta
(kuopan pohjalla) ja yksi lokaali maksimikohta (kukkulan laella).

Yhden muuttujan funktion tapauksessakaan ei derivaatan hividminen takaa dériarvoa (tarvitaan esimer-
kiksi matalimman kertaluvun nollasta eroavan derivaatan tutkimista), mutta seuraava esimerkki osoittaa,
ettd kahden muuttujan funktion tapauksessa tilanne on oleellisesti mutkikkaampi, koska tasolla voidaan

pisteen P ympéristossi lilkkua monipuolisemmin kuin suoralla.

Esimerkki 6.34. Funktiolla f(z,y) = 2% —y? on kaikkialla jatkuvat osittaisderivaatat f, = 2z ja f, = —2y.
Origossa O = (0, 0) ne havidvit: f,(0) = f,(O) = 0, mutta kyseess ei ole lokaali d4riarvokohta. Tamé seuraa
esimerkiksi siitd, ettd kohdassa z = 0 funktiolla g(x) = f(z,0) = 22 on lokaali minimi, mutta funktiolla

h(y) = f(0,y) = —y? onkin kohdassa y = 0 lokaali maksimi (ks. Kuva [G.IT]).

Yhden muuttujan funktion &#riarvon tapauksessa toisen derivaatan merkin avulla pystytddn péaattele-
madn ddriarvon luonne mikili f”(a) # 0. Télle on olemassa analoginen, kahden muuttujan funktiota koskeva
tulos, joka ilmaistaan toisen kertaluvun osittaisderivaattojen fiz, fuy = fyz, fyy avulla (oletamme ndma
jatkuviksi, joten sekaderivaatat yhtyvit). Tamankidn tuloksen todistus ei kuulu télle kurssille.

Yhden muuttujan funktion tapauksissa toisen derivaatan kiytt6id koskeva sddnté on helppo palauttaa
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Kuva 6.11: Funktion f(x,y) = 2> — y? osittaisderivaatat hivifiviit origossa, mutta origo ei ole lokaali #iriar-
vokohta vaan satulapiste

mieleen ajattelemalla ylospéin tai alaspéin aukeavaa paraabelia. Toisen asteen polynomin tapauksessa toi-
nen derivaatta vakio K. Jos K > 0, niin kuvaaja on ylospédin aukeava paraabeli, ja sen huipussa oleva
adriarvokohta selkeiisti lokaali minimi, kun taas tapauksessa K < 0, kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli,

ja kyseessé on lokaali maksimi. Teemme seuraavaksi vastaavan tarkastelun kahden muuttujan nelidmuodolle
1 2 2
Q(z,y) = 5 (A2” + 2By + Cy°),
jonka osittaisderivaatat @, ja @, havidvit origossa.
Lemma 6.35. Olkoon Q(x,y) = 1 (Az? + 2Bxy + Cy?) ja merkitiin D = AC — B2. Jos tissi
2
(i) D >0 ja A >0, niin origossa on funktion Q(zx,y) lokaali minimikohta,
(i1) D >0 ja A <0, niin origossa on funktion Q(x,y) lokaali maksimikohta,

(ii) D < 0, niin origossa on funktion Q(x,y) satulapiste, eli on olemassa sellaiset origon kautta kulkevat
xy-tason suorat L1 ja Ls, ettd rajoitettuna suoralle L1 on funktiolla Q) origossa lokaali maksimi, kun

taas rajoitettuna suoralle Lo on silld origossa lokaali minimsi.
Todistus. Oletetaan ensin, ettd A # 0. Téll6in voimme kirjoittaa nelicksi tdydentamélla
LB ? L (AC- B2\ ,
z+ 3y yE vl .

Tém3 on lineaarikombinaatio lukujen 21 = (z + (B/A)y) ja 22 = y nelidistd Q(z,y) = K127 + K223, missi

K; = A/2 ja Ko = D/2A. Liséksi 21 = 29 = 0, silloin ja vain silloin, kun & = y = 0. Jos sekd A > 0 etté

A
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D > 0, niin K1 > 0 ja Ko > 0. Téssé tapauksessa Q(z,y) > 0 aina, kun (z,y) # (0,0), joten kyseessd on
lokaali minimi. Jos taas A < 0 ja D > 0, niin K7 < 0 ja K3 <0, ja Q(z,y) < 0 aina, kun (z,y) # (0,0).
Oletetaan sitten, ettd D < 0. Talloin K7 ja Ko ovat erimerkkisid. Erailld suoralla on z; = 0, ja tilla
suoralla Ky méaraa funktion @ etumerkin. Eriélla toisella suoralla taas zo = 0 jolloin K7 méaraa funktion
Q@ etumerkin.
Lopuksi jos B < 0 ja A =0, niin D = —B? < 0 ja Q(z,y) = 4(2Bxz + Cy). Nyt B # 0, joten tekijdiden
y ja 2Bz + Cy merkit voidaan valita toisistaan riippumattomasti. N&in ollen funktio Q(x,y) saa origon

ldheisyydessd erimerkkisid arvoja, eikd origo niin ole ddriarvokohta. O

Huomautus 6.36. Kolmannen kohdan kaksi suoraa eivit vilttamétta yhdy koordinaattiakseleihin kuten
Esimerkissé [6.341 Neliomuotojen teorian avulla (lineaarialgebra ja algebran peruskurssit) voidaan osoittaa,

ettd suorat Li ja Lo voidaan tissd valita siten, ettd ne ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa.

Huomautus 6.37. Lineaarialgebran menetelmié kiyttien Lemman [6.35] tulos voidaan perustella my6s dia-

gonalisoimalla nelibmuoto Q(z,y). Talloin on luonnollista ilmaista tulos nelidmuotoa esittdvin matriisin

e (3 02)

ominaisarvojen etumerkkien avulla. Jos matriisin M ominaisarvot ovat plusmerkkisiii, on kyseessd minimi, jos
taas miinusmerkkisid, niin kyseessd on maksimi. Jos ominaisarvot ovat erimerkkisis, on kyseessa satulapiste.
Jos jompikumpi ominaisarvoista = 0, niin tilanne on hieman poikkeuksellinen (eiké ole kiyttokelpoinen

adriarvojen tutkimisessa). Tdméa muotoilu yleistyy useamman kuin kahden muuttujan funktion tapaukseen.

Esimerkki 6.38. Nelidmuoto Q(z,y) = zy saa negatiivisia arvoja suoralla L : y = —z ja positiivisia arvoja
suoralla Lo : y = x. Néin ollen origo on tdmén nelidmuodon satulapiste. Samaan tulokseen pididymme my6s

Lemman [6.35 avulla, koska nyt A =C =0ja B =1, joten D = AC — B> = -1 < 0.

Y14 olevan nelibmuodon Q(z,y) toisen kertaluvun osittaisderivaatat origossa ovat

A= Ql‘l‘(oa 0)7 B = Qacy(oa O) = ny(oa 0)7 C= ny(07 O)-
Niin ollen seuraava tulos ei ole end yllatys.

Lause 6.39. Oletetaan, ettd funktion f(x,y) toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia, ja ettd pis-
teessi P = (a,b)
fo(P) = fy(P) = 0.

Merkitiin A = fu(P), B = fuy(P), C = fu,(P), D = AC — B2. Tillgin
(i) jos D >0 ja A > 0, niin pisteessi P on funktion f(x,y) lokaali minimikohta,

(ii) jos D > 0 ja A < 0, niin pisteessi P on funktion f(x,y) lokaali maksimikohta,
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(iii) jos D < 0, niin pisteessi P ei ole funktion f(x,y) ddriarvokohtaa (vaan satulapiste),
(iv) jos D =0, niin emme voi sanoa mitddn siiti, onko pisteessd P lokaali ddriarvokohta.

Todistus. Sivuutetaan. O

Esimerkki 6.40. Etsi funktion
flxy) =y’ +2° 32

kriittiset pisteet, ja jos mahdollista, selvitd niiden luonne Lauseen [6.39] avulla.

Kuva 6.12: Funktion f(z,y) = y?+ 23 — 3z kuvaaja ja kriittiset pisteet. T#ll4 kertaa kuvaajapinta on esitetty
lapindkyvini, jotta lokaali minimipiste ei jiisi ndkymattomiin.

Ratkaisu. Nyt f, = 322 — 3 ja fy =2y, joten f, =0 x = =%1 ja f, = 0 & y = 0. Kriittisié pisteitd on

siis kaksi P; = (1,0) ja P» = (—1,0). Laskemme toisen kertaluvun osittaisderivaatat

fCDCEZGZ; f{ljy:O, fyy:2.

Néin ollen A = 6z ja D = (6x) - 2 = 12x. Pisteessd Py on siis A = 6 ja D = 12, joten kyseessd on lokaali
minimikohta. Pisteessd P, on D = —12, joten kyseessi on satulapiste.

Kyseisen funktion kuvaaja on hahmoteltu Kuvassa [6.12]

Usein tormétasn sellaiseen ddriarvotehtiviin, jossa pistettd P = (z,y) el voida valita vapaasti, vaan sitd

rajoittaa yksi (tai korkeampiulotteisessa tapauksessa useampi) side-ehto. Lokaali tarkastelu tehddéan t&ll6in
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tutkittavan pisteen P ympériston ja side-ehdon ratkaisujoukon leikkauksessa, ja puhutaan sidotusta (lokaalis-
ta) ddriarvosta pisteessi P. Tarkastelemme tissi yhteydessé vain yksinkertaisia menetelmié. Ensin tapausta,
jossa side-ehtoa voidaan hyddyntd toisen muuttujan eliminoinnin kautta, ja sitten implisiittifunktiolausee-

seen perustuvaa tekniikkaa, joka myShemmilld kursseilla yleistyy Lagrangen kertoimien menetelmdiksi.

Esimerkki 6.41. Miiras suurin ja pienin funktion f(z,y) = y? + 2® — 3z ympyrilld 22 + y? = 4 saamista

arvoista.

Ratkaisu. Tillé kertaa side-ehdosta voidaan ratkaista y? = 4 — 22. Lisiksi teemme havainnon, etti side-
ehdon seurauksena z € [—2,2]. Niin ollen tehtdvd muuntuu muotoon: etsi suurin ja pienin funktion g(z) =
flo, £vV4 — 22) = 23 — 22 — 3z + 4 vililld z € [-2,2] saama arvo. Nyt

244436 1+10
6 3

gd(x)=322-2r-3=0&2=

Derivaatan nollakohdat ovat siis molemmat vililld [—2,2]. Riittaa siis laskea funktion g(z) arvot néissd
pisteissi, ja lisiksi villin piitepisteissi = +£2. Talld kertaa g(2) = 2, g(—=2) = =2, g((1 + v/10)/3) =
(79 — 20v/10)/27 ja g((1 — V10)/3) = (79 + 20v/10)/27. Niistd on g(—2) = f(—2,0) = —2 pienin, ja
g((1 = V10)/3) = f((1 — V10)/3,£(/25 + 2/10)/3) = (79 + 20v/10)/27 suurin.

Yleisemmin side-ehto g(x,y) = 0 ma&raa tason pistejoukon

S ={(z,y) € R*| g(z,y) = 0},

ja tehtdvand on etsid sellainen piste P = (a,b) € S, jossa osittaisderivaattoineen jatkuva funktio f(z,y)
saavuttaa (ainakin lokaalisti) suurimman tai pienimmén arvon. Oletetaan, ettd funktiolla g on kaikkialla
jatkuvat osittaisderivaatat, ja ettd osittaisderivaatta g,(P) # 0. Talléin implisiittifunktiolauseen mukaan
pisteen P erdissd ymparistossi side-ehto voidaan ‘ratkaista’, ja ratkaisu esittdd muodossa y = h(x), missi
h(a) = b ja h'(a) = —gz(a,b)/gy(a,b). Oletuksistamme seuraa, ettd yhdistetty funktio s(z) = f(z, h(z)) on

derivoituva kohdassa = = a. Jos piste P on sidotun dériarvotehtivin ratkaisu, on oltava (ketjusaanto)

_0f py, 9

0=1s(a) = e (P)+ By (P)W (a).

Ottamalla huomioon derivaatan h'(a) lauseke muuntuu tdmé yhtilo ekvivalenttiin muotoon
fa(P)gy(P) = fy(P)ga(P). (*)

My®6s siind tapauksessa, jossa g,(P) = 0, mutta g,(P) # 0 paddytddn yhtaloon (x) kiyttdmalla implisiitti-

funktiolauseesta sellaista muotoa, jossa x ratkaistaan y:n funktiona (harjoitusteht&va).

Esimerkki 6.42. Kartesiuksen lehti on tasokiyré, joka muodostuu side-ehdon
g(z,y) = +y*> = 3zy =0

ratkaisuista. Mill& tdmén kiyran pisteistd funktiolla f(z,y) = x + y on mahdollinen lokaali d4riarvo?
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Kuva 6.13: Funktion g(z,y) = 2° + y® — 3xy nollakohdista muodostuva Kartesiuksen lehti

Ratkaisu. Osittaisderivaatat ovat g, = 32% — 3y, g, = 3y*> — 3z, f, = f, = 1, joten yhtild () saa muodon
322 -3y =3y — 3z e’y =y-—zve (r—y)(z+y+1)=0.

Suora x+y+1 = 0 ei leikkaa Kartesiuksen lehted lainkaan, silld jos y = —1 —z, niin g(z,y) = g(z, -1 —2) =
23 —1— 32 — 322 — 23 4+ 3z + 322 = —1 # 0. Niin ollen yht#ld () voi pitiiéi paikkansa vain, kun 2 —y = 0
eli x = y. Koska g(z,z) = 223 — 32% = 0 silloin ja vain silloin, kun = 0 tai = 3/2, niin yhtilo (x)
toteutuu ainoastaan pisteissi (x,y) = (0,0) ja (z,y) = (3/2,3/2). Koska funktion f(x,y) arvot kasvavat
pisteen (z,y) siirtyessi oikealle ylaviistoon, on Kuvasta katsoen ilmeistd, ettd pisteessd (3/2,3/2) on
lokaali (itse asiassa globaali) maksimikohta, mutta pisteessi O = (0,0) ei ole lokaalia ddriarvoa lainkaan.
Origo esiintyykin yht&lon (x) ratkaisuna vain sen vuoksi, ettd g, (O) = g, (O) = 0. Implisiittifunktiolausetta
ei tiaten voida soveltaa origossa, ja kuten ndemme, kiiyra leikkaakin origossa itsensi. Sitovampi perustelu
sille, ettei origossa ole sidottua #&riarvoa, saadaan esimerkiksi Kartesiuksen lehden parametrimuotoisesta
esityksestdi: # = x(t) = 3t/(1 +t3), y = y(t) = 3t?/(1 + 3). Origoa ldhestytéiin, kun t — +oo seki silloin,
kun ¢t — 0. Jatdmme yksityiskohdat harjoitustehtédviksi.

Huomaa, etta tilld sidotulla dariarvotehtivilli ei ole lainkaan lokaaleja minimikohtia. Kayttien paramet-
risointia voit harjoitustehtivina todistaa, ettd aina f(x(t),y(t)) > —1, ja ettd limy, ;1 f(z(t),y(t)) = —1.
Tamé tarkoittaa sité, ettd olipa € > 0 miten pieni positiivinen reaaliluku tahansa, niin funktio f saa kiy-
ralla g(z,y) = 0 arvoja vililtd (—1, —1 + €), mutta ei saa lainkaan arvoja € (—oo, —1]. Pieninta arvoa ei siis

saavuteta missaan.
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Yleisemminkin on syytd huomauttaa, ettd side-ehtofunktion g(z,y) kriittiset pisteet aina ovat myos
yhtdlon (x) ratkaisuja. Ne on tutkittava erikseen, koska implisiittifunktiolauseeseen perustuva menetelmi
ei sano mitdédn téllaisessa pisteessd mahdollisesti olevasta sidotusta dariarvosta.

Tarkastellaan lopuksi sellaista dédriarvotehtavityyppié, jonka ratkaisemiseksi joudumme yhdistelem&in
kaikkia opittuja tekniikoita. Oletetaan, ettd piste (x,y) on rajoitettu tason joukkoon S, jolla on seuraavan

kaltainen rakenne (tdsméllinen kuvailu esitetdén kurssilla Usean muuttujan funktiot)

(i) Joukko S on rajoitettu, eli on olemassa sellainen reaaliluku R > 0, etti 22 + y?> < R? aina, kun

(z,y) € S.

(ii) Joukon S reunakiyri voidaan jakaa osiin Cq, Ca,...,Cy, siten, ettd kullakin osalla on voimassa jokin

side-ehto: (z,y) € C; = gi(x,y) = 0, missi funktiot g; ovat osittaisderivaattoineen jatkuvia.
(iii) Edellisessa kohdassa kuvatut reunakéyrit C;, i = 1,2, ..., m, sisaltyvit joukkoon S.

Voidaan todistaa, ettd téllaisessa joukossa S jatkuva funktio f aina saavuttaa suurimman ja pienimmén
arvonsa, toisin sanoen on olemassa sellaiset pisteet Ppnax € S ja Pnin € S, ettd aina, kun P € S, niin
epayhtalot f(Puin) < f(P) < f(Pmax) Ovat voimassa. Tdmé on 2-ulotteinen vastine kurssilla Analyysi I
esitetylle tulokselle ‘suljetulla valilld jatkuva funktio saavuttaa talld vélilla suurimman ja pienimmén arvonsa’.
Jos néilld edellytyksilld tehtdvand on etsid jotkin ndmé ehdot toteuttava pisteet Ppax ja Pmin (ne eivit

valttaméttad ole yksikisitteisid), niin tehtdva jakaantuu osiin seuraavasti:
(i) Etsi funktion f(z,y) joukkoon S kuuluvat kriittiset pisteet seki pisteet, joissa f ei ole differentioituva.
(ii) Ratkaise kullakin reunakiyrin osalla C;,i = 1,2,...,m vastaava sidottu ddriarvotehtava.
(iii) Selvitd reunakiyrien joukkoon S kuuluvat leikkauspisteet.

(iv) Laske funktion f arvot edellisisséi vaiheissa 10ydetyissé pisteissé ja valitse niiden joukosta suurin ja

pienin.

Viimeinen vaihe téssd on analoginen yhden muuttujan funktion tapauksessa sovellettuun menettelyyn: laske
suljetulla valilld I derivoituvan funktion f(z) arvot derivaatan f’(x) véliin I kuuluvissa nollakohdissa seki

vilin I pédtepisteissd — néiden joukossa on suurin ja pienin funktio f vélilld I saamista arvoista.

Esimerkki 6.43. Olkoon S epiyhtilon x > —1/2 origokeskisesti v/2-siteisestd ympyrilevysti rajaama alue
S={(x,y) eR? | x> —1/2,2% +y> < 2}.

Etsi funktion f(z,y) = 3 — (22 + xy + y?) téssd joukossa saamista arvoista suurin ja pienin.

Ratkaisu. Joukko S ja funktion f kuvaaja on esitetty Kuvassa [6.14l Joukko S on vaadittua muotoa. Sen

reunoina esiintyviit C : osa suorasta x = —1/2, ja Cy : osa ympyristi 22 + y? = 2. Suorasta C; kuuluvat
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Kuva 6.14: Esimerkin [6.43] funktion kuvaaja joukossa S. Joukon S reuna on piirretty xy-tasoon. Kuvassa
merkittyind ratkaisumenetelmén tuottamat kandidaatit minimi- ja maksimikohdiksi.

joukkoon S ne pisteet, joiden y-koordinaatti toteuttaa epiyhtilon |y| < +/7/2. Ympyristi Cy kuuluvat
joukkoon S ne pisteet, joiden z-koordinaatti toteuttaa epayhtalon z > —1/2.

Maaratasn ensin funktion f mahdolliset kriittiset pisteet. Osittaisderivaatat ovat f, = —2z —y ja fy =
—x — 2y. Helposti ndhdéén, ettd origo on ainoa piste, jossa f; = f, = 0. Koska origo kuuluu joukkoon S, se
on erés kandidaateista P = (0,0). Toteamme, ettd f(P;) = 3.

Suoralla C; saa funktio arvoja h(y) = f(z,y) = f(—1/2,y) = 11/4 + y/2 — y*. Téssi dh/dy = 1/2 —
2y havidd kohdassa y = 1/4. Téstd saamme toisen kandidaattipisteen P, = (—1/2,1/4). Téssé pistessd
funktio f saa arvon f(P) = 45/16 < 3. Koska y on rajoitettu vilille y € [—v/7/2,v/7/2], saamme my&s
kandidaattipisteet P3 = (—1/2, —/7/2) ja Py = (—1/2,1/7/2). Funktion arvot niissi pisteissd ovat f(Ps) =
1 —V7/4ja f(Py) =14 /7/4. Koska /7 < 4 toteamme, etti 0 < f(P3) < 1jal< f(Py) < 2.

Kiyrilld Oy ratkaisemme sidotun #iiriarvotehtéviin, jossa side-ehtona on g(z,y) = 2% +y? — 2 = 0.
Nyt (9z,9y) = (22,2y) ja (fz, fy) = (=22 — y, —z — 2y), joten implisiittifunktiolauseen seurauksena saatu
yhtéls (%) saa muodon (22 + y)2y = (x + 2y)2x, miki sievenee muotoon z? = y2. Téssi vaiheessa etsittiviit
kandidaattipisteet ovat kiyrilli 22 + y? = 2, joten ottamalla huomioon molemmat yhtildt saadaan 22 =
y? = 1, joten yht#ld (x) toteutuu ympyréin a2 + y? = 2 pisteissi Ps = (z,y) = (1,1), Ps = (z,y) = (1,-1),
P; = (-1,1) ja Ps = (—1,—1). Naistd P; ja P eivdt kuulu joukkoon S, joten riittda laskea f(Ps) = 0 ja
f(Fe) = 2.

Kayrien C; ja Cs leikkauspisteet kisiteltiin jo kiyrdn C; yhteydessi. Kaikki kandidaattipisteet on nyt
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kisitelty, joten vastaukseksi saamme, ettd suurin joukossa S saaduista arvoista on f(0,0) = 3 ja pienin on

f(1,1) = 0. Kuvassa [6.14 on pisteet (z(P;),y(P;), f(P;)),s = 1,2...,6 merkitty mustilla taplilla.
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Luku 7

Kahden muuttujan funktion
integraaleista

7.1 Pintaintegraali ja sen laskeminen iteroituna integraalina

Kahden muuttujan funktiosta f(z,y) ldhtien voidaan muodostaa useita erilaisia integraaleja. Ensimmaéisend
tulee ehks mieleesi matkia osittaisderivaattoja muodostettaessa kiytettyd menettelya: ajatellaan, etté toiselle
muuttujista on annettu jokin kiinted arvo ja toinen on edelleen ‘vapaa muuttuja’. Talldin on alkuperiinen

funktio miellettéivissid yhden muuttujan funktioksi ja voimme muodostaa ma#ratyt integraalit

/1_ b_ f(@,y) dz, / d_ f(@,y) dy,

joista ensimméisessi on ajateltu, ettd y:114 on kiinted arvo, ja jilkimméisessd puolestaan z:l14. Se muuttu-
ja, jonka suhteen integrointi tehddin, ndhdain merkinnéssé esiintyvista differentiaalista (dz tai dy). Tétd
voi vield korostaa kirjoittamalla kyseinen muuttuja nikyviin integroimisalarajan yhteyteen. Kaikissa 1&h-
dekirjoissa téta lisdselvennysté ei kiiytetd, joten kannattaa opetella kiinnittdm&in huomiota integroitavan
funktion yhteydessé esiintyvaidn differentiaaliin.

Mikéli téllainen integraali ylipd4tdin on olemassa niin sen arvo tietenkin riippuu toisen muuttujan ar-
vosta, joten integraalien arvot midrittelevit jéljelle jadneen muuttujan funktion.
Esimerkki 7.1. ) . , ,

7y Ty

1

X
/(12y+:ﬂy2)dy: (——+=)=5+
o o 2 3 9

wl&

Mikédin ei midrattyd integraalia laskettaessa estd sitd, ettd integroimisrajat riippuvat jostakin muusta

muuttujasta kuin integroimismuuttujasta itsestdin.

Esimerkki 7.2. Oletetaan, etti x € [0,1]. Télldin 22 < /7, ja

(2y + zy?) dy = (

=z2 y=x2

/\/5 VT x2y2 xy3)_ 3. 22 /5 6 o7
Yy
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Mielenkiintoisempia sovelluksia esiintyy, kun integroidaan yli molempien muuttujien. Tarkastellaan ensin
yksinkertaisinta perustapausta, jossa muuttujan z vaihteluvili on [a, b] ja muuttujan y vaihteluvili [e, d]. Ol-
koon f(x,y) jatkuva funktio, joka on méadritelty kaikissa suorakaiteeseen S = [a, b] X [¢, d] kuuluvissa pisteissi
(z,y). Haluamme médéritelld funktion f méérityn integraalin yli suorakaiteen S [, o [ Siind tapauksessa, etti
funktio f saa joukossa S vain ei-negatiivisia arvoja otamme analogisesti yhden muuttujan tapauksen kanssa
mielikuvaksi funktion kuvaajan z = f(z,y) ja xy-tason véiliin joukon S 'paalld’ jadvan kappaleen tilavuuden

laskemisen (ks. Kuva [T])).

Kuva 7.1: Maaratty integraali yli suorakaiteen muotoisen alueen

Kun yhden muuttujan tapauksessa approksimoimme pinta-alaa direllisen monen suorakaiteen avulla,
niin nyt approksimoimme tilavuutta darellisen monen 3-ulotteisen pylvdin avulla. Jaamme siis vélin [a, ]
osavileihin kiyttden joitakin jakopisteitd, ja samoin vilin [c,d]. N&iden karteesisina tuloina saamme suo-
rakaiteen S jaon D &#relliseen moneen pieneen suorakaiteeseen Aj, As, ..., A,. Olkoot niiden pinta-alat

A;Ai=1,...,n. Kuten aikaisemminkin mé#érittelemme yli- ja alasummat kaavoilla
n n
sp(f) =Y miliA,  Sp(f) =) MAA,
i=1 i=1

missé

m; = inf f($, y)7 M; = sup f($, y)
(w,y)EA; (z,y)€A;

Ideana on tilavuuslaskun kannalta se, ettd pylvés, jonka pohjan ala on A; A ja korkeus m;, mahtuu kokonai-
suudessaan tutkittavaan kappaleeseen, joten téllaisten pylviiden yhteenlaskettu tilavuus sp(f) on alaraja

miarattaville tilavuudelle. Vastaavasti pylvait, joiden pohjina ovat pienet suorakaiteet A; ja korkeuksina
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luvut M; ‘peittéviit koko kappaleen’, joten niiden yhteenlaskettu tilavuus Sp(f) on yliraja mairattaville
tilavuudelle. Jilleen kerran idea on, ettd jakoa tihentdmaélld yldraja ja alaraja ldhestyvét toisiaan.

Ylisummien infimumina ja alasummien supremumina saadaan yli- ja alaintegraalit, ja sitten niiden
mahdollisena yhteisend arvona funktion f (pinta)integraali yli suorakaiteen S. Yksityiskohdat todistuksineen
kisitellidn mychemmilla kursseilla. Toteamme téssd yhteydessé, ettd jatkuvan funktion tapauksessa ongelmia
ei esiinny ja voimme maééritella

/ f=inf Sp(f) =supsp(f).
s D D

Kun esittelemme téllaisen integraalin merkinnfssd myds muuttujat = ja y, niin liitimme mukaan myos
vastaavan differentiaalin. Yleisesti pintaintegraalin tapauksessa differentiaalina kiytetdin ns. ‘pinta-alkiota’
dA, joka mielletd&n pienen pylvddn pohjan alaksi. Kun A; on (kuten &sken) pienten osavilien Ajzx ja Agy
karteesinen tulo, niin A;A = Ajz - Agy, ja on perusteltua kiyttdd tulomerkintdd dA = dx dy. Kéytossa

esiintyy siten mm. ainakin seuraavia merkintdja

/9f=/9f<x,y>dxdy=/gf<x,y>dA=/ [ reaa

Kaksinkertaisen integraalimerkin kiyton téssi yhteydessd motivoi seuraava Fubinin lause, joka antaa meille

my6s tyokalun laskea pintaintegraalin arvo iteroituna integraalina.

Lause 7.3. (Fubinin lause) Oletetaan, etti f(x,y) on jatkuva joukossa S = [a,b] X [¢,d]. Tallsin

/Sf<:c,y>dA=/ia (/@/d_cfm)dy) dx=/yd_c (/:_af(:c,y)dx> a

Huomautus 7.4. Fubinin lauseen kaavoista ensimméisessi ensin integroidaan muuttujan y suhteen sen
vaihteluvilin yli. Nain saadaan tulokseksi muuttujan x funktio F(x f f(z,y) dy. Seuraavaksi sitten las-
ketaan tdméan funktion méiritty integraali yli vélin [a, b]. Jilkimméisessd kaavassa periaate on samanlainen,

mutta ensin suoritetaan z-integrointi, ja sitten integroidaan néin saatu y:n funktio.

Todistus. Téasmaillinen todistus on syyta siirtid myohemmille kursseille. Esitdmme kuitenkin visuaaliseen
havaintoon pohjautuvan perustelun kummallekin kaavalle. Namé toivottavasti oikeuttavat lukijalle iteroitu-
jen integraalien kiiyton, ja valaisevat sitd seikkaa, ettd eri iteroidut integraalit vastaavat 1dhinnd sité, etté
yléa- ja alasummat muodostetaan yksinkertaisesti hieman eri tavalla pylviitd ryhmitellen. Oletetaan visuali-
sointimme yksinkertaistamiseksi, ettd f(x,y) > 0 aina, kun (z,y) € S, jolloin integraali [ f laskee Kuvan
[Tl kappaleen tilavuuden V.

Ensimmainen iteroitu integraali vastaa sellaista tapaa laskea V', jossa kyseinen kappale jaetaan ohuiksi
siivuiksi yz-tason suuntaisilla tasoilla (kullakin tasolla siis z-koordinaatti on vakio). Kuvassa[Z.21 on kuvattu
yksi tallainen siivu. Téllaisen ohuen siivun tilavuus dV = A(z) dz, missd A(z) on poikkipinnan ala ja dz on
siivun paksuus. Poikkipinnan ala A(x) riippuu tietenkin leikkauskohdasta z. Kuvasta on ilmeisté, etté

tassd poikkipinnan (= kuvan pystyviivoitettu alue) ala saadaan méaritysta integraalista

/ f(z,y)d
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Kuva 7.2: Tilavuus siivujen dV = A(x) dz summana

Koko kappaleen tilavuus saadaan siivujen tilavuuksien summana, eli menemélld rajalle (=mielivaltaisen

monta mielivaltaisen ohutta siivua)

v/;_a dv/;_aA@)dx/j_a (/yd_cf@,y)dy) &

7177
////'/7
717

Kuva 7.3: Tilavuus siivujen dV = A(y) dy summana

Jalkimmaéinen iteroitu integraali vastaa sellaista tapaa laskea V', jossa kyseinen kappale jaetaankin ohuiksi
siivuiksi zz-tason suuntaisilla tasoilla (kullakin tasolla siis y-koordinaatti on vakio). Kuvassa[Z.3] on kuvattu
yksi téllainen siivu. Téllaisen ohuen siivun tilavuus dV = A(y) dy, missd A(y) on poikkipinnan ala ja dy on

siivun paksuus. Poikkipinnan ala A(y) riippuu tietenkin leikkauskohdasta y. Kuvasta [[3 on ilmeisti, etté
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tassd poikkipinnan (= kuvan pystyviivoitettu alue) ala saadaan méaritysté integraalista

/ f(z,y)d

Koko kappaleen tilavuus saadaan siivujen tilavuuksien summana, eli menemélld rajalle (=mielivaltaisen

monta mielivaltaisen ohutta siivua)

o= L [ ([ )

Tavalliseen tapaan téssi ei yksittdisen ‘makroskooppisen siivun’ tilavuus tietenkdiin ole tarkalleen =
poikkipinnan ala x siivun paksuus, koska poikkipinnan ala muuttuu véihitellen. Integraalin ajatellaan tallai-
sessa tapauksessa olevan raja-arvo sellaisista siivujen tilavuuksien summista, jossa siivut ohenevat rajatta,
ja niiden lukuméiri vastaavasti kasvaa rajatta. Esitetty perustelu ei ole todistus, koska emme maéiritelleet

emmeki kisitelleet raja-arvoprosesseja tédsmaéllisesti. O

X my-d

AW A VLAY
=

X

X
X
PO

il
O
/
|
L
@

o]

—
=
—

Kuva 7.4: Tasojen z = 0 ja z = z + y viliin nelién (x,y) € [0, 1] x [0, 1] yldpuolelle ja&va kappale

Esimerkki 7.5. Hirrestd (asetetaan z-akselin suuntaan), jonka poikkileikkaus on yksikkonelié S = [0, 1] x

[0, 1], sahataan tasojen z = 0 ja z = x + y rajaama kappale (ks. Kuva [Z4). Laske sen tilavuus.

Ratkaisu. Nyt f(z,y) = « + y, joten yz-tason suuntaisen siivun poikkipinnan ala on

s +1
X —_ =T —.
D) 2

Tilavuus saadaan sitten laskemalla siivujen tilavuudet dV = A(x) dx yhteen

1 1 2
1 x T
=0 <I+ 2) v =0 ( 2 + 2)

1

A@ = [ @ryay=

y=0
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Esimerkki 7.6. Olkoon S = [0,1] x [0, 1]. Osoita laskemalla, ettd kumpikin iteroitu integraali antaa saman

arvon integraalille
I= /(zy + 2?) dx dy.
s

Ratkaisu. Integroimalle ensin y:n ja sitten x:n suhteen saadaan

([ s [ o -

Jos taas integroidaan ensin x:n ja sitten y:n suhteen saadaan
1 1 1
1
I:/ (/ (x2+xy)dx) dyz/ (——i—g) dy =
y=0 z=0 y=0 3 2

Pintaintegraali yli suorakaiteen muotoisen alueen on sekin vield liian rajoittunut kisite useimpiin sovel-

! :c3+:c2 71+177
o\3 4) 3 4 12

xT

1 2
1 1 7
(y+y_):_+_:_,
y—o \3 4 34 12

luksiin. Ei ole mahdollista mé#ritelld funktion f pintaintegraalia yli minké tahansa zy-tason R? osajoukon
S, mutta jos joukon S rajaa riittdvan sadnnollinen kiyrd reunana (kisite, joka méairitellddn kurssilla Usean
muuttujan funktiot), niin pintaintegraali voidaan méiritelld. Tekniikkana on silloin, etti valitaan riittdvin
iso suorakaide 7', joka siséltdd joukon S, ja miaritelldén fs f= fT g, missi funktio g : T — R médritelldin
asettamalla g(z,y) = f(z,y), jos (z,y) € S ja g(z,y) = 0 muulloin. T&ll6in aiheutamme epéjatkuvuutta
joukon S reunalla. Kyseiseltd reunalta on silloin vaadittava tiettyjd ominaisuuksia, jotta voitaisiin varmis-
tua funktion g integroituvuudesta, eikd meilla talla kurssilla ole kiytossi tarvittavaa koneistoa. Tyydymme
kisittelemadn sellaisia tapauksia, joissa pintaintegraalin voi laskea sopivana iteroituna integraalina ja joiden
laskutavan voi perustella Lauseen ‘todistuksen’ viipalointitekniikalla. T&ll6in ainoana muutoksena on,
ettd viipaleissa poikkipinta-alan antavan ‘sisemmén integraalin’ integroimisrajat eiviit olekaan vakioita vaan

‘ulommaisen integraalin’ integroimismuuttujan derivoituvia funktioita.

Lause 7.7. Oletetaan, etti funktio f(x,y) on jatkuva ry-tason R? osajoukon S jokaisessa pisteessi. Olete-

taan, ettd xy-tason alueen S mdadridvdat epayhtdlot
S={(z,y) eR* |a <z <bc(zx) <y < d(2)},

missd c(z) ja d(x) ovat valilla [a,b] jatkuvia funktioita, ja c(x) < d(z) aina, kun x € [a,b]. Tdlloin f on

integroituva yli joukon S, ja integraali fs f voidaan laskea iteroituna integraalina

flz,y)dA = b " f(z,y)dy | da.
/ IV

Jos taas alueen S madradvdt epayhtdlot
S={(z,y) eR* | c <y <d,aly) <z <by)},

missd funktiot a(y) ja b(y) ovat vdlilla [c,d] jatkuvia funktiota, ja a(y) < b(y) aina, kun y € [c,d], niin

talloinkin f on integroituva yli joukon S, ja
d b(y)
[raemaa= [ ([ jawds)a
s y=c \Jr=a(y)
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Todistus. Sivuutetaan. O

Kuva 7.5: Kdyrien y = ¢(x) ja y = d(x) vilinen integroimisalue S voidaan kisitelld pystyraidoittain

Kuva 7.6: Kayrien = = a(y) ja « = b(y) véilinen integroimisalue S voidaan kisitelld vaakaraidoittain

Huomautus 7.8. Voidaan ajatella, ettd ensimmaiisessd tapauksessa integroimisalue S kiyd&an lapi ‘pys-
tyraita kerrallaan’ (vrt. Luku 3, jossa pystyraitoja kutsuttiin pylvéiksi), silld sisdintegraalihan laskee yhden
dx:n levyisen pystyraidan kontribuution (ks. Kuva [[5). Vastaavasti jilkimmé&isessd tapauksessa integroi-
misalue S kdydain lépi ‘vaakaraita kerrallaan’; ja sisdintegraali laskee yhden dy:n korkuisen vaakaraidan
kontribuution (ks. Kuva [Z.6]).

Joskus alue S voidaan kisitelld molemmilla mainituista tavoista. Niin kiy esimerkiksi silloin, kun funk-
tiot ¢(z) ja d(x) ovat molemmat aidosti kasvavia (tai molemmat vihenevid), ja niiden arvot yhtyvit vilin

pédtepisteissd x = a ja x = b.

Esimerkki 7.9. Kiyrit y = /7 ja y = 22 leikkaavat toisensa pisteisséi (0,0) ja (1,1). Olkoon S kiiyrien

néaiden pisteiden vililli olevien osien rajaama alue (vrt. Kuva B.2). Laske pintaintegraali

/(1+x+y2)dA
S

molemmilla tavoilla iteroituna integraalina.
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Ratkaisu. Joukko S voidaan ensin ajatella méaritellyksi seuraavasti
S={(z,y) eR?*|0<z<1,2° <y <z}

Néin ollen integraali voidaan kisitelld iteroituna integraalina, jossa sisdintegraali laskee yhden pystyraidan

1 vz
/(1+x—|—y2)dA:/ </ (1+:U—|—y2)dy>d:v
S =0 y=x2
1 vz y3
/ (y+yr+ =) | dx
=0
1

osuuden

y==z2 3

3
1
_ 2 3/2+§ms/271x371m47ix7
a0 \3 15 3 47 21

2 8 1 1 1 239

3715371 21 10
Toisaalta joukko .S voidaan kuvata myo6s epayhtaloilla

S={(z,y) eR*|0<y<1,9° <z <y}

Talloin sisdintegraali laskeekin vaakaraidan osuuden, ja iteroitu integraali saa arvon

1 VY
/(1+x+y2)dA:/ / (142 +y*)dr | dy
S y=0 r=y2
(0
y=0 \ lz=y2

1
Y 3
/ W'+ 5 +9"2 =y = Sy dy
y=0

1

1 3
2 1 2 w3
(_y3/2+_y2+_y7/27_7_ 5)

= y
)03 4 7 3 10

_2+1+2 1 3 239

3 47 3 10 420

Esimerkki 7.10. Lieridpinnat (direttomin pitkid putkia) 22 + 22 = a2 ja 22 + y? = a? rajaavat yhdessi

kappaleen (ks. Kuva [T7). Laske sen tilavuus.

Ratkaisu. Symmetrioiden vuoksi kyseisesté kappaleesta yksi kahdeksasosa on ns. ensimmaéisessd oktantissa,
eli alueessa, jossa x > 0,y > 0 ja z > 0. Tami osa K on origokeskeisen a-séteisen ympyran ensimmaéisessa

neljinneksessi olevan alueen

S={(z,y)|0<z<a,0<y< Va2 — a2}

ylapuolella, koska kappale on lierion z2 4+ 32 = a? sisillid. Koska K on myds putken z? + 22 = a2 sisilli,

sen korkeus pisteessd (z,y) € S on z = z(x,y) = Va? — x2. Myos Kuvasta [T ndet, ettd kappaleen korkeus
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Kuva 7.7: Lieritpintojen 22 4+ 22 = a2 ja 22 + y? = a® rajaama kappale

pisteessd (x,y) riippuu vain z-koordinaatista. Néin ollen ensimméisen oktantin osan K tilavuus saadaan

integraalista
a va2—x2
V(K):/sz:/ Va2 —z?dy | dx
S z=0 y=0
a Va2 —x2
= / yva? — 2?2 | dx
=0 y=0

:/ (a® — 2%) dx
=0

=0

Kysytty tilavuus on siten V = 8V (K) = 16a3/3.
Tarkistuksena toteamme, etti kyseistd kappaletta ympéroi kuutio, jonka sirmén pituus on 2a. Tadmén
kuution tilavuus on (2a)® = 8a®, mikd on suurempi kuin V, mutta ei liian paljon suurempi kuin V. Kos-

ka kuution tilavuudesta merkittdvd osa on nédiden lieriopintojen sisdlld, niin tdmi tarkastelu sopii yhteen

laskumme tuloksen kanssa. Vastauksena saatu luku on siis uskottava.

7.2 Sijoitus pintaintegraaliin

Yhden muuttujan funktion tapauksessa sijoitus tarkoitti sité, ettd muuttuja x korvattiin muuttujalla x =
g(t), integroimisvili I, = [a, b] korvattiin vililld I; = [«, 8], missd jatkuvasti derivoituva kuvaus g oli bijektio

g : Iy — I,. Liséksi ‘pylvdén kantana’ esiintyva ‘infinitesimaalinen jana’ dx korvattiin ¢-vastineellaan ¢'(t) dt.
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Selitys télle viimeiselle seikalle oli, ettd funktio g kuvaa vilin I; osavilin [t, t+dt] vilin I, osaviliksi [g(t), g(t+
dt)], ja ‘infinitesimaalisella rajalla’ g(t +dt) = g(t) + ¢'(t) dt, joten viimeksi mainitun osavélin pituus on juuri
g'(t) dt.

Analogiana pintaintegraalien puolella on, ettd muuttujat = ja y korvataan kahden uuden muuttujan u
ja v funktioilla = z(u,v), y = y(u,v), missa funktiot z(u,v) ja y(u,v) ovat osittaisderivaattoineen jatku-
via, ja kun piste (u,v) kiy lapi joukon S’, niin (z,y) = (z(u,v),y(u,v)) kiy lapi joukon S, ja vastaavuus
(u,v) <> (z,y) on ‘melkein bijektio’ (sallimme bijektiivisyydestd poikkeaman joukon S’ reunalla). Pulmana
on, ettd milld ‘infinitesimaalisen pylvdin pohjana’ esiintyvé pinta-alkio dA = dz dy tulee korvata? Yksiulot-
teisessa tapauksessa siihen tuli tekijiksi ’infinitesimaalisten janojen venytyskerroin’ ¢’(t), joten odotamme

kaksiulotteisessa tapauksessakin tekijdé, joka riippuu sijoitusfunktioiden osittaisderivaatoista x, Ty, Yu, Yo -

Lemma 7.11. Oletetaan, etti tason R? vektorit u = (a,b) ja v = (c,d) ovat eriin suunnikkaan S samasta

kdrjestd lahtevdt sivut. Tdlloin suunnikkaan S pinta-ala A saadaan kaavasta
A = |ad — be].
Determinanttien (lineaarialgebran) kielelld ilmaistuna sama voidaan sanoa muodossa

Todistus. Valitaan kyseisen suunnikkaan kannaksi vektori u, jolloin sen pituus on |u|. Sitd vastaan kohti-

a cC
s

suoran korkeusjanan pituus on |v|sin a, missi « on vektorien u ja v vilinen kulma. Samaistetaan vektorit
3-ulotteisten vektorien kanssa: u = (a,b,0), v = (¢,d,0). Suunnikkaan pinta-ala on ristitulon perusominai-
suuksien nojalla

A=|u||v|sina = |uxv|

Tassa

uxv=(0,0,ad — be),
joten |u x v| = |ad — bc]. O

v )

(u,v 4+ Av)  (u+ Au,v + Av) P(u+ Au,v + Av)
dA’
P(u,v+ A
(uyv) (u+ Au,v)
P A
dA" = AuAv (u+ Au,v)
“ 00 i

Kuva 7.8: Pinta-alkion muuttuminen sijoituksessa (z,y) = P(u,v) = (z(u,v),y(u,v))
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Lause 7.12. Oletetaan, etti vastaavuus (u,v) < (x,y) = (x(u,v),y(u,v)) on bijektio uv-tason joukolta
S’ xy-tason joukolle S (sallimme poikkeaman bijektiivisyydesti joukon S’ reunalla). Oletetaan, ettd funktio
f(x,y) on jatkuva joukossa S, ja etti funktiot u(x,y),v(x,y) ovat osittaisderivaattoineen jatkuvia joukossa

S’. Tillsin

A(z,y)
fx,y dIdyZ/ fIUaUay%U ‘ ‘dudv,
e e IO 56,

missd itseisarvomerkkieen sisdlld esiintyvd Jacobin funktionaalideterminantti on

Ooxr Oz

I(z,y) ou ov |

a(u’ ’U) = @ @ = TuYv — TolYu-
ou Ov

Todistus. Esitetdin mychemmélld kurssilla. Perustelemme tdmén kuitenkin differentiaalien avulla seuraa-
valla 16yhahkollé, osin geometriseen havaintoon pohjautuvalla ajatuskululla. Tutkitaan uv-tasossa joukkoon
S’ siséltyvad suorakaidetta, jonka kirkind ovat pisteet (u,v), (u+ Au,v), (v + Au,v + Av) ja (u,v + Av)
(Kuvan [T.8 vasen puolikas). Tdmén pinta-alkion pinta-ala on selviisti dA’ = AwuAwv. Kuvauksessa P :
(u,v) — (z(u,v),y(u,v)) timi suorakaide kuvautuu likimain suunnikkaan muotoiseksi alueeksi (Kuvan [.§
oikea puolikas), jonka kiirkind ovat pisteet Py = P(u,v), Pi = P(u + Au,v), P, = P(u+ Au,v + Av) ja
P; = P(u,v + Av). Tdm4 seuraa funktioiden x(u,v) ja y(u,v) differentioituvuudesta (emme perustele sité
tarkasti).

Edelleen naiden funktioiden differentioituvuudesta seuraa, etté
P(u+ Au,v) = (x(u + Au,v),y(u + Au,v)) &~ (2(u,v) + Au - 2y (u, v), y(u, v) + Au -y (u, v)),

eli suuntajana Py Py = (24, yy) - Au, ja timé approksimaatio on sitd tarkempi, mitd pienempi Au on. Raja-

arvonahan saadaan
PPy
im
Au—0 Au

= (xuayu)

Vastaavasti
P(u,v+ Av) = (z(u, v + Av), y(u,v + Av)) & (z(u,v) + Av - 2y (u, v), y(u, v) + Av - yy (u, v)),

eli suuntajana PyPs =~ (Z,,y,) - Av. Voimme siis ‘infinitesimaalisella rajalla’ pitd4 zy-tason vastinaluetta
suunnikkaana, jonka pisteestd Py = P(u,v) ldhtevind sivuina ovat vektorit (z,,y,) du ja (x,,y,) dv. Niin

ollen vastinalueen pinta-alalle saadaan edellisen Lemman mukaisesti
dA = |TyYy — Toyu| - |dudol.

Kun sitten muodostamme pintaintegraaliin | s f(x,y) dx dy liittyvit yli- ja alasummat kéyttédenkin sel-
laisia pylviité, joiden pohjina esiintyvét tavallisten suorakaiteiden asemesta téllaiset suunnikasmaiset vasti-

nalueet, ndemme, ettd ndméi yli- ja alasummat vastaavat pintaintegraalin

. f(@(u, 0), y(u, v))|0(x, y)/O(u, v)| du dv
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yla- ja alasummia. Tarkempi raja-arvotarkastelu johtaa lopulta vaiteyhtaloon. O

Taméin kurssin kannalta kiytidnnossd ainoa tarvittava Jacobin funktionaalideterminantti liittyy napa-

koordinaattien kiyttoon. Talloin uusina muuttujina esiintyvét r ja ¢, ja koordinaattimuunnoksen vélittavét

sijoitusfunktiot
{ x=uz(r,p) = Trcosgp,
y=y(r,p) = rsine.
Jacobin funktionaalideterminantti saa talléin arvon

or 0

0(%1@_ or Oy | _

orp) | %y Oy
or 0Oy

cosp —rsing
sing  rcosep

= r(cos? ¢ + sin? p) = 7.

dA
rdp dr

do

Kuva 7.9: Pinta-alkio napakoordinaatteja kiytettdessa

Tassé tapauksessa Jacobin funktionaalideterminantin vaikutus pinta-ala-alkioon on helposti varmistetta-
vissa tutkimalla Kuvaa [0l Sielld pinta-alkio on pisteitd A, B, C, D yhdistévien kiiyrien rajaama alue, jonka
sisélld olevan pisteen etdisyys origosta on valilla (r,r + dr) ja vaihekulma valilld (o, ¢ + dy), missa (r, )
ovat pisteen A napakoordinaatit. Néin pisteet A ja D ovat origokeskisen r-siteisen ympyrin kaarella, joten
niitd yhdistdvin kaaren pituus on rdy. Janat AB ja DC ovat molemmat pituudeltaan dr. Kun pidimme
pisteen A paikallaan, mutta dr — 0, dp — 0, niin kuvio ABC'D on oleellisesti suorakaide, jonka yksi sivu on

pituudeltaan r dy ja toinen dr. Niin ollen sen pinta-ala on
dA = rdrdep.

Napakoordinaattien tapauksessa Jacobin funktionaalideterminantti 9(x,y)/9(r, ) = r ilmaisee tarkas-

ti juuri sen, ettd Kuvan kaltaisen alueen ABCD pinta-ala riippuu paitsi koordinaattien vaihteluvilien
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pituuksista dr ja dy myo6s infinitesimaalisen suorakaiteen etdisyydesté origosta: kaukana origosta pienikin
vaihekulman muutos dy liikuttaa pistettd merkittdvasti ja pinta-alkiokin on suuri. Toisen ddripdan muodos-
taa origo, jossa funktionaalideterminantti havida. TAma kuvastaa muun muassa sité, etti origossa ei kuvaus
karteesisten ja napakoordinaattien vililld ole bijektio. Kun r = 0, niin pisteen xy-koordinaatit eivit lain-
kaan riipu vaihekulmasta . Lausetta voidaan silti kiyttad. Poikkeamat bijektiivisyydestd koskee vain
ry-koordinaattien vaihtelualueen (r € [0,00), ¢ € [0,27]) reunoja: r = 0 vastaa origoa kaikilla ¢:n arvoilla,
ja vaihekulmat ¢ = 0 ja ¢ = 27 vastaavat samaa pistettd (kullekin kiinteélle r:n arvolle).
Napakoordinaattimuunnoksen yleisyys ja kiyttokelpoisuus johtuvat siitd, ettd usein tarkasteltava alue
ja/tal integroitava funktio on yksinkertaisemmin kuvattavissa napakoordinaatteja kiyttden, jolloin laskut

yksinkertaistuvat.

Esimerkki 7.13. Suoran ympyrikartion korkeus on h ja pohjaympyrian side R. Tarkista sen tilavuuden
kaava

1
V =—-nR*h
37
pintaintegraalin avulla.

Ratkaisu. Sijoitetaan kartio siten, ettii sen pohjaympyri on zy-tason ympyrd z2 + y?> = R2, ja huippu
pisteessi (z = 0,y = 0,z = h). Pisteessa (x,y) = (r cos g, r sin ) kartion vaippa on korkeudella f(r) = h(1—
r/R), silld korkeus pienenee séteittédin lineaarisesti arvosta f(0) = h arvoon f(R) = 0. Napakoordinaateissa

ilmaistuna pohjaympyrd Y on pistejoukko
Y ={(rcosp,rsing) |0<r <R,0< ¢ <27}

Niin ollen tilavuus saadaan iteroituna integraalina

27 R
V:/fdAz/ f(r)rdrde
Y =0 Jr=0
27

R 2 3
T T
= h|——— d
/90—0 ( r=0 ( 2 3R>> 4

/2” hR2 whR2
%]

—dp =
o 6 3

Talla kertaa ulompi g-integrointi oli erityisen mukava, koska integrandina oli vakiofunktio.

Esimerkki 7.14. Voidaan osoittaa (harjoitustehtévi), ettd vililld ¢ € [—m/2, 7/2] napakoordinaattiyht&lon
r = cos¢ antama kiyrd on origon kautta kulkeva ympyré, jonka keskipiste = (1/2,0) ja side siis = 1/2.

/di,
s

missd S on ympyrien r = cos ¢ ja r = 2 cos p viliin jadva alue.

Laske pintaintegraali
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Kuva 7.10: Esimerkin [[14] integroimisalue harmailla siteilld korostettuna

Ratkaisu. Alue S on napakoordinaattien avulla esitettyné (ks. Kuva [[10)
S ={(rcosp,rsing) | cosp <r <2cosp, —m/2 < @ < mw/2}.

Otetaan lisdksi huomioon, ettd dA = rdr dy, ja ettd f(r, ) = x = rcos . Niin ollen kysytty integraali on

esitettavissi iteroituna integraalina

/2 2 cos ¢
/di :/ (/ (rcos)r dr) de
S p=—7/2 r=cos ¢
/2 ( 2cos p 7"3)
:/ cosp — | dp
p=—m/2

T=COS 3

:/”/2 7COS4(pd<p
©

=—7/2 3
14 7\'/2
= — cos® dy
3 Jo=o

missé kahdessa viimeisessi vaiheessa on kiytetty ¢-integrandin parillisuutta ja Esimerkin [234 kaavaa (katso
my6s Esimerkkia [2:38)).

Témé pintaintegraali laski myos Kuvan [T11] tilavuuden. Koska kyseinen kappale on selkeésti tilavuu-
deltaan alle puolet sellaisen suoran ympyrilierion tilavuudesta, jonka pohjan ala on 7 ja korkeus 2, niin
tarkistuksena toteamme, etti integraalin arvo on (vihén) < m. Jos pienempi ympyré ei tekisi reikda, niin

kappale olisi tasan puolet kyseisesté lieriosta.

Seuraava esimerkki kisittelee erdstd yhden muuttujan funktion epéoleellista integraalia, johon olet luul-

tavasti torminnyt todennéikoisyyslaskennassa normaalijakauman yhteydessé. Yllattavas tissa on, ettd inte-
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Kuva 7.11: Esimerkin [Z.14] kappale

graali, jota emme pysty laskemaan yhden muuttujan funktion teorian avulla, onkin laskettavissa pintainte-

graalien avulla.

Esimerkki 7.15. Osoita, ettd

o0 2
/ e dx = /7.

—o0
Ratkaisu. Aina, kun z > 1, niin 0 < e=® < ¢~%. Koska integraali floo e~ * dx suppenee (Esimerkki [327]),
niin majoranttiperiaatteen nojalla integraali floo e~ dz sekin suppenee. Koska integrandi on parillinen, niin

myos f__:o e~ da suppenee. Niin ollen tutkittava epéoleellinen integraali suppenee. Merkitddn raja-arvoa

I :/ e~ dr = lim e du.
0

c—00 0

Olkoon ¢ > 0 reaalinen parametri. Merkit#iéin edelleen F(c) = [ e dr. Kéytetddn ensimmdiisen nel-

0
janneksen neliostd merkintda

N(c)={(z,y) eR*|0<x<¢, 0<y<c}
ja neljinnesympyristi merkintii.
Y(c)={(z,y) eR*|0<x, 0<y, 22 +y*> <2}
Talléin vakuutut helposti siitd, ettd ndma joukot toteuttavat siséltymisrelaatiot

Y(¢) C N(¢) C Y (V2).
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Tutkitaan funktion f(z,y) = e~ @ +¥") pintaintegraaleja. Koska flz,y) = e~ . =¥, niin Lauseen [73)
mukaan funktion f integraali yli joukon N(c) on
flz,y)dedy = /

(o e

/yczF eydy* F(c)%

=0

N(c)

Ratkaiseva havainto on, ettd osaamme laskea funktion f pintaintegraalin yli joukon Y (¢), silld napakoor-

dinaateissa ilmaistuna
Y(c) ={(rcosp,rsinyp) € R? |[0<r<c¢0<p<n/2}.

Koska f(rcosp,rsiny) = e~ niin Lauseen mukaan
/2 c )
/ (/ re " dr) de
e=0 =0
7\'/2 c 1
= / < — —eT2) dy
»=0 r=0 2
211 e
= ———e ° | dy
[ (G3)
s 1 1 _e2
=3 (5 5 ) 7

/ F(a,y) de dy
Y (¢)

silli De=*" = —2ze=*" | ja siis fre_’“2 dr = (—1/2)e~"". Erityisesti saamme, ett
1 1
lim fdA= lim - (— - —ec2) =I
= Jy(¢) c—oo 2 \2 2 4

Toisaalta funktio f(z,y) on koko tasossa positiivinen, joten (ajattele vastaavien kappaleiden tilavuuksia)

[ raas [ gaas | jaa
Y (c) N(c) Y (V2¢)

Téasté seuraa sandwich-periaatteen mukaan, etté

= lim fdA = lim F(c)* =I*.

4 c— 00 N(C) c— 00

Koska I > 0, niin I = y/7/2. Integrandin parillisuuden nojalla lopulta

o0 2
/ e dx =21 = /7.

—00
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Luku 8

Differentiaaliyhtaloiden alkeita

Analyysin sovelluksissa differentiaaliyhtdlot on ehka kiytetyin tyokalu. Melkein kaikkia muutosprosesseja mal-
linnetaan differentiaaliyhtdloiden avulla: talouden syklejé, kaikkia mekaniikan tehtdviéd, kemiallisen reaktion
etenemistd, aaltoliikkeitd, populaation koon muutosta jne. Tdlla kurssilla esittelemme vain aivan peruské-
sitteitd. Differentiaaliyhtil6itd varten on omistettu erillinen vuosittain jirjestettdvia kurssi. Liséksi hieman
harvemmin jarjestetddn osittaisdifferentiaaliyhtéloiden erikoiskurssi sekéi numeerisen analyysin kurssi, jon-
ka osana kisitellasin differentiaaliyhtildiden likim#ariiseen ratkaisemiseen kiytettivia algoritmeja. Viimeksi
mainitulla kurssilla edellytetddn ohjelmointitaitoa, jotta voit toteuttaa sielld esiteltdvit algoritmit tietoko-
neharjoitustoina.

Differentiaaliyht&lot (=DY:t) ovat yhtéloité, joissa esiintyy tuntematon funktio (ei siis tuntematon luku,
kuten tavallisissa yhtdl6issd) ja ainakin yksi sen derivaatta. Talld kurssilla usein y = y(x) on etsittavi

tuntematon funktio. Esimerkkejd DY:std ovat
y' + 2wy = a2, y" + 2y + 3y = cosz.

DY on n:nnen kertaluvun DY, jos se on muotoa f(z,y,y’, ..., y(”)), eli korkein yht#lossa esiintyva tuntemat-
toman funktion y derivaatta on kertalukua n. Y1l esiintyneistd esimerkkiyhtal6istd vasemmanpuoleinen on
siis ensimméisen kertaluvun ja jalkimmd&inen toisen kertaluvun DY.

Sangen yleisessé tilanteessa (tarkempi esittely mythemmilld kursseilla) kertalukua n olevan DY:n ratkai-
sufunktiot muodostavat joukon, jossa on n kappaletta vapaasti valittavia reaalisia parametreja. Esimerkiksi

soveltamalla integraalilaskennan peruslausetta kahdesti ndemme, ettd DY:n
y" = 6x

kaikki ratkaisut ovat muotoa y(x) = x® + C1z + Co, missi vakiot C; ja Cy voidaan valita vapaasti. Koska
kyseessd oli toisen kertaluvun DY, vapaasti valittavia parametreja oli kaksi. Téllaisen funktiojoukon geo-
metrinen vastine on kdyrdparvi — kutakin parametrien yhdistelma& kohti saadaan yksi kiyrd = kyseisen
ratkaisufunktion kuvaaja. Kayraparven lisdksi DY:Il4 voi olla ns. erikoisratkaisuja, jotka ovat ratkaisuja sii-

né, missd muutkin, mutta eivit kuulu kiiyrdparveen. Erikoisratkaisu voi syntya esimerkiksi parven kiyrien
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niin sanottuna verhokdyrdand, kuten seuraavassa esimerkissa.

Y

Kuva 8.1: Paraabeli y = —22/8 ja sen tangentit ovat kaikki DYm 2y'? 4+ zy/ — y = 0 ratkaisuja

Esimerkki 8.1. DY:n
2y +ay —y=0

ratkaisuina ovat kaikki parven y = Cx + 2C? suorat (tarkista derivoimalla!), misséi, C' on vapaasti valittava
vakio. Toisaalta paraabelin y = —x2/8 pisteeseen (g, o) = (o, —x3/8) piirretyn tangentin kulmakerroin

on —xp/4, ja tangentin yhtalo siis

2 2
i o —T0 —Zo
y+8 4(55 x0) Y (4)x+(4),
eli kyseessé on mainitun suoraparven suora: C' = —z(/4. Parven suorat siis kaikki sivuavat tdtd paraabelia.
Lisiiksi funktion y = —2%/8 derivaatta on y’ = —x/4, ja

2 22 2?

e
8§ 173

2 + oy —y = 2—a/4)? + x(—w/4) - (~2*/8) =

Tama paraabeli on siis sekin DY:n ratkaisu. Kuvassa Bl on esitetty muutama parven suora seki niiden

verhokéyrini muodostuva paraabeli.

Usein ongelma, jota DY kuvaa, tarjoaa varsinaisen differentiaaliyht&lon lisdksi alkuehtoja, joita kiytetdan
valitsemaan haluttu ratkaisu kiyréparven joukosta.

Kisittelemme ilman todistuksia muutamia alkeellisia DY-tyyppeja sekd menetelmié niiden ratkaisemisek-
si. Menetelmien toimivuus voidaan aina lopuksi varmistaa sijoittamalla ratkaisuna saatu funktio derivaat-
toineen alkuperdiseen differentiaaliyhtdloon. TallGin teoriaan jéa looginen aukko siitd syystéd, ettemme voi
olla varmoja siitd, ettd olemme 16yténeet kaikki ratkaisut. On olemassa laajoja DY:n ja alkuarvotehtdvin
luokkia, joille voidaan todistaa, ettd niiden ratkaisu on yksikisitteisené olemassa, mutta tarvittava koneisto

on liian syvallistd tille kurssille.
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8.1 Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtiloista

Muotoa
,_dy

y=0= f(x)g(y) (*)

olevaa DY:td kutsutaan separoituvaksi. Kasittelemalld differentiaaleja ‘totuttuun epatdsmaélliseen tapaan’

voidaan tdma DY kirjoittaa muodossa dy/g(y) = f(x) dx. Tami voidaan t&lloin integroida puolittain, jolloin

| %= 1w (s5)

Jos téssd vasemman puolen madraimittomini integraalina saatavalla funktiolla on helposti ilmaistava kiidn-

saadaan

teisfunktio, niin saadusta yhtdlostd voidaan ratkaista y = y(z). Mukaan saadaan yksi parametri (vastaten
sitd, ettd DY on ensimmaisté kertalukua) sitd kautta, ettd madrdaméttomalld integraalilla on vapaasti valit-
tava integroimisvakio. Menetelmén oikeutus voidaan perustella sijoittamalla yht&lon (x) vasemman puolen
madradmattomadn integraaliin hypoteettinen ratkaisu y = y(z), jolloin sijoituksen seurauksena saadaan

yhtélon (xx) oikean puolen madradadméton integraali, kun otamme huomioon DY:n (k).

Esimerkki 8.2. Ratkaistaan DY (22 + 1)y’ = e V.

Ratkaisu. p
(22 + 1)% = eY

PEN ey d — d—x
v o= 2+ 1

N / oy — / _dr
vy = 241

& eY = arctanx +C

& y = In(arctanz + C).

Tassé integroimisvakio C' on muutoin vapaasti valittava parametri, mutta on huolehdittava siité, etti funktio

arctanz + C on tarkasteluvalilla > 0.

Esimerkki 8.3. Oletetaan, ettd n > 0 on kokonaisluku, ja ettd A on jokin kemiallinen yhdiste. Jos A
osallistuu kemialliseen reaktioon, niin sen konsentraatio ¢4 muuttuu ajan funktiona reaktion edetessé eli c4 =
c(t). Niin sanotussa n:nnen kertaluvun reaktiossa reaktion tapahtuminen edellyttids molekyylitasolla, etté
n kappaletta yhdisteen A molekyyleja on riittdvan 1dhelld toisiaan. Todenndkoisyys télle on verrannollinen

konsentraation n:nteen potenssiin c4(¢t)”. Tdmén seurauksena saadaan DY

missé k on vakio, jonka arvo riippuu reaktion tarkemmista yksityiskohdista (voidaan arvioida koetulosten

perusteella).
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Tami DY on separoituva, ja se voidaan kirjoittaa muodossa

d
~ZA g
€A
Tassé voidaan asettaa luonnollinen alkuehto, jonka mukaan konsentraatiolla on reaktion alkaessa hetkell&
t = 0 jokin tunnettu arvo c4(0) = ¢o. MyShemmélla hetkelld ¢ > 0 saadaan integroimalla
calt) 4
- / ZA .
co Ca
Jos téssd n = 1, niin ratkaisuksi saadaan

t
A
co

=kt & ca(t) = coe ™.

Jos taas n > 1, niin integroimalla saadaan

1 1 1 ket
n—1 CA(t)”71 06171 o

mistéd c4(t) voidaan ratkaista

1 1
=n-1kt+ —— = ca(t) = 0

1 -1 .
CA(t)” CS n=1/1 + (n _ 1)66171]%

Esimerkki 8.4. Tasalaatuinen vaijeri (tai ketju) tuetaan piistiin, ja asetetaan roikkumaan homogeeniseen
painovoimakenttaén, jolloin se asettuu funktion y(z) kuvaajan muotoon. Perustellaan, miksi t&ll6in funktio

y = y(x) toteuttaa differentiaaliyht&lon
y' = K+/1+y2, missi K >0 on vakio,
ja osoitetaan, ettd tdmin DYn ratkaisuja ovat funktiot
1
Y= e cosh(Kx + Cy) + Cs.

Ratkaisu. Tarkastellaan pientd ketjun osaa, joka jai vélille [,z + Az] (ks. Kuva[82). Tédhén ketjun osaan
vaikuttaa 3 eri voimaa. Painovoima G, siitd oikealle olevan ketjun osan sitd tukeva voima Fpg, ja siitd
vasemmalle olevan ketjun osan sitd tukeva voima Fj. Tasapainotilassa ndméi toteuttavat vektoriyhtdlon
G+F+Fgr=(0,0). Tassd vaijerin jinnitysta kuvaavat voimat F, ja Fp ovat kiyrin tangentin suuntaisia,
sillé tangenttia vastaan kohtisuora komponentti aiheuttaisi aaltoliikettd tai muuta hiiri6ta, mité ei tasapai-
notilassa esiinny (jaykké tanko olisi téissé suhteessa erilainen kuin vaijeri). Niin ollen on olemassa sellaiset
vakiot A > 0 ja B <0, ettd Fr = B(1,vy'(x)), ja Fr = A(1,y/'(x + Ax)). Painovoima suuntautuu suoraan
alaspiin, ja vektorin G pituus on suoraan verrannollinen timé&n pienen ketjun osan massaan. Koska oletimme
vaijerin tasalaatuiseksi, niin massa on suoraan verrannollinen tdmén ketjun osan pituuteen \/W Az,

missé & on jokin luku valiltd [z, x + Az] (vertaa kdyrén pituuden kaavan johtoon kolmannessa luvussa). Siis

G = —C(0,/1+y(€)2Ax).
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Fr

Fr

T T+ Ax

Kuva 8.2: Ketjukiyrin differentiaaliyhtélon johto

Tasapainoyht&ld saa nidin muodon

(0,0)0=G+F,+Fr=(A+ B, Ay (z + Az) + By (z) — C\/1 + ¢/ (£)?Ax).

Vertaamalla ensimméisid komponentteja ratkeaa B = —A. Jakamalla jalkimmaiset komponentit luvulla Az

saadaan yhtilo

Ay'(fEJrAAfE;*Z/(x) N wuvirsel

Kun tdssd merkitdin K = C'/A, ja annetaan Az — 0, saadaan raja-arvona viitetty DY
y'(@) = Kv/1+y/ ()2
Huomaamme, ettd itse asiassa kyseessd on funktion z(x) = y'(z) ensimmaiisen kertaluvun DY
Y =dz/dr = K\/1+ 22.

Tamaé separoituu muotoon

——— = K dz,
2241
mistd puolittain integroimalla saadaan
arsinh z = Kz + C; < z = sinh(Kx + Cy).

Koska y(z) = [ z(z) dz + Oy, tulee ratkaisuparveksi

1
ylx) = e cosh(Kx + Cy) + Cs.

Téssé vakiot C; ja Co kertovat 1dhinné sen (reaalimaailman kokemuksen perusteella ilmeisen) seikan, etté

ketjua voidaan suuntaissiirtdid sekd x- ettd y-akselin suuntaisesti sen muodon muuttumatta. Parametri K

puolestaan riippuu ketjun materiaalista ja pituudesta.
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Seuraavaksi tarkastellaan muotoa
Y + f(2)y = g(2) (*)

olevaa DY:t4. Tdméan DY:n vasen puoli on L(y) = ¢’ + f(z)y, missd L on lineaarinen operaattori eli funktio,
jonka muuttujana on C'*°-funktio (= funktio, jolla on tarkasteluvélilla kaikkien kertalukujen derivaatat), ja
jonka arvot ovat niin ikéiin C'*°-funktioita, ja joka lisiksi toteuttaa seuraavan lineaarisuusehdon: Jos y; ja

y2 ovat C'°°-funktioita, ja a1, as mielivaltaisia reaalisia vakioita, niin talloin

L(ayy1 + az2y2) = a1 L(y1) + a2 L(y2).

Nyt kiiytetyn operaattorin L(y) =y’ + f(z)y lineaarisuus seuraa suoraan derivoinnin lineaarisuudesta.

Merkit#éin F(x) = [ f(x) dz. Ottaen huomioon DY () saadaan

d

= (4e"?) = y'e" D 4y f(a)e @ = ga)e .

Integroimalla tdm3 puolittain ja jakamalla tulos funktiolla e (*) saadaan vastaukseksi

y=e '@ /g(x)eF(”) dx.

Tamin ratkaisukaavan kayttokelpoisuutta rajoittaa se, ettd siind esiintyvd maidrdaméton integraali voi-

daan eksplisiittisesti laskea alkeisfunktioiden avulla vain suhteellisen yksinkertaisissa tapauksissa.

Esimerkki 8.5. Ratkaise DY
y —y=2a’+z.

Ratkaisu. Télli kertaa F(z) = [(—1)dz = —z. Sijoittamalla timé ylli olevaan ratkaisukaavaan saadaan

vastaukseksi osittaisintegroimalla

y=-¢e" </(z2 +x)emdx) =e" (—e (2 +3x+3)+C) = Ce®” — 2> — 3z — 3.

Tarkastellaan jatkoa varten vield Esimerkin ratkaisua lineaarisen operaattorin L(y) = y’ —y kannalta.
Nyt
L(—2? =3z —-3)=D(—2? =3z —3) — (—2> - 32 —-3) = 22— 3+ 2° + 30 + 3 =22 + =z,

ja

Téssd siis termi y; = Ce” on ratkaisu niin sanotulle homogeeniselle differentiaaliyhtilélle L(y) =y’ —y = 0,

sillii L(Ce®) = C-L(e*) = 0. Toinen termi ya = —x? —3x—3 puolestaan on alkuperiisen yhtilén L(y) = 22 +x
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erdis ratkaisu (=yksityisratkaisu). Tésta saamme toisen perustelun sille, ettd ndiden kahden termin summa

y1 + y2 on alkuperdisen yhtélon ratkaisu: operaattorin L lineaarisuuden perusteella
L(yr +y2) = L) + L(y2) = 0+ 2” + 2 = 2® + x.

Seuraavassa pykilassd samanlainen ajattelu on keskeisessd roolissa.
Huomautamme, ettd Lineaarialgebran kurssilla yhtalo(ryhmé)n homogeenisuus tarkoitti sité, ettd vakio-

termit = 0. DY:ssé () on tuntemattomana y, ja g(x) ajatellaan sen ‘vakiotermiksi’.

8.2 Toisen kertaluvun vakiokertoiminen lineaarinen DY
Olkoot a ja b reaalisia vakioita ja f(z) jokin funktio. Otsikon mukainen DY on muotoa
y' +ay +by = f(x),

missi vasen puoli L(y) saadaan funktiosta y soveltamalla siithen lineaarista operaattoria L(y) = y” +ay’ + by.
Tamé DY on toista kertalukua, joten etsimme kaksiparametrista kidyrdparvea. Yleinen ratkaisumenetelm

on seuraava.:

(i) Etsitddn homogeeniselle DY:lle L(y) = 0 kaksi sellaista ratkaisua y = y1(z) ja y = ya2(z), ettd kumpaa-

kaan ei saada toisesta kertomalla sité vakiolla (erityisesti kumpikaan ei siis saa olla triviaali ratkaisu
y =0).

(ii) Etsitddn epidhomogeeniselle DY:lle L(y) = f(x) jokin yksityisratkaisu y = yo(z). Tama tehddin usein
arvaamalla ratkaisun muoto, tekemélld sopiva yrite, jossa on mukana tuntemattomia kertoimia, ja

ratkaisemalla tuntemattomat kertoimet yhtalosta L(y) = f(x).
(iii) Todetaan, ettd alkuperdisen yhtdlon yleinen ratkaisu on
y =y(x) = yo(z) + Cry1(z) + Caya(),
missd parametrit C7,Cy € R voidaan valita vapaasti tai ratkaista mahdollisista alkuehdoista.

Téssé kohdassa (ii¢) esitetty funktio on aina alkuperdisen DY:n ratkaisu. Tamé seuraa operaattorin L line-

aarisuudesta:
L(y) = L(yo) + L(Ciy1 + Cay2) = L(yo) + C1L(y1) + C2L(y2) = f(x) +C1 -0+ Cs - 0 = f(x).

Tarkastelemme vaiheita (i) ja (i7) kumpaakin erikseen. Voidaan todistaa, ettd jos 16yddmme homogee-
niselle yhtélolle L(y) = 0 kaksi kohdan (i) ehdon toteuttavaa ratkaisua, niin kaikki homogeenisen yhtilon
ratkaisut ovat talloin muotoa y = yp, = C1y1(x) + Coya(x). Kutsumme tétd parvea silloin homogeenisen yh-
talon yleiseksi ratkaisuksi. Kuvattu menetelmi tiivistetdan usein muotoon ‘epdhomogeenisen yhtélén yleinen
ratkaisu saadaan lisddmélld sen (miké tahansa) yksityisratkaisu vastaavan homogeenisen yhtélon yleiseen

ratkaisuun’. Sama periaate toimi myds lineaaristen yhtdléryhmien tapauksessa kurssilla Lineaarialgebra.
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Ensimmaéisen kertaluvun vakiokertoimisella homogeenisella DY:114 4" + ay = 0 on aikaisemmin esitetyn pe-
rusteella ratkaisu y = e~ [ade — g—az Arvaamme, ettd toisen kertaluvun vakiokertoimisella homogeenisella
DY:1I4 voisi olla samaa muotoa y = e"* oleva ratkaisu. Téssd r on reaalinen vakio. Kdytadmme tita funktiota

yritteend, ja sijoitamme
L(e™) = D?(e"™) + aD(e"™) + be™ = (r* + ar + b)e"™.

Téten yrite y = €™ on homogeenisen yhtdlén L(y) = 0 ratkaisu silloin ja vain silloin, kun parametri r on
niin sanotun karakteristisen yhtdlon

r?4+ar+b=0

ratkaisu.

Kisittely jakaantuu karakteristisen yhtdlon ratkaisujen luonteen perusteella kolmeen hieman erilaiseen
tapaukseen:

1) Jos karakteristisella yhtalolla on 2 eri reaalista ratkaisua r = r; ja r = ro # 71, niin tilldin vastaavat
yritteet y; = e"'% ja yp = €% toteuttavat ehdon (i), silld y1 /y2 = e("17"2)* miki ei ole vakio, kun r; —ry # 0.

Téassé tapauksessa homogeenisen DY:n yleinen ratkaisu on siis
yn = Cre™” 4+ Cre™”.

2) Jos karakteristisella yhtdlolla on yksi kaksinkertainen juuri r = r1 = ro (vilttdméatta reaalinen), niin

yrite y = €"* antaa meille vain yhden kiyttokelpoisen ratkaisun y; = ™. T&ll6in kuitenkin
P2 rar4+b=(r—r)(r—r)=(—r)?=r>=2rr+r2

joten a = —2r; ja b = r?. Ehdon (i) toteuttavaksi toiseksi ratkaisuksi yo kelpaa nyt yz = xe™®, silld

derivoimalla saadaan yj = (r1x + 1)e™® ja y4 = (r?z + 2r;)e"®. Niiden seurauksena
L(ys) = €™ (z[r] + ar1 +b] + [a+ 2r1]) =0,

silld ensimméinen hakasulkulauseke hividé, koska 71 on karakteristisen yhtdlon ratkaisu, ja jilkimmé&inen
hakasulkulauseke havidd, koska a = —2r1. Nyt y2/y1 = « el ole vakio, joten ehto (i) on voimassa, ja yleinen
ratkaisu siis

yp = Cre™* + Coxe™?.

3) Jos karakteristisen yht&lon juuret r1, 7o eivét ole reaalisia, niin ne ovat toistensa kompleksikonjugaat-
teja, eli
ry=a-+if, ro = a —if,
missé « ja B ovat reaalisia. Tallgin @ = —r; —ro = —2a ja b = riry = o2 + B2. Sijoittamalla nihdisn,

ettd tdssid tapauksessa y; = e** cos Sz ja y2 = e** sin fr ovat molemmat homogeenisen yhtilon ratkaisuja.
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Tarkistamme tdméin funktiolle y; (yo jitetdsdn harjoitustehtiviksi). Derivoimalla saadaan ensin
y; = e**(acos fx — [Bsin fx),
sitten
Yy = e®®(a? cos fr — afsin fz — af sin Bz — 2 cos fz) = €T [(a2 — B%) cos Bz — 2afsin Bx} ,

ja lopulta
L(y1) = e** [(&® — B* + aa + b) cos Bz — (2a8 + afB) sin Bz] = 0,

silli o2 — B2 +aa+b=a? — B2 —2a% + (a? + %) = 0, ja 208 + aB = (2a + a) = 0. Yleinen ratkaisu on
tassé tapauksessa siten muotoa

yp = ¥ (Cy cos fx + Cy sin fx) .
Esimerkki 8.6. Homogeenisen vakiokertoimisen yhtilon
y' =3y +2y=0
karakteristisella yht&lolld r2 — 3r + 2 = 0 on ratkaisut 71 = 1 ja r» = 2. Sen yleinen ratkaisu on téten
yn(z) = Cre® + Cae®.
Esimerkki 8.7. Vakiokertoimisen DY:n
y'+ 4y +4y =0
karakteristisella yht#lolls 72 + 4r 4+ 4 = 0 on kaksinkertainen juuri 71 = ro = —2. Sen yleinen ratkaisu on siis
yn = (O1 + Caz)e .

Esimerkki 8.8. DYn
y'+y=0

karakteristinen yht#ls on r2 + 1 = 0. Tamén nollakohdat ovat r; =4 ja 72 = —i. Yleinen ratkaisu on siis
yp = Crcosz 4+ Cosinx.

Esimerkki 8.9. (Vaimenematon harmoninen liike.) Kappale, jonka massa on m = 4, liikkkuu kitkatta pitkin
s-akselia edestakaisin voiman F' = —16s vaikutuksesta (tdmé tilanne saadaan aikaan esimerkiksi kiinnitta-
mélla kappale jaykkyydeltdin sopivaan jouseen). Muodostetaan liikkkeelle s = s(t) (muuttujana ¢ on aika)
DY ja ratkaistaan se, kun lisiksi tiedetdin, ettd hetkelld ¢t = 0 kappale on kohdassa s = 1 ja silld on nopeus

v=ds/dt = —24/3.
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Ratkaisu. Lihtokohtana on liikelaki F' = ma, missd a on kappaleen voiman F' vaikutuksesta saama kiihty-

vyys. Koska a = dv/dt = d*s/dt*> = s", niin
F=ma& —16s=4s" & s +45=0,

eli kyseessé on kappaleen paikan (ajan funktiona) vakiokertoiminen homogeeninen toisen kertaluvun lineaa-
rinen DY. Karakteristisen yht#lon 72 + 4 = 0 ratkaisuja ovat r; = 2i, 7 = —2i, joten DY:n yleinen ratkaisu
on

s(t) = C1 sin 2t + C cos 2t.

Vakiot C ja Co méirdytyvit alkuehdoista. Koska 1 = s(0) = C4 sin 0+ Cs cos 0 = Cy, niin Co = 1. Koska
v(t) = §'(t) = 20} cos 2t — 2Cy sin 2t, niin v(0) = 2C1, ja toinen alkuehto siis 2C; = —2+/3. Tiésti ratkeaa
C1 = —/3, ja lopulliseksi vastaukseksi saadaan

5(t) = cos 2t — v/3sin 2t.

Esimerkki 8.10. (Vaimennettu harmoninen liike.) Muutetaan Esimerkin 89| tilannetta siten, etti kappaleen
massa on m = 1, harmoninen voima F; = —13s, ja lisdksi kappaleeseen vaikuttaa sen nopeudesta riippuva
kitkavoima F» = —6v (téllainen nopeuteen verrannollinen liikettd vastustava voima syntyy esimerkiksi, kun
liike tapahtuu véliaineessa, esimerkiksi nesteessi). Muodostetaan vastaava DY, ja ratkaistaan se alkuehdoilla

st=0)=1,v(t=0)=5(t=0)=-1.
Ratkaisu. Télla kertaa liikeyht&l6 on
Fi+F=mae —135s—65 =s" < s + 65" +13s =0.

Karakteristisella yhtlolld 2 4 6r + 13 = 0 on ratkaisut 7; = —3 + 24 ja ro = —3 — 2i. Yleinen ratkaisu on
siis

s(t) = e 3t (C} cos 2t + Cy sin 2t)
josta derivoimalla saadaan

s'(t) = e31 ((2Cy — 3C1) cos 2t 4 (=20 — 3C) sin 2t) .

Alkuehtoja vastaa siten lineaarinen yhtalopari

L,
~1.

Ch
203 — 3C

Tamén yhtaloparin ainoaksi ratkaisuksi ndhdasin heti C; = 1,Cy = 1, joten vastaukseksi saadaan

s(t) = e 3*(cos 2t +sin 2t) = V2 e 3 gin (2t n %) .
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Tutkitaan lopuksi, miten l6ydetddn yleisen menetelmdmme edellyttdméa yksityisratkaisu epdhomogeeniselle
DY:lle

y' +ay +by = f(a),
missd a ja b ovat reaalisia vakioita. Menetelmdmme perustuu tuntemattomia kertoimia sisiltédvin yritteen
kdyttoon. Arvaamme ratkaisun muodon, ja sijoittamalla sen ratkaistavaan yhtdloon saamme lineaarisia yhté-
16it4, joista yritteen tuntemattomat kertoimet voidaan méaraté. Vaikeutena on 16ytaa sopiva yrite. Seuraava
taulukko kattaa tavallisimmat tapaukset. Taulukossa kertoimet k, a, ag, . . . , a,, ovat tunnettuja vakioita (osa

DYta), ja A, Ay, ... ovat tuntemattomia kertoimia.

e Jos f(7) = ana™ + ap_12" "1 + .-+ + a1x + ag on astetta n oleva polynomi, kiiytetiifin samaa muotoa

olevaa yritettd y = Apa™ + Ap_12™ 1+ -+ A1z + Ao.
e Jos f(x) = ae*®, kiiytetdiin yritettd y(z) = Aeke.
e Jos f(x) = ay coskx + ag sin kz, niin kiytetadn yritettd y(z) = Aj coskx + Ag sin kz.

e Jos f(z) on muotoa ‘polynomi kertaa trigonometrinen funktio’ tai 'polynomi kertaa eksponenttifunktio’,

niin yrite on samaa muotoa (yleistden kahta edellistd sdéntod, joissa polynomi oli vakio).
Niiden lisiksi tarvitaan seuraavat siinnot monimutkaisempia tilanteita varten:

e Jos f(x) on summa termeji, jotka ovat edellisen listan muotoa, niin lineaarisuuden seurauksena yrit-

teeseen otetaan mukaan kutakin termié edellyttivien funktioiden summa.

e Jos edellisten sddntdjen mukainen yrite siséltdd termin, joka on muotoa A,z"g(x), missi g(z) on

vastaavan homogeenisen DY:n ratkaisu, on yritteeseen otettava mukaan termi A, 12" 1g(x).
Esimerkki 8.11. Etsitdan jokin yksityisratkaisu DY:lle
Y43y + 2y =2 + 1.
Ratkaisu. Taulukkoyrite on muotoa y = Asx? + A1z + Ag. Talloin ' = 2422 + A; ja y” = 24,, joten
Y + 3y + 2y = 24002 + (6Ay + 241)x + (245 + 34, +240) = 2% +1,

josta merkitsemélld termien 1,x, 22 vastinkertoimet yht# suuriksi saamme lineaarisen yhtéléryhmén

245 = 1
6As +2A =0
245+ 341 +24, = 1.
Tésta ’ketjureaktiona’ ratkeaa A =1/2, Ay = —3/2, Ag = 9/4. Eris yksityisratkaisu on siis

1 5 3 9
y(:c)7§:£ f§m+1.
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Esimerkki 8.12. Etsi DY:n
Yy’ + 3y +2y=sinz

jokin yksityisratkaisu.

Ratkaisu. Taulukkoyrite on

y= Ajcosz+ Agsinz.
Talloin y' = Ascosx — Ay sinzx ja y”’ = —Aj cosz — Ay sinz. Vaadimme siis funktioiden vélisen yht&lon
sinz = 3" +3y +2y = (—A1+3A42+2A;) cos v+ (—A2—3A;1+2A5) sinz = (A1 +3A3) cos x+(—3A;+As) sin ,

mik4 toteutuu, kunhan A; ja As ovat yhtéloparin

A +34, = 0
—-3A:1+ Ay =1

ratkaisu. Tdmén ainoa ratkaisu on A; = —3/10, A3 = 1/10, joten etsityksi yksityisratkaisuksi kiy

= L (sinz - 3cosz)
y_l() SIinx COSXT) .

Esimerkki 8.13. Miaraa DY:n
y" + 3y’ + 2y =sinhz

yleinen ratkaisu.

Ratkaisu. Merkitd4n lineaarioperaattoria L(y) = y” + 3y’ + 2y. Homogeenisen DY:n L(y) = 0 karakteristi-

sella yhtalslla 72 + 37 4+ 2 = 0 on juuret r, = —1 ja 79 = —2, joten sen yleinen ratkaisu on muotoa
y=yn(x) =Cie "+ Che 27,

Télla kertaa yhtélon oikea puoli on sinhz = (e* — e™*)/2. Késittelemme namé kaksi termié erikseen.
Haemme ensin yksityisratkaisun DY:lle L(y) = 3e”. Standardiyrite on y = Aje”, jolloin y’ = 3/ =
y = Aie®, jasiis L(y) = 64:e” = €*/2, kunhan A; = 1/12. Toinen termi —e~*/2 on pulmallisempi
siitd syystd, ettd standardiyrite y = Ase™® on homogeenisen yhtalon L(y) = 0 ratkaisu, eikd niin auta
meitd yksityisratkaisun etsimisessd. Turvaudutaan jialkimmaéisen lisdsdinnon apuun, ja kokeillaan yritetta

y = Agwe . Télloin 3/ = As(—xz+1)e™ ", y’ = Ax(xz — 2)e”* ja lopulta

L(Ayze™) = Age™™ (x —243(—z+1)+ 2:5) = Ase™".

Siis valinta Ay = —1/2 toimii, ja L(—3ze~*) = —ie~®. Yksityisratkaisuksi saadaan siis
1 1
V=13 e’ — i z,
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ja epdhomogeenisen DY:n L(y) = sinh x yleinen ratkaisu on siten

1 1
T e 4 Cre” 4 Che 2",

Y=12° 73

Tarkastellaan seuraavassa esimerkissi resonanssia, jossa harmoniseen virdhtelijiin vaikuttaa vield samal-

la taajuudella oleva pakkovoima.

Esimerkki 8.14. Lisitain aikaisemmin kiisitellyn harmonisen liikkeen Esimerkkiin [R.9]
—165s = F = ma = 45"

pakkovoima f(t) = sin 2¢, jolloin DY saa muodon

45" + 165 = f(t).
Méaaratddn tdméin DY:n yleinen ratkaisu.
Ratkaisu. Nyt sin 2¢ ja cos 2t ovat homogeenisen yhtdlon ratkaisuja, joten tehddan yrite

s = Aqtcos2t + Astsin 2t.
Talloin 8" = (A + 2Ast) cos 2t + (Ay — 2A1t) sin2t, s” = (442 — 4A;t) cos 2t + (—4 A1 — 4Ast) sin 2t ja siis
45" + 165 = 16 A, cos 2t — 16 A, sin 2t.

Taten As = 0 ja Ay = —1/16, ja erds yksityisratkaisu on

s(t) = _t cos 2t.

16

Yleinen ratkaisu on siis

s(t) = <01 - 1i6) cos 2t + Cy sin 2¢.

Resonanssivaikutus ndkyy téssi ratkaisussa muun muassa siind, ettd funktio s(t) ei ole rajoitettu milldin
parametrien Cy ja Co arvoilla. Téstéd syystd mekaanisissa (ja myOs muissa) rakenteissa resonanssia tulee vélt-
tdd. Ennakoimattoman resonanssin vaikutuksista 16ytaé internetisti runsaasti videomateriaalia hakusanoilla

‘Tacoma Narrows Bridge’.

Lis&sddntoja on kiytettdvd kahdesti, jos taulukkoyrite kerrottuna x:ll& on sekin homogeenisen DY:n

ratkaisu.

Esimerkki 8.15. Mikd DY:n
y' =2y +y=3e"+z+1

ratkaisuista toteuttaa alkuarvoehdot y(0) = y'(0) = 2.
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Ratkaisu. Nyt L(y) = y” — 2y’ + y. Karakteristisella yhtdlolli r2 — 2r + 1 = 0 on kaksinkertainen juuri

r =1, joten homogeenisen yhtélon L(y) = 0 yleinen ratkaisu on
y =yn(z) = (C1 + Crx)e”.

Oikean puolen funktiossa on polynomitermi = + 1 ja eksponenttifunktiotermi 3e”. Késittelemme ndmi erik-
seen. Etsitddn ensin yksityisratkaisu yhtalolle L(y) = = 4+ 1. Nyt taulukkoyrite on muotoa y, = A1z + Ao.
Téllsin y, = Ay ja y, = 0, joten

|
—

L(yp)2A1+(A1x+Ao)x+1®{AO_2A1 _ @{A; ~ .

joten eris yksityisratkaisu DY:lle L(y) =z + 1 on y,(z) = = + 3.

Seuraavaksi etsimme yksityisratkaisun y = y.(x) yhtilolle L(y) = 3e®. Kaikki muotoa (Az+ Asz)e” olevat
yritteet ovat homogeenisen DY:n L(y) = 0 ratkaisuja, joten ne eivit toimi yritteend. Lisdsdintod kehottaa
tillsin kertomaan yritteen funktiolla z, joten kokeillaan yritettd y.(z) = Asz?e®. Derivoimalla kahdesti

saadaan y. () = Aa(2? + 22)e® ja y!(x) = Az(z? + 42 + 2)e®. Néistd saadaan sitten
L(ye) = Ase” ((2® + 4a + 2) — 2(2% + 22) + 2?) = 24¢".

Yhtéls L(y.) = 3e” toteutuu (A2 = 3/2), kun y, = 2 2%e”.
Koska L(ye +yp) = L(ye) + L(yp) = 3¢ +x+ 1, olemme l6ytaneet alkuperdiselle DY:lle yksityisratkaisun

yo(z) = 3 2%e® + 2 + 3. Sen yleinen ratkaisu on siis
3 2\ x
y(x) = (C’1+C2:c+§:£ )e® +x + 3.
Tallsin y'(z) = (C1 4+ C2 + (C2 + 3)x + 3 2%)e® 4 1, joten alkuarvoehdot vastaavat yhtéldparia

2@{01 -1

2.

)

Ci+Cy+1

2 Cs

{ Ci+3

Alkuarvotehtdvin ratkaisu on siis

3
y= (§$2+2$—1)ez+x+3.
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