Analyysi IT (sivuaineopiskelijoille)

Demonstraatio 5, 16.2.2018

1. Masritd ala, jota rajoittavat suora y = —x ja paraabeli y = 2 — 22

Vastaus: Kéyrien leikkauspisteet saadaan yhtilostd —o = 2—22 < 2?2 —x—2 =
0 < x € {-1,2}. Téll4 vililli on 2 — 22 > —z, joten kysytty pinta-ala saadaan

integraalina
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2. Madritd ala, jota rajoittavat kiyrd y = /x, suora y = = — 2, sekd x-akseli.
Ohje: Integrointi y:n suhteen on téssd tapauksessa yksinkertaisempaa.

Vastaus: Suoran ja kiyran leikkauspiste saadaan selville yhtalosta /z = x —
2o r=(@-2?e22-52+4=0<« xc {1,4}. Niiti vain * = 4 on
z-akselin yldpuolella molemmilla kiyrilla. Tata vastaa y = 2, joten pinta-ala
saadaan integraalina
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Toisella tavalla pinta-ala voidaan laskea kahden integraalin summana:
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3. Kurssin Analyysi I esimerkin 5.10 kiyrd (z,y) = (2 — 1,¢3 — t) (kts. http://
users.utu.fi/mikhirve/analyysil617/Analyysil/AnalyysiI2013verkko.pdf,
s. 143-144) muodostaa origon vasemmalle puolelle jadvéin silmukan. Laske té-
man silmukan pinta-ala.

Vastaus: Mainitun esimerkin mukaisesti silmukka piirtyy kun ¢ € [—1, 1] siten
ettd origosta kiyrélle piirretty vaihekulma suurenee. Néin ollen ala voidaan
laskea kaavalla
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Toisin: Vililla [—1,0] silmukkaa rajoittaa ylhiiltd y = t3 — ¢ ja alhaalta —y,
joten pinta-ala saadaan integraalina
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Nyt = saa arvon —1 kun ¢ = 0 ja arvon 0 kun ¢ = —1. Liséksi 97 = 2¢, joten
pinta-ala saadaan seuraavasti:
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4. Bernoullin lemniskaatta on kiyri, jolla on napakoordinaattiesitys > = a2 cos 26
(a > 0 on vakio). Hahmottele kuva (kun a = 1) ja laske lemniskaatan rajoit-
tama ala. Téssd yhteydesséd sovitaan ettd sellaisille #:n arvoille, joille r ei ole
reaalisena méadritelty, ei kiyra piirry ndkyviin lainkaan.

Vastaus: Kuvio piirtyy nikyviin sellaisilla kulman 6 arvoilla, joilla cos 20 > 0.
Sellaisiksi voidaan valita vili [—T, 7] sekil [27, 27].
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Symmetrian vuoksi voidaan lemniskaatan rajoittama pinta-ala laskea oikean-

puoleisen osan perustella:
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5. Parametriesitys {(cos®t,sin®t) | ¢ € [0, Z]} méérittelee kiiyréin tason I neljin-
neksessd. Madritd koordinaattiakselien ja kiyrdn rajoittama pinta-ala.
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Vastaus: Pinta-ala saadaan kaavalla
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Toisin: Pinta-ala voidaan laskea my®6s integraalina
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6. Maarita kiyrdn y = cosh x pituus vililla —1 <z < 1.

Vastaus:
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7. Olkoon M > 1. Laske sen kappaleen tilavuus, joka syntyy kun vililld [1, M]
madritelty kiyrd y = % pyorahtda z-akselin ympari. Miten tilavuus kayttaytyy
kun M — oo?

Vastaus:

8. Kirjoita integraalilauseke edellisen tehtidvin kappaleen vaipan alalle. Miten vai-
pan ala kiyttdytyy kun M — oo? Ohje: Hyddynné edellisen demokerran arvio-
ta.

Vastaus:
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Niin ollen A — oo kun M — 0.
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