Analyysi IT (sivuaineopiskelijoille)

Demonstraatio 9, 23.3.2018

1. Selvité kaikki x:n arvot joille sarja
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suppenee.
Vastaus: Osaméaritarkastimella voidaan tavoittaa ldhes koko suppenemisalue:
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joten sarja suppenee kun |z —2| < 1 (kun 1 < z < 3) ja hajaantuu kun
|r —2| > 1 (kun z < 1 tai > 3). Téten selvitettdvéksi jad ainoastaan arvot
r=3jaxz=1.

Arvolla z = 3 sarja saa muodon
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mikéd suppenee Leibnizin lauseen perusteella. Arvolla x = 1 taas saadaan sarja
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joka hajaantuu.

2. Osoita, etté sarja
x
E(x)=>_ —
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ei suppene tasaisesti joukossa [0, 00). Ohje: Katkaise sarja jostain indeksistd M

alkaen, ja osoita, ettd sarjan katkaistu loppuosa tulee suureksi, jos x valitaan
sopivalla tavalla.

Vastaus: Valitaan tasaisen suppenemisen kriteerissé esim. € = 1 ja tarkastellaan
katkaistun sarjan loppuosaa
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Jos nyt valitaan x > M, saadaan loppuosalle arvio
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Niin ollen sarjan loppuosaa ei voida saada pienemmaéksi kuin € = 1 x:n arvosta
riippumatta.
3. Olkoon S(x) demokerran 8 tehtévissd 6 ja 7 esiintyvé sarja. Mitd voit sanoa
sarjan S(z) derivoinnista termeittdin?

Vastaus: Muodollisesti derivoimalla saadaan

S'(z) = — i (Z) 9" sin(9 = —WZ ( ) sin(9" 7).

n=0



. . . n . . . . ee .
Voimakkaasti kasvavan kertoimen (%) vuoksi sarjan suppeneminen ndyttéisi

olevan hyvin kyseenalaista joitakin harvoja pisteitd lukuunottamatta; tallaisia
ovat esimerkiksi x = 0 tai x = jolloin sarjassa on vain #irellinen méiara
nollasta poikkeavia termeja.
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Samoin kuin edellisen demokerran tehtivissd 7 havaittiin, sarja hajaantuu ai-
nakin arvolla x = % Sarjan hajaantumista yleisesti (lukuunottamatta yllamai-
nittuja poikkeuksia) on kuitenkin vaikea osoittaa kurssin Analyysi II tiedoilla,
silld ei ole selvda miten l&helle nollaa lauseke sin(9"7x) voi kiydé. Erityisesti
ei ole selvad voiko kyseinen sinitermi kumota termin (%)n aiheuttaman eks-

ponentiaalisen kasvun yllamainittuja z:n arvoja lukuunottamatta.

Yhteenveto: Kurssin tiedoilla ei voida osoittaa, ettd derivoimalla saatu sarja
suppenisi tasaisesti (tai ylipdansd suppenisi) jollain vélilld. Eksponentiaalisesti
kasvavan termin vuoksi nayttdd pikemminkin péinvastaiselta. Ei siis pystyta
osoittamaan, ettd sarja voitaisiin derivoida termeittéin jollakin reaalilukuvalil-
14.

Huomautus: Karl Weierstrass osoitti vuonna 1872 ettd sarjan S(z) méaritte-
lem3 kaikkialla jatkuva funktio ei ole derivoituva misséan reaaliakselin pistees-
si. Voidaan siis huomata, etté vaikka muodollisesti saatu sarja S’(z) suppenee
joissakin harvoissa pisteissi (kuten z =0 ja x = gik), ei ndin saatu suppeneva
sarja kuitenkaan edusta funktion S(z) derivaattaa.
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summa. Ohje: Aloita derivoimalla funktion ﬁ geometrinen sarja termeittiin.
Sijoita lopuksi sopiva arvo x:lle.

Vastaus: Derivoimalla termeittdin geometrinen sarja
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ja yhtéloon (2) puolestaan
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Laskemalla ndma yhteen saadaan
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5. Madrita sarjan
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summa. Ohje: Aloita integroimalla funktion ﬁ geometrinen sarja termeittiin
yli sopivan vilin.

Vastaus: Lasketaan puolittain integraali (|z| < 1)
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Integroidaan edelleen néin saatu sarja (|z| < 1):
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Sijoittamalla x = —5 viimeisimpéin yhtdléon saadaan
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. Etsi funktiolle 1
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potenssisarja pisteen x = % ympdaristossd. Mikd on sarjan suppenemisside?
Ohje: ZC:J}—%—F%.
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Sarja suppenee, kun ‘Z(x — %)‘ <1, ts. ’x - %‘ < %, jolloin siis suppenemisside
on 1.
. Etsi funktiolle
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Potenssisarja pisteen x = 0 ympéristossd. Mikd on sarjan suppenemisside?
Ohje: Etsi ensin osamurtohajotelma ja kiyta sitten geometrisia sarjoja.
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Vastaus: Nimittdjan nollakohdat ovat % ja —%, joten nimittdja jakautuu teki-
jOihin
1 1
62> —x —1=6(z — 5)(3)4— g) =2z —-1)3z+1).

Osamurtohajotelma on siis muotoa
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josta kertoimiksi A ja B saadaan A = —1 ja B = 1. Néin ollen
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Kummallekin osamurtohajotelman termille saadaan geometrinen sarja, joista
ensimmdinen suppenee kun |—3z| < 1 ja jalkimmaéinen kun |2z| < 1. N&in

ollen yhteinen suppenemisside on % ja sarjaesitys on
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