Analyysi II (sivuaineopiskelijoille)
Demonstraatio 13, 27.4.2018

1. Etsi differentiaaliyhtélolle
y' — 6y + 9y =e3 4927 — 3245
jokin yksittainen ratkaisu.
Vastaus: Etsitddn ensin differentiaaliyhtélon
y' —6y +9y =922 —3x+5

jokin yksittdinen ratkaisu. Tam3 voidaan 16ytis yritteelld y = Ax? + Bz + C,
jolloin v/ = 2Ax + B ja y” = 2A. Sijoittamalla nimé differentiaaliyhtaloon
saadaan
2A — 6(2Ax + B) + 9(Az* + B2+ C) = 92 — 3z + 5

& 9A2% 4+ (9B — 12A)z + 2A — 6B + 9C = 92> — 3z + 5,
josta 9A =1,9B — 12A = -3 ja 2A — 6B + 9C = 5. Niisti yhtéloistad ratkeaa
A=1,B=1jaC=1.
Etsitddn seuraavaksi differentiaaliyhtélon

y// o 6y/ +9y = 639[:

jokin ratkaisu. Yritteesti y = Ae3® kuitenkin huomataan, etti se on vastaavan
homogeenisen yht#lon ratkaisu. Samoin on yritteen y = Awze3” laita, joten
koetetaan yritettd y = Ax2e3®. Tistd saadaan 3y = 2A2e37+-3Ax%e3* = A(2z+
322)e?” ja edelleen y” = A(2+62)e3* 4+ 3422+ 32%)e3® = A(92% 4122 +2)e3?.

Sijoittamalla nédma differentiaaliyhtélécn saadaan

A(922 + 122 + 2)e3® — 6A(2z + 32%)e3” + 9423 = €37
& 2463 =37,

josta saadaan A = % Differentiaaliyhtélon lineaarisuuden vuoksi kysytty yk-
sittdinen ratkaisu saadaan laskemalla saadut yksittdisratkaisut yhteen, siis

1
Yo = 51:2631+$2+x+1.

2. Etsi differentiaaliyhtélon
y' — 6y +9y=e+92°> -3z +5

kaikki ratkaisut ja sellainen ratkaisu, ettd y(0) = ¢/(0) = 2.

Vastaus: Etsitdan homogeenisen DY:n y” — 6y’ + 9y = 0 kaikki ratkaisut ja
lisdtdan niihin tehtévissd 1 saatu yksittdinen ratkaisu. Homogeenisen DY:n
ratkaisut saadaan yritteelld y = e**, josta saadaan karakteristinen yhtilo

M—6A+9=0s (A-3)%=0.

Niin ollen karakteristisella yht&l6lla on kaksinkertainen juuri A = 3 ja téten
homogeenisen DY:n kaikki ratkaisut ovat

Y= C1e% + Coxe®.



DY:n kaikki ratkaisut ovat siis

1
y = C1e3 + Coze®® + 53:263“7 +22+z+1.

Tastd ndhdain, etté
y = 3C1e* 4+ Cy(1 4 32)e®” + (z + §$2)63x +2x + 1.

Néin ollen 2 = y(0) = C1 +1ja 2 =4/(0) = 3C1 + Cy+ 1, josta saadaan Cy = 1

ja 02 = —2.
Yht#ls z = 1+ 22 + 4y® midrittelee pinnan avaruudessa R?. Hahmottele pinta

3.
koordinaatistoon ja maarité pinnalle tangenttitason yhtdlo pisteessd (2, —1,9).

Vastaus:

KAy
| {i‘ﬁ.\\\“t:::‘"..“#
S

p SSeceites

Tapa 1:

Tangenttitaso saadaan tarkastelemalla funktion muutosta pisteen (2,—1) 14~
histolla:
FU2,=1) + (hy, b)) — f(2,-1) =1+ (2+ h1)> +4(=1+ hy)? =9
144 +4hy +h3 +4 — 8hg + 4h% — 9 = 4hy — 8hy + h? + 4h3,

ja leikkaamalla téstd korkeamman asteen termit pois saadaan tangenttitaso
2(2 +hy,—1+ hg) —9=4hy — 8ho,

josta merkitsemélld x = 2 + hy ja y = —1 4 ho saadaan muoto
= —7+4x — 8y.

z=z(z,y) =9+4(x—2)-8(y+1)

Tapa 2:
Kayttamaélla luentomonisteen kaavaa saadaan tangenttitason yhtéloksi
0z 0z
- 9=—(2,-1)- (z—2)+ —(2,-1) - 1).
2-9= 322 -1) (@ - 2+ (2D + )
Laskemalla osittaisderivaatat ja sijoittamalla lukuarvot tastd saadaan

z2—9=4(x—-2)-8(y+1) e 2z=-T+4x -8y



4. Etsi funktion
flayy) =a® + 2%y —y* — 4y
lokaalit dariarvokohdat ja satulapisteet.

Vastaus: Mahdolliset diriarvokohdat 16ytyvit pisteistd, joissa funktion f gra-
dientti on nollavektori.

Vf(zy) = (32% + 2zy,2* — 2y — 4),
josta mahdolliset ddriarvokohdat saadaan yhtdloparin

322 4+2xy = 0
2 —2y—4 = 0

ratkaisuista. Jos ¢ = 0, ylempi yhtald toteutuu kaikilla y:n arvoilla mutta

télldin alemman yhtdlon mukaan y = —2. Jos = # 0, saadaan ylemmésti
yhtélosta jakamalla 3z + 2y = 0, josta y = —%w. Sijoittamalla tdma alempaan
yhtiloon saadaan x2 43z —4 = 0, jonka ratkaisut ovat © = —4 ja x = 1. Niisti

saadaan gradientin nollakohdat (0,—2), (—4,6) ja (1, —%)

Funktion f toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat

0% f 0% f 0% f 0% f
—5 =6 2y, = =2r, —==-2
0x2 T2y oyoxr  Oz0y o Oy
Lauseen 6.39 merkintojen mukaisesti pisteessd (0,—2) on A = —4, B = 0,

C = —2jasiis D = AC — B2 = 8 > 0, mikii yhdessi ehdon A < 0 kanssa
merkitsee sité, ettd (0, —2) on funktion f lokaali maksimikohta.

Pisteessi (—4,6) taas A = —12, B = -8, C = —2, ja siis D = AC — B? =
—40 < 0. Té&lldin siis kyseinen piste on satulapiste.

Pisteessé (1, —3) edelleen on A =3, B =2ja C = —2. Téllsin D = AC—B? =
—10 < 0, joten kyseessd funktion f satulapiste.

5. Oletetaan, ettd x,y, z > 0. Arvioi usean muuttujan differentiaalilaskentaa kayt-
tamilli kuinka paljon funktion f(x,y, z) = 222+3zy?—2y?—423 arvo muuttuu,
kun x kasvaa 2%, y vihenee 3% ja z kasvaa 1%

Vastaus: Arvoidaan funktion f muutosta kokonaisdifferentiaalin avulla. Kun
dx, dy ja dz ovat pienid, on muutos likimain

_ O 00 Of
df = 8:I:dx+5ydy+azdz

= (222 +3y?) dx + (6xy — 22y) dy + (2 — y* — 122%) dz.

Muutokset ovat dz = 1(2)—050, dy = —18—03; jadz = 1—(1)02, joten arvioksi saadaan

—12zy? + 5222 4 5y?z — 1223
100

/ xy dA,
T

misséd T on kolmio, jonka kirkipisteet ovat (0,0), (1,0) ja (0,1).

6. Laske integraali



Vastaus: Pisteitd (1,0) ja (0,1) yhdistdd jana y = 1 — x, joten kyseinen inte-
graali voidaan laskea seuraavasti:

1 -z 1y 1q
/ / xydydx:/ /nyda::/ —x(l—x)?dx
2=0 Jy=0 z=0 o 2 0 2
1
1/t 1
= / (z — 222+ 23)d 7/
2 Jo 2/

7. Laske integraali
1 1
/ / eV’ dy dzx.
z=0 Jy=x

Vastaus: Sisemmén integraalin médrittdminen Newtonin-Leibnizin kaavan pe-
rusteella on hankalaa, koska integrandille ei 16ydy antiderivaattaa alkeisfunk-
tioiden avulla. Lasketaan integraali siksi toisessa jérjestyksessd. Tatd varten
voidaan ensiksi todeta, ettd integrointialue on kolmio, jota rajoittavat pisteet
(0,0), (0,1) ja (1,1). Jana pisteestd (0,0) pisteeseen (1,1) on muotoa y = x,
joten integraali toisessa jarjestyksessd laskettuna saa muodon

1 y 1 Y 1 1
/ / e_dea:dy:/ /e_dey:/ ye VY dy—/—fe P C .
y=0 Jz=0 y=0 0 y=0 2e




