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Rationaalifunktio

/Sg;dx?
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Kertausta

Rationaalifunktio
/ @ dx?
q(x)

Derivointisaantoja

d 1 nf'(x)

S )T T F(x)m
d ()
o= Inf(x) = 0
1

@ —arctanx = .
dx x2+1
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Kertausta

Osamurtohajotelmat

@ Jos osoittaja ainakin yhta korkeaa astetta kuin nimitt3ja,
voidaan suorittaa jakolasku

pO) _ o 1)
- ()+q(x)7

missa a(x) on polynomi ja r(x) on alempaa astetta kuin g(x).

astetta).
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Kertausta

Osamurtohajotelmat

@ Jos osoittaja ainakin yhta korkeaa astetta kuin nimitt3ja,
voidaan suorittaa jakolasku

p) )
- ( )+q(X)7

missa a(x) on polynomi ja r(x) on alempaa astetta kuin g(x).
astetta). Jokaista g:n reaalijuurta a vastaa 1. asteen tekija

Xx — a ja jokaista kompleksijuurta ¢ vastaa toisen asteen tekija
(x —c)(x —¢) =x%—(c+¢)x + cc.
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Kertausta

Osamurtohajotelmat

o Jokainen nimittajan tekija (x —a)¥ tuottaa hajotelmaan termit

Aj
(x—a)’
missa 1 < j < k ja Aj ovat vakioita.
o Jokainen nimittijan tekija (x? + px 4 q)* tuottaa hajotelmaan

termit
BJ' + CJ'X

2+ pxtay’
missa 1 < j < k ja B;, C; ovat vakioita.
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Kertausta

Osamurtohajotelmat

1
/dX:In\x—aH—C
x—a
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Kertausta

Osamurtohajotelmat

1
/ dx=In|x—a|+ C
x—a

1 1 1
/(X—a)kdx__k—ux—a)k—l+C’

jos k > 2.
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Kertausta

Osamurtohajotelmat

Tekemalla maaraamattomaan integraaliin

Bx+ C
= ——— AaX
(2 +px+q)"

sijoitus t = x + g tuottaa muotoa

1
he [
1,/W+¥W&

olevat osaintegraalit.
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Kertausta

Antiderivaatta b

2t
/t2+a2dt:|n|t2+a2|+c

/ 2t L 1 1 LC
(121 20)k  k—1(2+ a2)k-1 )
kun k > 1.
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Kertausta

Antiderivaatta

1 1 t
/Hdt:arctan—i-C,
tc+a a a

ja kun k> 2, on

/ 11 t
(2 +a2)k "~ 2(k—1)22 (2 + 2)k 1

2k—31/ 1 dt
2k —2a% | (t?2+ a?)k1
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Rationaalifunktion antiderivaatta

Esimerkkeja

e 1.22
e 1.23
e 1.24
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Integraalilaskenta
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Integraalilaskenta

Varhaisvaiheet

e Eudoksos Knidoslainen (410 tai 408 eKr—355 tai 347 eKr)
@ Arkhimedes Syrakusalainen (n.287 eKr—n.212 eKr)
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Integraalilaskenta

Varhaisvaiheet

e Eudoksos Knidoslainen (410 tai 408 eKr—355 tai 347 eKr)
@ Arkhimedes Syrakusalainen (n.287 eKr—n.212 eKr)

o Isaac Newton (1642-1727)
o Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

\

Linkki differentiaalilaskentaan

Newtonin-Leibnizin kaava
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Integraalilaskenta

Nykyaikainen muotoilu

@ Bernhard Riemann (1826-1866)
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Integraalilaskenta

Nykyaikainen muotoilu

@ Bernhard Riemann (1826-1866)
@ Jean Gaston Darboux (1842-1917)

@ Johtavat samaan integraalikasitteeseen, Darboux'n esitys
yksinkertaisempi

Yleistyksia (ei kuulu kurssiin)

@ Stieltjesin integraali
@ Lebesguen integraali

@ Haarin integraali
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Darboux'n integraali

Ay As Ay Ap &
—; >
a=Xxg X1 X2 Xk—1 Xk Xn—1  Xp=Db
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Darboux'n integraali

Taustaoletus

Olkoon f vililla [a, b] maaritelty rajoitettu funktio.
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Darboux'n integraali

Taustaoletus

Olkoon f vililla [a, b] maaritelty rajoitettu funktio.

Merkintoja

e Valin [a, b] jako on &arellinen joukko D = {xp, x1,...,Xn},
missa Xop = a, Xp = b ja Xk < Xk41-
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@ Ay = [xk—1,Xxk] on jaon k:s vali
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Darboux'n integraali

Taustaoletus
Olkoon f vililla [a, b] maaritelty rajoitettu funktio.

e Valin [a, b] jako on &arellinen joukko D = {xp, x1,...,Xn},
missa Xop = a, Xp = b ja Xk < Xk41-

@ Ay = [xk—1,Xxk] on jaon k:s vali
@ Aix = xx — xx_1 on k:nnen valin pituus
o My =sup{f(x) | x € Ay}

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 13 of 19



Darboux'n integraali

Taustaoletus

Olkoon f vililla [a, b] maaritelty rajoitettu funktio.

e Valin [a, b] jako on &arellinen joukko D = {xp, x1,...,Xn},
missa Xop = a, Xp = b ja Xk < Xk41-

Ay = [xk—1, xk] on jaon k:s vali

Apx = xx — xx_1 on k:nnen valin pituus
My = sup{f(x) | x € Ay}

my = inf{f(x) | x € Ax}

e 6 o6 o
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Darboux'n integraali

Maaritelma

Vilin [a, b] jakoon D liittyva funktion f Darboux'n ylasumma on

§D = Z MkAkX
k=1

ja alasumma

n
§D = Z mkAkx
k=1
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Darboux'n integraali

Vilin [a, b] jakoon D liittyva funktion f Darboux'n ylasumma on

§D = Z MkAkX
k=1

ja alasumma

n
§D = Z mkAkx
k=1

Lemma

Jokaiselle jaolle D patee

Sp < Sp.
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Darboux'n integraali

Maaritelma

Jos D ja D, ovat molemmat valin [a, b] jakoja, sanotaan, etta D,
on Di:n tihennys, jos D; C D;.
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Darboux'n integraali

Maaritelma

Jos D ja D, ovat molemmat valin [a, b] jakoja, sanotaan, etta D,
on Di:n tihennys, jos D; C D;.

v

Huomautus

Koska jaot ovat aarellisia joukkoja, saadaan D, joukosta D
lisaamalla aarellinen maara pisteita.
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Darboux'n integraali

Jos D ja D, ovat molemmat valin [a, b] jakoja, sanotaan, etta D,
on Di:n tihennys, jos D; C D;.

V.
Huomautus

Koska jaot ovat aarellisia joukkoja, saadaan D, joukosta D
lisaamalla aarellinen maara pisteita.

Jos Dy on jaon Dj tihennys, niin

Sp, <Sp, <Sp, < Sp,.

N
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Darboux'n integraali

Jos D ja D, ovat molemmat valin [a, b] jakoja, sanotaan, etta D,
on Di:n tihennys, jos D; C D;.

Huomautus

Koska jaot ovat aarellisia joukkoja, saadaan D, joukosta D
lisaamalla aarellinen maara pisteita.

Jos Dy on jaon Dj tihennys, niin

Sp, <Sp, <Sp, < Sp,.

Mikaan alasumma ei voi ylittaa mitaan ylasummaa, siis Sp < So,
kaikille jaoille Dy ja Ds.
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Darboux'n integraali

Vilin [a, b] jako Dy = {a, b} tuottaa yla- ja alasummat
Sp, = M(b—a) ja Sp, = m(b— a), missa M ja m ovat funktion f
supremum- ja infimum koko valilla [a, b].
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Darboux'n integraali

Huomautus

Vilin [a, b] jako Do = {a, b} tuottaa yl3- ja alasummat
Sp, = M(b—a) ja Sp, = m(b — a), missa M ja m ovat funktion f
supremum- ja infimum koko valilla [a, b].

v
Lemma

Alasummien joukko on on ylhaalta rajoitettu ja ylasummien
alhaalta rajoitettu.
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Darboux'n integraali

\EETIIE

Funktion f yldintegraali valilla [a, b] on

/ f =inf{Sp | D on vilin [a, b] jako}
a

ja alaintegraali

b
/ f =sup{Sp | D on vilin [a, b] jako}
=
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Darboux'n integraali

Huomautus

Rajoitetulle funktiolle f yla- ja alaintegraali ovat aina olemassa.
Lisaksi Lemmasta 2.5. seuraa, etta

b

jf</f

a
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Darboux'n integraali

Rajoitetulle funktiolle f yla- ja alaintegraali ovat aina olemassa.
Lisaksi Lemmasta 2.5. seuraa, etta

b b
[rs )t

a

Maaritelma

Vililla [a, b] rajoitettu funktio on Darboux-integroituva (ja samalla
Riemann-integroituva), mikali

/bf:/bf.

a a
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Darboux'n integraali

Maaritelma

Jos f on integroituva, yla- ja alaintegraalin yhteista arvoa
kutsutaan funktion f (Darboux- tai Riemann-) integraaliksi valilla
[a, b] ja siitd kdytetadan merkintdja

/abf ja /abf(x)dx.

Lukuja a ja b kutsutaan integrointivalin tai integraalin ala- ja
ylarajoiksi ja funktiota f integrandiksi. R([a, b]) tarkoittaa kaikkien
valilla [a, b] integroituvien funktioiden joukkoa.
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Darboux'n integraali

Maaritelma

Jos f on integroituva, yla- ja alaintegraalin yhteista arvoa
kutsutaan funktion f (Darboux- tai Riemann-) integraaliksi valilla
[a, b] ja siitd kdytetadan merkintdja

/abf ja /abf(x)dx.

Lukuja a ja b kutsutaan integrointivalin tai integraalin ala- ja
ylarajoiksi ja funktiota f integrandiksi. R([a, b]) tarkoittaa kaikkien
valilla [a, b] integroituvien funktioiden joukkoa.

Esimerkkeja
@ Esimerkki 2.7.

@ Esimerkki 2.8.
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