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Lause 2.9 (Riemannin integroituvuusehto)

Valilla [a, b] rajoitettu funktio f on integroituva tarkalleen silloin,
kun jokaista positiivilukua € kohti on olemassa sellainen jako D,
etta
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Lause 2.9 (Riemannin integroituvuusehto)

Valilla [a, b] rajoitettu funktio f on integroituva tarkalleen silloin,
kun jokaista positiivilukua € kohti on olemassa sellainen jako D,
etta

Sp.— S

e =

Huomautus

Integroituvuusehdon toteutuessa on voimassa

p. = d(Sp..Sp,) < e

b
SDES/ f < Sp,
a
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Integroituvuus

Lause 2.13

Oletetaan, ettd f ja g integroituvia valilla [a, b]. Talldin myds
funktiot cf (c € R) ja f + g ovat integroituvia vililla [a, b] ja

b b
/cf:c/ f,

a a

b b b
/(f+g)=/ f+/ g
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Integroituvuus

Lause 2.13
Oletetaan, ettd f ja g integroituvia valilla [a, b]. Talldin myds
funktiot cf (c € R) ja f + g ovat integroituvia vililla [a, b] ja

/"cf_c/"f
[eva= [+ s

Summille patee analogiset yhtalot

Zcfk—chk ja ka-l-gk) ka—l-ng
k=1

k=1

Huomautus
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Integroituvuus

Lauseen 2.13 seuraus (induktiolla)

/a chfk—zck/ fi
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Integroituvuus

Lauseen 2.13 seuraus (induktiolla)
b
[ ah=2a [
a a

k=1

Seuraus 2.14

Funktion integroituvuus sailyy ja integraalin arvo ei muutu jos
funktion arvoa muutetaan 3arellisen monessa valin [a, b] pisteessa.
”
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Integraalien ominaisuuksia

Maaritelma

Olkoon f vililld [a, b] maaritelty funktio. Maaritellaan funktion f
positiivinen osa fT ja negatiivinen osa f~ seuraavasti:

[ f(x), jos f(x)>0, ja
e = { 0, jos f(x) < O.J

_, v | —f(x), josf(x)<0,ja
f (X)_{ 0, jos f(x)ZO.J

Selvasti f = fT —f~ ja|f|=fT +f".
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Integraalien ominaisuuksia

Maaritelma

Olkoon f vililld [a, b] maaritelty funktio. Maaritellaan funktion f
positiivinen osa fT ja negatiivinen osa f~ seuraavasti:

[ f(x), jos f(x)>0, ja
e = { 0, jos f(x) < O.J

_, v | —f(x), josf(x)<0,ja
f (X)_{ 0, jos f(x)ZO.J

Selvasti f = fT —f~ ja|f|=fT +f".

V.

Jos f on integroituva, niin ovat myos f*, f~ ja |f].
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Integraalien ominaisuuksia

Jos f on integroituva valilla [a, b] ja ¢ € (a, b), niin

b c b
/f:/f+/f.
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Integraalien ominaisuuksia

Lause 2.16

Jos f on integroituva valilla [a, b] ja ¢ € (a, b), niin

b c b
[l

Huomautus

Yllaolevan kaavan analogia summille on

ka Zﬂd— Z fi.
k=1

k=m+1
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Integraalien ominaisuuksia

Maaritelma

Jos a < b ja f on integroituva valilla [a, b], maaritelldadn

a b a
/f:—/f ja/f:O.
b a a
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Integraalien ominaisuuksia

Maaritelma

Jos a < b ja f on integroituva valilla [a, b], maaritelldadn

a b a
/f:—/f ja/f:O.
b a a

Huomautus

Yllaolevasta maaritelmasta seuraa, etta yhtalo

b c b
[r= [+ [r
a a c

on tosi riippumatta lukujen a, b ja ¢ keskinaisesta jarjestyksesta.

v
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Integroituvuus

Lause 2.18

Jos f on jatkuva valilla [a, b], on se my0s integroituva valilla [a, b].
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Integroituvuus

Lauseen 2.18 todistus

@ Sanotaan, ettd f on tasaisesti jatkuva joukossa /, jos (Ve > 0)
(36 > 0) siten, ettd (Vx,y € /)
d(x,y) <6 =d(f(x),f(y)) <e
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Integroituvuus

Lauseen 2.18 todistus

@ Sanotaan, ettd f on tasaisesti jatkuva joukossa /, jos (Ve > 0)
(36 > 0) siten, ettd (Vx,y € /)
d(x,y) <0 = d(f(x),f(y)) <e.

@ Oletetaan ensin, etta f on tasaisesti jatkuva suljetulla valilla
[a, b].
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Integroituvuus

Lauseen 2.18 todistus

@ Sanotaan, ettd f on tasaisesti jatkuva joukossa /, jos (Ve > 0)
(36 > 0) siten, ettd (Vx,y € /)
d(x,y) <6 = d(f(x),f(y)) <e.

@ Oletetaan ensin, etta f on tasaisesti jatkuva suljetulla valilla
[a, b].

e Valitaan sellainen vilin [a, b] jako D, ettd pisinkin jakovali on
korkeintaan §:n mittainen.
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Integroituvuus

Lauseen 2.18 todistus

@ Sanotaan, ettd f on tasaisesti jatkuva joukossa /, jos (Ve > 0)
(36 > 0) siten, ettd (Vx,y € /)
d(x,y) <6 = d(f(x),f(y)) <e.

@ Oletetaan ensin, etta f on tasaisesti jatkuva suljetulla valilla
[a, b].

e Valitaan sellainen vilin [a, b] jako D, ettd pisinkin jakovali on
korkeintaan §:n mittainen.

o Talloin mille hyvansa jakovalille Ay patee
My — my = f(XM) = f(Xm) < €.
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Integroituvuus

Lauseen 2.18 todistus

@ Sanotaan, ettd f on tasaisesti jatkuva joukossa /, jos (Ve > 0)
(36 > 0) siten, ettd (Vx,y € /)
d(x,y) <6 = d(f(x),f(y)) <e.

@ Oletetaan ensin, etta f on tasaisesti jatkuva suljetulla valilla
[a, b].

e Valitaan sellainen vilin [a, b] jako D, ettd pisinkin jakovali on
korkeintaan §:n mittainen.

o Talloin mille hyvansa jakovalille Ay patee
My — my = f(XM) = f(Xm) < €.
@ Nain ollen .
§D — §D = Z(Mk — mk)Akx < ZEAkX = E(b — a) ja

k=1 k=1
integroituvuus seuraa Riemannin integroituvuusehdosta.
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Taydennys

Lauseen 2.18 todistus

@ Osoitetaan lopuksi, etta suljetulla valilla jatkuva funktio on
tasaisesti jatkuva.
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Taydennys

Lauseen 2.18 todistus

@ Osoitetaan lopuksi, etta suljetulla valilla jatkuva funktio on
tasaisesti jatkuva.

@ Olkoon € > 0 ja x € I. Koska f on jatkuva pisteessa /, on
d(f(x),f(y)) < 5, kunhan d(x,y) < 26,.
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tasaisesti jatkuva.

@ Olkoon € > 0 ja x € I. Koska f on jatkuva pisteessa /, on
d(f(x),f(y)) < 5, kunhan d(x,y) < 26,.

@ Avoimet valit I, = (x — dx, x + Jx) peittavat suljetun valin
I = [a, b).
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Lauseen 2.18 todistus

@ Osoitetaan lopuksi, etta suljetulla valilla jatkuva funktio on
tasaisesti jatkuva.

@ Olkoon € > 0 ja x € I. Koska f on jatkuva pisteessa /, on
d(f(x),f(y)) < 5, kunhan d(x,y) < 26,.

@ Avoimet valit I, = (x — dx, x + Jx) peittavat suljetun valin
I = [a, b).

@ Heine-Borelin lause = Aarellinen kokoelma I, ..., I

_ myos
peittaa valin /.
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Taydennys

Lauseen 2.18 todistus

@ Osoitetaan lopuksi, etta suljetulla valilla jatkuva funktio on
tasaisesti jatkuva.

@ Olkoon € > 0 ja x € I. Koska f on jatkuva pisteessa /, on
d(f(x),f(y)) < 5, kunhan d(x,y) < 26,.

@ Avoimet valit I, = (x — dx, x + Jx) peittavat suljetun valin

I = [a, b).
@ Heine-Borelin lause = Adirellinen kokoelma Lo ..., I, myos
peittdad valin /. Valitaan § = min{dx,...,0x,}-
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Taydennys

Lauseen 2.18 todistus

@ Osoitetaan lopuksi, etta suljetulla valilla jatkuva funktio on
tasaisesti jatkuva.

@ Olkoon € > 0 ja x € I. Koska f on jatkuva pisteessa /, on
d(f(x),f(y)) < 5, kunhan d(x,y) < 26,.

@ Avoimet valit I, = (x — dx, x + Jx) peittavat suljetun valin

I = [a, b).
@ Heine-Borelin lause = Adirellinen kokoelma Lo ..., I, myos
peittdad valin /. Valitaan § = min{dx,...,0x,}-

@ Oletetaan sitten, ettd x,y € [ ja d(x,y) <. Joka
tapauksessa x € Iy, jollekin j:lle joten d(x;j,x) < & < 2§ < 24,
jad(y,x) < d(y,x)+d(x,x) <6+0d =20 <20
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Taydennys

Lauseen 2.18 todistus

@ Osoitetaan lopuksi, etta suljetulla valilla jatkuva funktio on
tasaisesti jatkuva.
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peittdad valin /. Valitaan § = min{dx,...,0x,}-

@ Oletetaan sitten, ettd x,y € [ ja d(x,y) <. Joka
tapauksessa x € Iy, jollekin j:lle joten d(x;j,x) < & < 2§ < 24,
jad(y,x) < d(y,x) +d(x,x;) <046 =20 <24, joten
d(f(x), f(y)) < d(f(x),f(x)) + d(f(x), f(y)) <5+ 5 =€
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Integroituvuus

Jos f on rajoitettu valilla [a, b] ja jatkuva pistetta c € [a, b]
lukuunottamatta, on f integroituva valilla [a, b].
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Integraalien ominaisuuksia

Lause 2.20

Olkoot f, g € R([a, b]). TallGin
e Jos m < f(x) < M valilla [a, b], on

m(b—a)g/bfg/w(b—a)
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Integraalien ominaisuuksia

Lause 2.20

Olkoot f, g € R([a, b]). TallGin
e Jos m < f(x) < M valilla [a, b], on

m(b—a)g/bfg/w(b—a)

b
e Jos f(x) > 0 vililla [a, b], on / f>0

a
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Integraalien ominaisuuksia

Lause 2.20

Olkoot f, g € R([a, b]). TallGin
e Jos m < f(x) < M valilla [a, b], on

m(b—a)g/bfg/w(b—a)

b
e Jos f(x) > 0 vililla [a, b], on / f>0

a

b b
e Jos f(x) > g(x) valilla [a, b], on / f 2/ g
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Integraalien ominaisuuksia

Lause 2.20

Olkoot f, g € R([a, b]). TallGin
e Jos m < f(x) < M valilla [a, b], on

m(b—a)g/bfg/w(b—a)

b
e Jos f(x) > 0 vililla [a, b], on / f>0

a

b b
e Jos f(x) > g(x) valilla [a, b], on / f 2/ g

@ Kolmioepayhtalo:
b b
/ f’ < / |f|‘ jos a > b.
a a

b b
/fg/lflja
a a
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Integraalien ominaisuuksia

Huomautus

\|

Esimerkin 2.12 perusteella f = 0 on mahdollista, vaikka

f(x) > 0 koko vililla [a, b] j: f(c) > 0 ainakin yhdessa vilin [a, b]
pisteessa.
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Integraalien ominaisuuksia

Huomautus

\|

Esimerkin 2.12 perusteella f = 0 on mahdollista, vaikka
f(x) > 0 koko valilla [a, b] j: f(c) > 0 ainakin yhdessa valin [a, b]
pisteessa. Jos edellisten lisaksi oletetaan funktion f jatkuvuus, on

b
/ f > 0 (Harjoitustehtava).
a
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Integraalien ominaisuuksia

Huomautus

Esimerkin 2.12 perusteella f = 0 on mahdollista, vaikka
f(x) > 0 koko valilla [a, b] j: f(c) > 0 ainakin yhdessa valin [a, b]
pisteessa. Jos edellisten lisaksi oletetaan funktion f jatkuvuus, on

b
/ f > 0 (Harjoitustehtava).
a

\|

Integraalilaskennan valiarvolause

Oletetaan, ettd a < b ja etta f on jatkuva valilla [a, b]. Talldin on
olemassa £ € [a, b], jolle

b
/a F(x) dx = F(€)(b— a)
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Integraalifunktio

Jos f on integroituva valilla [a, b], on se my6s integroituva valilla
[a, x], kun x € [a, b] (Lause 2.16).
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Integraalifunktio

Jos f on integroituva valilla [a, b], on se my6s integroituva valilla
[a, x], kun x € [a, b] (Lause 2.16).

Maaritelma

Funktion f integraalifunktio valilla [a, b] maaritelldan

F(x):/axf:/axf(t)dt.
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