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Kertausta

Lause 3.1

Jos f ja g ovat vililla [a, b] integroituvia funktioita ja f(x) > g(x),
on funktioiden kuvaajien ja suorien x = a ja x = b valiin jaava
pinta-ala

b
A= / (F(x) — (x)) dx
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Jos f ja g ovat vililla [a, b] integroituvia funktioita ja f(x) > g(x),
on funktioiden kuvaajien ja suorien x = a ja x = b valiin jaava
pinta-ala

b
A= / (F(x) — (x)) dx

Napakoordinaattimuoto
B 81
A:/ dA:/ 5r2de

/abydx = /j y(t)X'(t) dt.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 10 2 of 10

Parametrimuoto




Pinta-ala

Ala napakoordinaattimuodon kautta

Parametrimuodolle {(x(t),y(t)) | t € I} saadaan
napakoordinaattimuoto: r? = x(t)? + y(t)? ja 6 = arctan %
(oletetaan kasvavaksi). Talloin

0(t2)
Al / r? de,
2 Jo()

johon tehdaan sijoitus 0 = arctan Xt Tllsin saadaan

1 ("
A= 2/ (xy’ — yx') dt.

t1
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Pinta-ala

Ala napakoordinaattimuodon kautta
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napakoordinaattimuoto: r? = x(t)? + y(t)? ja 6 = arctan %
(oletetaan kasvavaksi). Talloin

0(t2)
Al / r? de,
2 Jo()

johon tehdaan sijoitus 0 = arctan Xt Tllsin saadaan

1 ("
A= 2/ (xy’ — yx') dt.

t1

Esimerkki 3.9
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Maaritelma

Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.
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Maaritelma

Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.

Intuitio:

Kayran pituus L saadaan summaamalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista pituusalkiota ds:

to
L = / ds
5]
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Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.

Intuitio:

Kayran pituus L saadaan summaamalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista pituusalkiota ds:

tr to tr
| = / dS:/ /dx2+dy :/ (%)24—(%)2(“’
t1 t1 t1 dt dt
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Kaarenpituus

Maaritelma

Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.

Intuitio:

Kayran pituus L saadaan summaamalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista pituusalkiota ds:

tr to to
L = / ds:/ Vdx? + dy :/ \/(%)Q—F(g)zdt
t1 t1 t1 dt dt
to
= / \/X'(t)? + y'(t)? dt.
t1

(Parametrimuoto)
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Eksplisiittimuoto y = f(x)

Merkitdan x = t, y = f(t), jolloin kaarenpituudeksi saadaan

L:/ab\/l—i—f/(t)zdt:/ab\/1+f’(x)2dx
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Kaarenpituus

Napakoordinaattimuoto

Merkitdaan x = rcosf ja y = rsin#, jolloin

X' (07 +y'(0)
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Kaarenpituus

Napakoordinaattimuoto

Merkitdaan x = rcosf ja y = rsin#, jolloin

x'(0)%> 4+ y'(0)? = (' cos — rsin0)2 + (r'sin 6 + r cos )>
= r"?cos?0 — 2r'rcosBsinf + r’sin? 6

+ r?sin?0 4 2r'rsin0cos® + r? cos® 0
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Kaarenpituus

Napakoordinaattimuoto

Merkitdaan x = rcosf ja y = rsin#, jolloin

x'(0)%> 4+ y'(0)? = (' cos — rsin0)2 + (r'sin 6 + r cos )>
r'? cos? 0 — 2r'rcosOsin + r?sin® 0

+ r?sin?0 + 2r'rsinf cosf + r? cos® 0

_ r/2+r2

joten

L= /a ? @2+ (o) do.
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Esimerkkeja
@ Esimerkki 3.10

@ Esimerkki 3.11
@ Esimerkki 3.12
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Tilavuus

Tilavuus saadaan laskemalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista tilavuusalkiota:

V:/ade:/abA(x)dx
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Tilavuus

Tilavuus saadaan laskemalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista tilavuusalkiota:

V:/ade:/abA(x)dx

Kartion tilavuus
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Tilavuus

Vilille [a, b] rajoitetun kdyrdn y = f(x) pyorahtdessa x-akselin
ympari muodostuu kappale, jonka tilavuus on

b
V= 7T/ f(x)? dx.
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Tilavuus

Vilille [a, b] rajoitetun kdyrdn y = f(x) pyorahtdessa x-akselin
ympari muodostuu kappale, jonka tilavuus on

b
V= 7T/ f(x)? dx.

Esimerkki 3.14
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Vaipan pinta-ala

Maaritelma

Pyorahdyskappaleen vaipalla tarkoitetaan pintaa lukuunottamatta
paatyja.
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Vaipan pinta-ala

Maaritelma

Pyorahdyskappaleen vaipalla tarkoitetaan pintaa lukuunottamatta
paatyja.

Vaipan ala

b
A:27r/ [F(x)[\/1+ f(x)? dx
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Vaipan pinta-ala

Maaritelma

Pyorahdyskappaleen vaipalla tarkoitetaan pintaa lukuunottamatta
paatyja.

b
A:27r/ [F(x)[\/1+ f(x)? dx

@ Esimerkki 3.15
@ Esimerkki 3.16
@ Esimerkki 3.17
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